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Hier soll eine kurze Einf•uhrung in das Programm Povray gegeben werden, was man
nutzen kann, um dreidimensionale Objekte darzustellen. Man �ndet Povray im Internet
unter

http://www.povray.org/redirect/www.povray.org/ftp/p ub/povray/
Official/Linux/povlinux-3.6.tgz

Nach der Installation be�nden sich die Include-Dateien standardgem•a� im Verzeichnis

/usr/share/povray-3.6/include

Es werden zahlreiche Hilsmittel zur Gestaltung von Ober
•achen und Hintergr•unden be-
reitgestellt; dies interessiert uns weniger: wir wollen Povray nutzen, um mathematische
Objekte darzustellen.
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1 Grundlagen

Wir be�nden uns im dreidimensionalen Raum und stellen uns ein linksh•andiges Koor-
dinatensystem vor:

Der Punkt mit den Koordinaten x; y; z wird mit <x,y,z> bezeichnet, hier k•onnen wir
ein Objekt anbringen. Den Punkt<a,a,a> k•onnen wir kurz mit a benennen;x steht
f•ur <1,0,0> , y f•ur <0,1,0> , z f•ur <0,0,1> .

Wir betrachten das Objekt mit Hilfe einer Kamera:

camera { location <0,2,-2> look_at 0 }

Wir bringen eine Lichtquelle an und geben dem Licht eine Farbe:
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light_source { <-5,30,-10> White }

Die De�nition von Farben erfolgt im Paket colors , das wir vorher importieren m•ussen:

#include "colors.inc"

Wir geben auch dem Hintergrund eine Farbe:

background {White}

Nun k•onnen wir das erste Objekt anbringen:

sphere{<0,0,0>, 2 pigment {color Red}}

Es soll eine Kugel um den Koordinatenursprung darstellen, der Radius ist 2, die Farbe
rot. Wir speichern diesen Text in der Dateikugel.pov , starten Povray,

povray kugel.pov +W600 +H600 +P

und sehen nichts (nur etwas viel Rot). Das liegt daran, da� sich die Kamera fast im
inneren der (Voll-)Kugel be�ndet; wenn wir den Radius verkleinern oder die Kamera-
position geeignet•andern, sehen wir, was wir wollten. Mit den Optionen+W600stellen
wir die Breite des Fensters in Pixeln ein,+H600legt die H•ohe fest, und die Option+P
bewirkt, da� das Bild nach seinem Aufbau nicht gleich wiederverschwindet, sondern
bis zu einem Mausklick auf das Fenster erhalten bleibt.

W•ahrend des Aufbaus des Bildes (
"
die Szene wird gerendert\) gibt das Programm eine

Vielzahl von Informationen aus, die man nicht lesen mu�, au�er es erscheint so etwas:

File: beispiel.pov Line: 5
Parse Warning: Pigment type unspecified or not 1st item.
File: beispiel.pov Line: 5
File Context (5 lines):
#include "colors.inc"
camera { location <0,10,-2> look_at 0 }
light_source { <-5,30,-10> White }
background {White}
sphere{<0,0,0>, 2 pigment {colo
Parse Error: No matching } in 'pigment',
undeclared identifier 'colo' found instead

In Zeile 5 ist ein Syntaxfehler gefunden worden, diese und ein paar vorangehende Zeilen
werden aufgelistet.

2 Werkzeuge, Objekte, Anweisungen

2.1 Farben

Der Ober
 •ache eines Objekts weist man eine Textur zu, zum Beispiel eine Farbe. Hierzu
dient das rgb-Modell: Aus den Farben Rot, Gr•un und Blau wird eine Farbe gemischt,
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der jeweilige Farbanteil kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen, das rgb-Tripel wird
wie ein Punkt beschrieben:

pigment { color rgb <x,y,z> }

In colors.inc sind (neben sehr vielen anderen) die folgenden Grundfarbende�niert:

#declare Red = rgb <1, 0, 0>;
#declare Green = rgb <0, 1, 0>;
#declare Blue = rgb <0, 0, 1>;
#declare Yellow = rgb <1,1,0>;
#declare Cyan = rgb <0, 1, 1>;
#declare Magenta = rgb <1, 0, 1>;
#declare Clear = rgbf 1;
#declare White = rgb 1;
#declare Black = rgb 0;

Die Ober
 •achen k•onnen transparent gemacht werden:

color rgbt <x,y,z,u>

Der Wert von u liegt ebenfalls zwischen 0 (undurchsichtig) und 1 (voll durchsichtig).

2.2 Grundk •orper

Eine (unendlich gro�e) Ebene beschreibt man durch ihren Normalenvektor und ihren
Abstand von Koordinatenursprung:

plane { <0,1,0>, -1 pigment {color Blue}}

Eine Kugel beschreibt man durch ihren Mittelpunkt, Radius und Textur.

sphere { <0,1,0>, 1 pigment {color Blue}}

Ein Quader ist durch die Angabe der Koordinaten zweier gegen•uberliegender Eckpunk-
te festgelegt:

box { <0,1,0>, <2,0,3> pigment {color Blue}}

Er liegt parallen zu den Koordinatenachsen, kann aber (sp•ater) noch gedreht werden.
Um Zylinder und Kegel(st•umpfe) zu erzeugen, gibt man die Mittelpunkte des oberen
und des unteren Deckkreises und deren Radien an:

cone { <0,1,0>, 2 <1,2,0> 1 pigment {color Blue}}

Wenn beide Radien gleich sind, entsteht ein Zylinder, wenn ein Radius gleich Null ist,
entsteht ein Kegel. Einen Zylinder kann man auch mittels

cylinder { <0,1,0>, <1,2,0>, 1 pigment {color Blue}}

herstellen.

Ein Torus wird durch zwei Kreise festgelegt: den Radius des Kreises, der die Mittel-
punkte der Querschnittskreise verbindet und den Radius eines Querschnittskreises; er
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liegt in der x-z-Ebene, sein Mittelpunkt ist der Koordinatenursprung, er kann (sp•ater)
bewegt werden.

torus { 5, 2 pigment {color Blue}}

Ein auf parallel zur x-z-Ebene stehendes Prisma wird durch die H•ohe seiner Grund-

 •ache, die H•ohe seiner Deck
•ache, die Anzahl der Eckpunkte sowie derenx-z-Koordi-
naten festgelegt:

prism{linear_sweep 1,3,4 <0,1>,<-1,0>,<0,-1>,<1,0>,<0 ,1> pigment{Red}}

Mein W•orterbuch konnte mir keine rechte Erkl•arung des Worts
"
sweep\ liefern; das an-

gegebene Schl•usselwort legt fest, da� die Eckpunkte geradlinig verbunden werden. Der
erste Eckpunkt mu� mit dem letzten Eckpunkt •ubereinstimmen. Wennconic_sweep
angegeben wird, entsteht eine Pyramide.

All diese K•orper sind Vollk•orper.

2.3 Boolesche Operationen

Mit den oben betrachteten Vollk•orpern k•onnen Vereinigungen, Durchschnitte und Men-
gen-Di�erenzen gebildet werden:

union{Objekt1, Objekt2, Objekt3 Transformation Textur}

intersection{Objekt1, Objekt2 Transformation Textur}

difference{Objekt1, Objekt2 Transformation Textur}

Dies wurde angewandt, um eine Szene
"
H•auschen mit Garten\ darzustellen:1

#include "colors.inc"
camera {ultra_wide_angle angle 75 location<8,3,-2> look_ at<0,1,2>}

difference
{

difference
{

intersection
{

box { <0, 0, 0>, <2, 2, 2> pigment { color Grey} }
sphere{ <1,1,1>, 1.5 pigment{color Black}}

}
box {<1,1,1>, <2.5, 1.5, 1.5>}
pigment {color Yellow}

}
box {<0.4,1.5,0.4>, <8,1.8,0.7>}
pigment {color Yellow}

}
plane { < 0, 1, 0>,1 pigment { color Green } }

1Diese Szene wurde von Studenten erstellt, deren Namen ich nicht mehr �nden kann.
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cone { <1, 2, 1 >,1.1, <1, 4, 1>,0 pigment {color Red} }
difference
{

difference
{

cylinder {<1,0,1>, <1,1.5,1>, 4 pigment {color rgb<0.5,0. 3,0>}}
cylinder {<1,0,1>, <1,3,1>, 3.9}

}
box {<3,1,1>, <7,7,7>}

}
light_source {<4, 4, -4> color White}
cylinder{ <3,0,3>, <3,3,3>, 0.1 pigment {color rgb<0.5,0, 0>}}
sphere{ <3,3,3>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <2.8,2.5,2.8>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <3.2,2.5,3.2>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <3.1,2.5,2.9>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <2.9,2.5,3.1>, 0.3 pigment{color Green}}
// sky ---------------------------
plane{<0,1,0>,1 hollow texture{ pigment{ bozo turbulence 0.92

color_map
{
[0.00 rgb <0.2,0.2,1>*0.9]
[0.50 rgb <0.2,0.2,1>*0.9]
[0.70 rgb <1,1,1>]
[0.85 rgb <0.25,0.25,0.25>]
[1.0 rgb <0.5,0.5,0.5>]

}
scale<1,1,1.5>*2.5
translate<1.0,0,-1>
}// end of pigment

finish {ambient 1 diffuse 0}
}// end of texture
scale 10000

}// end of plane

// fog on the ground -------------
fog { fog_type 2

distance 50
color White
fog_offset 0.1
fog_alt 1.5
turbulence 1.8

}
fog{distance 300000 color White}
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2.4 Transformationen

Wenn Objekte in einer Standardlage konstruiert wurden, so kann man sie transfor-
mieren: man gibt am Ende der Objektde�nition Anweisungen an, wie es verschoben,
gedreht, gedehnt/gestaucht werden soll. Eine Verschiebung erreicht man mit der An-
weisungtranslate <a,b,c> , es erfolgt eine Verschiebung um den Ortsvektor des an-
gegebenen Punkts. Eine Drehung erfolgt beirotate <a,b,c> , es wird um die Winkel
a; b; cin x-,y-,z-Richtung verschoben, die Winkel sind im Grad-Ma� anzugeben. Eine
Gr•o�enver•anderung erfolgt beiscale <a,b,c> , der Ma�stab wird um die Faktoren
a; b; cin x-,y-,z-Richtung ver•andert. Die Transformationen werden in der Reihenfolge,
wie sie aufgeschrieben wurden, ausgef•uhrt; die Operationen kommutieren nicht, die
folgenden beiden Zeilen bewirken Verschiedenes:

torus {2, 0.3 translate <2,3,0> rotate <60, 20, 0> pigment{c olor Blue}}
torus {2, 0.3 rotate <60, 20, 0> translate <2,3,0> pigment{c olor Red}}

Die aus der linearen Algebra bekannten linearen Abbildungen k•onnen mit dermatrix -
Anweisung angewandt werden:
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matrix < v1.x,v1.y,v1.z,
v2.x,v2.y,v2.z,
v3.x,v3.y,z3.z,
0,0,0 >

Dabei sindv1; v2; v3 die Bilder der Vektorenx,y,z und v1.x ist die x-Komponente von
v1. In der linearen Algebra stehen die Koordinaten der Bilderder Basisvektoren in den
Spalten der Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung;hier stehen die Koordinaten
in den Zeilen, das obige 12-tupel wird als 4� 3-Matrix aufgefa�t. Wenn in der letzten
Zeile keine Nullen eingetragen werden, so wird die a�ne Abbildung ausgef•uhrt, wo das
letzte Tripel als Bild des Ursprungs interpretiert wird.

2.5 Text

Einen Text gibt man etwa wie folgt auf dem Bildschirm aus:

text{ttf "timrom.ttf" "Abc" 0.1, 0 pigment{Red} translate 3*x scale .3}

Es werden der Zeichensatz (hier: TimesRoman), die Zeichenkette, die
"
Dicke\ der Zei-

chen,... festgelegt. Die Zeichen stehen in derx-z-Ebene, beginnen bei<0,0,0> und ha-
ben eine Standardgr•o�e, die skaliert werden kann. Die Zeichen haben auch eine Dicke,
was man sieht, wenn die Kamera schr•agt drauf guckt. Im Beispiel ist die Dicke auf ein
Zehntel reduziert, damit die Zeichen sich bei Schr•agansicht nicht •uberlappen. Es w•are
sch•on, wenn die Zeichen (wie oben die Achsenbezeichnungen des Koordinatensystems)
so ausgerichtet w•aren, da� die Kamera senkrecht drauf schaut. Dazu greifen wir etwas
vor und benutzen die oben eingef•uhrte Transformationsmatrix:

zeigt Text bzw. Zeichenkette senkrecht zur Kamera ausgeric htet.
#macro zeig(stelle, zeichen)
object
{

text{ttf "timrom.ttf" zeichen 0.1,0 pigment{Red}}
matrix
<
z1.x,z1.y,z1.z,
z2.x,z2.y,z2.z,
z3.x,z3.y,z3.z,
stelle.x,stelle.y,stelle.z>
translate 2.2*stelle scale 0.3

}
#end

Hier ist z3 der normierte Ortsvektor der Kamera undz1; z2 spannen die dazu ortho-
gonale Ebene auf.

Wenn Zahlen (etwa von Povray berechnete) ausgegeben werdensollen, so m•ussen diese
in Zeichenketten umgewandelt werden, dies geht so:
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str(Zahl 0,2)

Die Parameter geben an, wo der Dezimalpunkt stehen soll und wie viele nachkommende
Stellen gezeigt werden sollen.

2.6 Variable

Povray hat eine Vielzahl von Schl•usselworten sowie �xierte Bezeichner; ich habe mehr-
fach den Fehler gemacht, eigenen Variablen solche Bezeichner wie x,y,z,t,u,v zu
geben, diese sind reserviert, es erfolgt eine gew•ohnungsbed•urtige Fehlermeldung.
Variable werden mit demdeclare -Befehl deklariert und belegt:

#declare bb = 2;

(Wenn das Semikolon fehlt, erfolgt eine leicht verst•andliche Fehlermitteilung.) Dies ist
eineglobaleVariable, die sp•ater mit bb = 3ver•andert werden kann.

#local bb = 2;

Dies ist eine nur ein einer bestimmten Umgebung (einer Prozedur-Vereinbarung o.•a.)
g•ultige Variable, auf diese kann von au�erhalb nicht zugegri�en werden.
Die Anfangsbuchstaben der Povray-eigenen Bezeichner sindKleinbuchstaben, bei ei-
genen Deklarationen ist man (meist) auf der sicheren Seite,wenn man Anfangs-Gro�-
Buchstaben verwendet. Variable werden uns noch sp•ater besch•aftigen.

2.7 Mathematische Funktionen

Es steht die gesamte Palette zur Verf•ugung, z.B.
sin(a), asin(a), sqrt(a), abs(a), pow(a,b)... und es werden die Standardna-
men verwendet. Es gibt auchpi und Umrechnungen zwischen Grad- und Bogenma�.
Schauen Sie in die Datei

povray-3.7.0-linux2.6-x86_64/include/math.inc

hinein.
Wir wollen uns mit Vektoroperationen und -funktionen besch•aftigen.
Ein Punkt <a,b,c> wird auch als der entsprechende Ortsvektor interpretiert;wenn also
v,w Vektoren sind, so werden die Ausdr•ucke v+w, 3*v, 5*x richtig interpretiert. Mit
vnormalize(v) erh•alt man den normierten Vektor. Das Skalarprodukt istvdot(v,w) ,
das Vektorprodukt ist vcross(v,w) , den Winkel zwischen Vektoren erh•alt man mit
VAngle(v,w) im Bogenma�, mit VAngleD(v,w) im Gradma�, letztere ist wie folgt
de�niert:

#macro VAngleD(V1, V2)
degrees(acos(min(1,vdot(vnormalize(V1), vnormalize(V 2)))))

#end

So•ahnlich h•atten wir das auch gemacht.
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2.8 Bedingungen

Ein Ausdruck, dessen Auswertung gleich 0 ist, kann als der logischer Wert falsch ver-
standen werden, andere Werte ergebenwahr. Eine bedingte Anweisung (

"
wenns so ist,

tu das\) sieht wie folgt aus

#if (a<b)
rechtsrum()

#else
linksrum()

#end

Solche Anweisungen k•onnen auch verschachtelt werden.

2.9 Schleifen

Als Wiederholungsanweisung kennt Povray diewhile -Schleife:

#local i = 0;
#local s = 0;
#while (i < m)

#local s = s + a[i];
#local i = i+1;

#end

Es werden die Komponenten eines Felds addiert.

2.10 Felder

Matrizen werden mittels array deklariert und belegt:

#declare m = array[2][3]
{ {1,2,2},

{3,4,5}
}

Die Indizierung beginnt wie bei Java jeweils bei 0, im Beispiel ist m[1][1] = 4, rechts
unten steht m[1][2].
Das folgende stellt wiederum einen Vorgri� dar, zeigt aber,wie man mit Matrizen
hantiert. Den Makros (sp•ater) mu� nichts •uber den Typ der Parameter mitgeteilt
werden, das merkt Povray selbst.



11

/** Transponierte von a*/
#macro transp(a)
#local m = dimension_size(a,1);
#local n = dimension_size(a,2);
#local i = 0;
#local at = array[n][m];
#while (i < m)

#local j = 0;
#while (j < n)

#local at[j][i]= a[i][j];
#local j = j+1;

#end
#local i = i+1;

#end
at

#end

Das war eine
"
Funktions-Prozedur\, das Ergebnis wird am Ende

"
ausgegeben\. Im folgenden

Beispiel wird das Ergebnis als Parameter zur•uckgegeben, dieser mu� in der korrekten Gr•o�e
initialisiert sein.

/** c = a * b; c muss initialisiert sein */
#macro mult(a, b, c)
#local m = dimension_size(a,1);
#local n = dimension_size(a,2);
#local l = dimension_size(b,2);
#local i = 0;
#while (i < m)

#local j = 0;
#while (j < l)

#local s = 0;
#local k = 0;
#while (k < n)

#local s = s + a[i][k]*b[k][j];
#local k = k+1;

#end
#local c[i][j] = s;
#local j = j+1;

#end
#local i = i+1;

#end
#end

3 Makros

Ein Makro ist eine Funktion oder eine Prozedur, die, mit Parameter versehen, ein
Ergebnis liefert. Es ist n•utzlich, ein Makro zu deklarieren, wenn dieselben Aktionenmit
verschiedenen Parametern ausgef•uhrt werden sollen. Es wird nicht zwischen Wert- und
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Referenzparametern unterschieden, aber Referenzparameter m•ussen vor dem Aufruf
deklariert sein.
Hier wird der Schnittpunkt der durch die Punkte A; B und C; D verlaufenden Geraden
ermittelt; da diese aber windschief sein k•onnen, wird das Makrompi aufgerufen

//E = Schnittpunkt der Geraden (A,B) und (C,D)
#macro schnitt(A,B,C,D,E)

#local a = B-A;
#local b = D-C;
#local mm = array[3][2]
{

{a.x, -b.x},
{a.y, -b.y},
{a.z, -b.z}

}
#local r = array[3][1]
{

{C.x - A.x},
{C.y - A.y},
{C.z - A.z}

}
#local mp = array[2][3]
mpi(mm, mp) //Moore-Penrose-Inverse
#local e = array[2][1]
mult(mp,r,e)
#local E = A + e[0][0]*a;

#end

In den obigen Beispielenmult und schnitt sind c bzw. Edie Ergebnisse (hier istEein
versteckter Referenzparamter).
Um ein Makro sp•ater aufzurufen, benutzt man:

object{[Name des Makros]([Parameter])}

#declare E = <0,0,0>;
schnitt(A, B, C, D, E)

oder (wie beitransp )

a = transp(b)

Das Ergebnis hat das (lokal) im Makro de�nierte Format.

Den Aufruf eines Makros kann man sich so vorstellen, da� der Text an der entspre-
chenden Stelle eingef•ugt wird. Das birgt Gefahren, deren man sich bewu�t sein soll,
um sie zu umgehen:

#macro f(a,b)
a+b

#end
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Wenn man nun f(1,2)*f(3,4) haben m•ochte, erh•alt man als Ergebnis 11, denn die
Zeichenkette"1+2*3+4" wurde eingef•ugt. Das gew•unschte Resultat erh•alt man, wenn

#macro f(a,b)
(a+b)

#end

programmiert wird.

4 Gestaltungsm •oglichkeiten

4.1 Drehbank

Wir verbinden einige Punkte in der (x; y)-Ebene und lassen diese Punktfolge um die
y-Achse rotieren; die •Ubersetzung von

"
Drehbank\ ist lathe 2. Die Art und Weise,

wie die Punkte verbunden werden (derspline_type ), kann festgelegt werden: Die
Standardeinstellung ist linear_spline , die Punkte werden durch Geraden verbun-
den. Etwas abgerundet (aber nicht an allen Punkten) werden die Verbindungskurven
bei quadratic_spline ; richtig rund geht es beicubic_spline zu, hier werden zur Be-
stimmung der Kurve zwischen zwei Punkten die beiden Nachbarpunkte ber•ucksichtigt;
Anfangs- und Endpunkt werden nur zur Orientierung benutzt,sie geh•oren nicht zum
Objekt.

Bei LATEXgibt es Paket bezier , mit dem Kommando

\bezier{punktzahl}(x1,y1)(x2,y2)(x3,y3)

zeichnet man eine Parabel durch die Punkte P1 und P3, deren entsprechende Tangenten
sich im Punkt P2 schneiden; durch Zusammensetzen solcher Kurvenst•ucke erh•alt man
glatte •Uberg•ange.

Bei der Povray-Option bezier_spline wird aus je vier Punkten ein Kurvenst•uck be-
stimmt, das den ersten und vierten Punkt verbindet; die Tangente der Kurve im An-
fangspunkt ist die Gerade zum zweiten Punkt, die Tangente amEndpunkt ist die Grade
zum dritten Punkt. Wenn die Nachbarpunkte eines gezeichneten Punkts auf einer Linie
liegen, erh•alt man glatte •Uberg•ange.

2Wikipedia erkl •art den Begri� so: Der Begri� stammt aus dem Schi�bau: eine la nge d•unne Latte
(Straklatte, englisch spline), die an einzelnen Punkten durch Molche �xiert wird, biegt sich genau wie
ein kubischer Spline mit nat•urlicher Randbedingung. Die Straklatte ist dabei bestrebt, ihre durch die
Biegungen hervorgerufene innere Spannung zu minimieren bzw. zu verteilen.
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Wenn Anfangs- und Endpunkt gleich sind, entsteht eine geschlossene Kurve.

Hier werden die vier Spline-Typen verglichen, die Kontroll-Punkte sind gelb eingezeich-
net:

lathe{cubic_spline 6 <1,0>,<2,.5>,<1,.7>,<1.3,1.2>,<. 5,2>,<1,3>
pigment {Magenta}}

4.2 Rotations
 •achen

Beim sor -Objekt 3 wird eine Funktion x = f (y); x > 0 interpoliert, die durch Punkte
<x_i,y_i> verl•auft, dabei dienen Anfangs- und Endpunkt nur die Richtung der Tan-
genten im folgenden bzw. vorangehenden Punkt an; diey-Werte m•ussen verschieden
sein.

3surface of revolution
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Wenn die Option openverwendet wird, so werden Boden- und Deck
•ache weggelassen.
Die sturm-Option kann verwendet werden, wenn man mit der Qualit•at der Darstellung
nicht zufrieden ist. Die Interpolation ergibt ein Polynom 3. Grades.

sor{5, <1,-2>,<0.5,-1>,<3,1>,<0.3,1.5>,<2,2>
open sturm pigment{Red}}

4.3 Superquadratische Ellipsoide

Durch die von zwei Parameterne; n abh•angige Funktion

f e;n(x; y; z) = ( jxj
2
e + jyj

2
e)

e
n + jzj

2
n � 1 = 0

wird eine Fl•ache bestimmt, die superquadratisches Ellipsoid genannt wird, die Pa-
rameter hei�en Ost-West- bzw. Nord-S•ud-Exponent und k•onnen Werte zwischen Null
und Eins annehmen, das Objekt be�ndet sich innerhalb des W•urfels mit den Ecken
<-1,-1,-1> und <1,1,1> . Es entstehen w•urfel•ahnliche Figuren mit (in dieser oder
jener Richtung mehr oder weniger ausgepr•agt) abgerundeten Kanten; f•ur e = n = 1
entsteht eine Kugel.

#declare i = 0.1;
#while (i <= 1)

#declare j = 0.1;
#while (j <= 1)

superellipsoid{<i, j> pigment{Red}
translate x*(-7 + 30*i)
translate y*(-12 + 30*j)

}
#declare j = j + 0.1;
#end

#declare i = i + 0.1;
#end
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5 Videos

Ein Video ist eine Folge von Bildern, die, schnell nacheinander gezeigt, Bewegungen
simulieren k•onnen. Wenn man sich eine Szene von allen Seiten anschauen will, so l•a�t
man einfach die Kamera rund um den Schauplatz kreisen.
Der Schl•ussel dazu ist die System-Variableclock , von der man eine Variable der Szene
abh•angig macht, etwa so:

#declare winkel = clock*360;
camera {

location <20*cos(winkel*pi/180), 8, 20*sin(winkel*pi/1 80)>
angle 12
look_at<0,0,0>}

Um die Bilder zu erzeugen, braucht man eine Initialisierungs-Datei, die wie { von An-
dreas Filler { vorgeschlagen, wie folgt aussehen k•onnte (hier ist nur bei Input_File_Name
der aktuelle Dateiname einzusetzen):

; Initialisierungsdatei fuer die Erstellung eines Videos m ithilfe von
POV-Ray
; A. Filler, 2002-2004 -------------------------------- --------------
Antialias=On ; Festlegungen zur Qualitaet
Antialias_Threshold=0.2 ; der berechneten Bilder
Antialias_Depth=3 ; (Antialiasing)

Input_File_Name=beispiel.pov ; Name der POV-Ray-Datei, w elche die
Szene enthaelt

Initial_Frame=1 ; Nummer des ersten Bildes (Frame)
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Final_Frame=99; ; Nummer des letzten Bildes (Frame)
Initial_Clock=0 ; Wert fuer den "clock"-Parameter, der
dem 1. Bild entspricht
Final_Clock=1 ; Wert fuer den "clock"-Parameter, der
dem letzten Bild entspricht

Pause_when_Done=off ; Die Einzelbilder werden ohne Pausen
hintereinander erzeugt
Cyclic_Animation=off ; Die Animation wird nur 1 mal gerende rt

Es enstehen so viele Dateien, wie man will, die durchnummeriert sind; die Anzahl legt
man ja selbst fest, aber den Nummerierungsmodus legt Povrayselbst fest (es f•angt bei
01 oder 001 oder 0001 an). Um bewegte Bilder zu sehen, gibt es unter Windows ein
paar Werkzeuge, aber da kenne ich mich so gut aus: bei mir l•auft nur Linux. Ich habe
aber in einem der Java-B•ucher von Guido Kr•uger ein Programm gefunden, das Bilder
laufen lehrt, ich habe es an unsere Bed•urfnisse angepa�t, hier ist es:

hgrass@hubert:~/povray> more video.java
/** Zeigt durch povray erzeugte Bilder als Video
Hubert Grassmann
hubert@grassmann.info
*/

import java.awt.*;
import java.awt.event.*;

public class video
extends Frame
implements Runnable
{

Thread th;
Image[] arImg;
int actimage;
static String bild; // 1. Eingabeparameter: Dateiname (ohn e .pov)
static int anzahl; // 2. Eingabeparameter: Zahl der Bilder
static int size=100; // 3. Eingabeparameter: Pixelanzahl

public static void main(String[] args)
{

if (args.length < 1)
{

System.out.println
("Benutzung: java5 video Bild_Titel Zahl_der_Bilder Pixe lanzahl)");

return;
}
bild = args[0];
if (args.length > 1)

anzahl = Integer.parseInt(args[1]);
video wnd = new video();
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int size = Integer.parseInt(args[2]);
wnd.setSize(size,size);
wnd.setVisible(true);
wnd.startAnimation();

}

public video() { super(bild); }

public void startAnimation()
{

th = new Thread(this);
actimage = -1;
th.start();

}

public void run()
{

//Bilder laden
arImg = new Image[anzahl];
MediaTracker mt = new MediaTracker(this);
Toolkit tk = getToolkit();
for (int i = 1; i <= anzahl; ++i)
{

if (i < 10)
arImg[i-1] = tk.getImage(bild+"0"+i+".png");

else
if (i < 100)

arImg[i-1] = tk.getImage(bild+i+".png");
else

arImg[i-1] = tk.getImage(bild+i+".png");
mt.addImage(arImg[i-1], 0);
actimage = -i;
repaint();
try {

mt.waitForAll();
} catch (InterruptedException e) {

//nothing
}

}
//Animation beginnen
actimage = 0;
while (true) {

repaint();
actimage = (actimage + 1) % anzahl;
try {

Thread.sleep(50);
} catch (InterruptedException e) {

//nichts
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}
}

}

public void paint(Graphics g)
{

if (actimage < 0) {
g.drawString("Lade Bitmap "+(-actimage),10,50);

} else {
g.drawImage(arImg[actimage],10,30,this);

}
}

}

Das Problem, was mich aber noch nicht echt gest•ort hat, ist: das Programm l•a�t sich
nur mit Gewalt ( <ctrl> c ) anhalten.

Aufgabe: Was wird wohl beim folgenden Video (das Sie erst herstellen m•ussen) pas-
sieren?

#include "colors.inc"
#declare intervall = 2;
#declare winkel = 12;
#declare hoehe = 5;
#include "anageoL2.inc"
#include "transforms.inc"
#version 3.5;
#declare LookAt = <0,0,0>;
#declare Cam = <1,1,-0.4>;
global_settings { max_trace_level 20 }

#declare winkel = clock*36;
camera {

location <Cam.x*cos(winkel*pi/18),3,Cam.z*sin(winkel *pi/18)> *10
angle 12
look_at<0,0,0>}

background { color rgb <1, 1, 1> }
light_source { Cam * 50 color rgb <1, 1, 1> }

#macro guck(cam, st)
#declare CamN = vnormalize(cam);
#declare z3 = CamN; // Bild von <0,0,-1>
#declare z1 = vnormalize(vcross(z3,y));
#declare z2 = vnormalize(vcross(z1,z3));
object
{
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text{ttf "timrom.ttf" st 0.1,0 pigment{Yellow}}
matrix
<
z1.x,z1.y,z1.z,
z2.x,z2.y,z2.z,
z3.x,z3.y,z3.z,
0,0,0>

}
#end

koordinatensystem(2)
guck(Cam, "F")

6 Makros f •ur die Darstellung grundlegender Ob-
jekte

Es folgt die von Andreas Filler erstellte DateianageoL2.inc (ein etwas sperriger Na-
me).
Die Variable

"
intervall \ (s.u.) wurde eingebaut, um die Kameraeinstellung zu ver-

einfachen und Durchmesser von Zylindern, welche Strecken und Vektoren darstellen f•ur
den betrachteten Ausschnitt sinnvoll zu skalieren. Auch die Achsen des Koordinaten-
systems h•angen von

"
intervall \ ab. Der Sinn ist also, eine sinnvolle Darstellung zu

bekommen, unabh•angig davon, wie gro� die sinnervollerweise zu betrachtenden Koor-
dinatenintervalle sind. Deshalb h•angen in deranageoL2viele Makros von

"
intervall \

ab. Als grobe Faustregel gilt: Alle Objekte, derenx-, y- und z-Koordinaten zwischen
-intervall und intervall liegen, sind in dem Bild zu erkennen. Nat•urlich gibt es da
Ausnahmen, denn nat•urlich ist nicht genau ein W•urfel sichtbar, und die Sichtbarkeit be-
stimmt sich auch durch die Perspektive. Die Kamerapositionhabe wird anageoL2.inc
wie folgt vorgenommen:

declare Cam = <60*intervall*cos(winkel*pi/180), 5*hoehe *intervall,
60*intervall*sin(winkel*pi/180)>;

Dazu werden ja im Kopf von Dateien, dieanageoL2.inc aufrufen, immer winkel ,
hoeheund intervall de�niert. Wie gesagt: Als Faustregel sind Objekte, derenx-, y-
und z-Koordinaten zwischen-intervall und intervall liegen, sichtbar, manchmal
muss man aber

"
nachjustieren\ (durch Ver•anderung des Wertes f•ur intervall ).

Bevor diese Datei eingebunden wird, m•ussen also folgende Variable belegt sein:

#declare intervall = 5;// von der Kamera erfasster Bildauss chnitt
#declare winkel = -60; // Winkel der Kamera zur x-Achse (in Gr ad)
#declare hoehe = 4 ; // Hoehe (relativ) der Kamera ueber der x- z-Ebene
#declare KameraManuell = 0; // oder 1
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// Makropaket f•ur die Darstellung von Vektorpfeilen, Eben en,
Koordinatenachsen,...
// Linksh•andiges Koordinatensystem

// A. Filler, 2001 - 2004
// H. Grassmann, 2008
// KORREKTUREN: Nov. 2008, Jan. 2009
// Version: 15. Jan. 2009
// ------------------------------------------------- --------------
#version 3.5; // ben•otigte POV-Ray-Version
#include "transforms.inc"
background { color rgb <1, 1, 1> }

Nun folgende die Makros, die dort bereitgestellt werden:

� Kamera-Einstellung

// ------------------------------------------------- -------------
// Definition der Kamera und der Lichtquellen
#if (KameraManuell = 1)
#declare Cam = KamPos;

#else
#declare Cam = <60*intervall*cos(winkel*pi/180), 5*hoeh e*intervall,

60*intervall*sin(winkel*pi/180)>;
#end
#declare CamN = vnormalize(<Cam.x,Cam.y,Cam.z>);
#declare z3 = CamN; // Bild von <0,0,-1>
#if (z3.x*z3.x+z3.z*z3.z=0)
#declare z1 = <1,0,0>;

#else
#declare z1 = vnormalize(vcross(z3,y));

#end
#declare z2 = vnormalize(vcross(z1,z3));

Die Vektorenz1; z2; z3 dienen sp•ater dazu, Objekte auf die Kamera auszurichten;
sie werden als die Zeilen einer Transformationsmatrix interpretiert.

camera { orthographic
location Cam
right x*4/3*2.7*intervall up y*2.7*intervall
look_at <0, 0, 0>

}
light_source { <2.5*intervall, 2*intervall, -5*interval l>
color rgb <1, 1, 1> }
light_source { <0,10*intervall,2*intervall> color rgb <1 , 1, 1> }
light_source { CamN*50 color rgb <1, 1, 1> }

� Makro f•ur die Darstellung von Ortsvektoren



22 6 MAKROS F •UR DIE DARSTELLUNG GRUNDLEGENDER OBJEKTE

#macro ortsvektor (V , textur)
#declare vektorbetrag=sqrt(V.x*V.x+V.y*V.y+V.z*V.z);
// Betrag des Vektors berechnen
#if ( V.x*V.x+V.y*V.y = 0 )

#local VORZEICHEN = (V.z)/abs((V.z));
#declare PFEIL=union
{
cylinder{<0,0,0> <0, 0, VORZEICHEN*(vektorbetrag-0.15* intervall)>
intervall/60}

cone{<0,0,VORZEICHEN*(vektorbetrag-0.15*intervall)> intervall/30
<0,0,VORZEICHEN*vektorbetrag> 0 } texture {textur} no_sh adow

};
object {PFEIL}

#else
#declare PFEIL=union{ cylinder{<0,0,0>

<vektorbetrag-0.15*intervall, 0, 0> intervall/60}
cone{ <vektorbetrag-0.15*intervall,0,0> intervall/30

<vektorbetrag,0,0> 0 }
texture {textur} no_shadow

};
#declare NX=vnormalize(V);
#declare NY=vnormalize(vcross(NX,z));
#declare NZ=vnormalize(vcross(NX,NY));
object {PFEIL
matrix < NX.x , NX.y , NX.z ,

NY.x , NY.y , NY.z ,
NZ.x , NZ.y , NZ.z ,
0 , 0 , 0 >

}
#end
#end

� ein Punkt

// Punkt (als kleines Kuegelchen)
#macro punkt (P, textur)
sphere{<P.x,P.y,P.z>, intervall/40 texture{textur}}
#end

� Verbindungsvektoren zwischen zwei Punkten

// Makro fuer die Darstellung von Verbindungsvektoren zwis chen
zwei Punkten
#macro verbindungsvektor (P, Q , textur)
object {ortsvektor (Q-P, textur) translate P}
#end

� Pfeile mit beliebigen Anfangspunkten
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// Makro fuer die Darstellung von Pfeilen mit beliebigen
Anfangspunkten
#macro vektoranpunkt (Punkt, Vektor , textur)
verbindungsvektor (Punkt, Punkt + Vektor , textur)
#end

� Strecken

// Makro fuer die Darstellung von Strecken
#macro strecke (P, Q , textur)
#declare V=Q-P;
#declare vektorbetrag=sqrt(V.x*V.x+V.y*V.y+V.z*V.z);

// Laenge der Strecke berechnen
#if ( V.x*V.x+V.y*V.y+V.z*V.z = 0 )

#else
#if ( V.x*V.x+V.y*V.y = 0 )

#declare Streckenzylinder=cylinder{<0,0,0> V intervall /115
texture {textur} no_shadow

};
object {Streckenzylinder translate <P.x,P.y,P.z>}

#else
#declare Streckenzylinder=cylinder{<0,0,0> <vektorbet rag, 0, 0>
intervall/115 texture {textur} no_shadow
};
#declare NX=vnormalize(V) ;
#declare NY=vnormalize(vcross(NX,z)) ;
#declare NZ=vnormalize(vcross(NX,NY)) ;
object {Streckenzylinder
matrix < NX.x , NX.y , NX.z ,

NY.x , NY.y , NY.z ,
NZ.x , NZ.y , NZ.z ,
P.x , P.y , P.z >

}
#end
#end
#end

� Geraden

// Makro fuer die Darstellung von Geraden (als sehr lange Str ecken,
//die ueber das Blickfeld hinausreichen
#macro gerade (P, Q , textur)
#declare V=Q-P;
#declare vektorbetrag=sqrt(V.x*V.x+V.y*V.y+V.z*V.z);
// Laenge der Strecke berechnen
#if ( V.x*V.x+V.y*V.y = 0 )

#declare Streckenzylinder=cylinder{<0,0, - 100 * interva ll>
<0, 0, 100 * intervall> intervall/150 texture {textur} no_s hadow
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};
object {Streckenzylinder translate <P.x,P.y,P.z>}

#else
#declare Streckenzylinder=cylinder{< - 100 * intervall,0 ,0>
<100 * intervall,0, 0> intervall/150

texture {textur} no_shadow
};
#declare NX=vnormalize(V) ;
#declare NY=vnormalize(vcross(NX,z)) ;
#declare NZ=vnormalize(vcross(NX,NY)) ;
object {Streckenzylinder
matrix < NX.x , NX.y , NX.z ,

NY.x , NY.y , NY.z ,
NZ.x , NZ.y , NZ.z ,
P.x , P.y , P.z >

}
#end
#end

� Abzissen

// "pluspunkt": Punkt mit Verbindungsstrecken zu den Achse n
#macro pluspunkt (PK, textur)
sphere{<PK.x,PK.y,PK.z>, intervall/40
texture{textur}}

strecke( <PK.x,PK.y,PK.z>,<PK.x,0,PK.z>,
texture { pigment { rgbf<0.6,0.6,0.6,0.9> }
finish { ambient 0.7 diffuse 0.5 roughness 0.1 }} )

strecke(<PK.x,0,0>, <PK.x,0,PK.z>,
texture { pigment { rgbf<0.6,0.6,0.6,0.9> }
finish { ambient 0.7 diffuse 0.5 roughness 0.1 }} )

strecke(<0,0,PK.z>, <PK.x,0,PK.z>,
texture { pigment { rgbf<0.6,0.6,0.6,0.9> }
finish { ambient 0.7 diffuse 0.5 roughness 0.1 }} )

#end

� Koordinatensystem

Hier kommt die ganz oben (Kameraeinstellung) eingef•uhrte Transformations-
martrix zur Verwendung, um die Bezeichnungen der Koordinatenachsen auch
bei

"
schr•ager\ Kameraansicht ordentlich sehen zu k•onnen.

// Makro fuer die Darstellung eines Koordinatensystems mit
Achsenbezeichnungen und Skaleneinteilung
#macro koordinatensystem ( achsenlaenge )
#declare kstextur = texture { pigment { rgb<0.1,0.1,0.3> }

finish { ambient 0.0 diffuse 0.1 reflection 0.1 brilliance 1
specular 0.3 roughness 0.2 }
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} ;
#declare KSFont="cyrvetic.ttf" ;
#declare KSSchriftgroesse=achsenlaenge/5 ;
#declare skalenkugelradius=achsenlaenge/70;
union{
// x-Achse:
cylinder{-x*1.1*achsenlaenge , x*1.05*achsenlaenge, ac hsenlaenge/120}
cone{ x*1.2*achsenlaenge, 0 , x*1.05*achsenlaenge, achse nlaenge/48}
#declare Count=-achsenlaenge;
#while (Count < achsenlaenge+1)

sphere {<Count,0,0>, skalenkugelradius}
#declare Count=Count+1;
#end

// y-Achse:
cylinder{-y*1.1*achsenlaenge , y*1.05*achsenlaenge, ac hsenlaenge/120}
cone{ y*1.2*achsenlaenge, 0 , y*1.05*achsenlaenge, achse nlaenge/48}
#declare Count=-achsenlaenge;
#while (Count < achsenlaenge+1)

sphere {<0,Count,0>, skalenkugelradius}
#declare Count=Count+1;
#end

// z-Achse:
cylinder{-z*1.1*achsenlaenge , z*1.05*achsenlaenge, ac hsenlaenge/120}
cone{ z*1.2*achsenlaenge, 0 , z*1.05*achsenlaenge, achse nlaenge/48}
#declare Count=-achsenlaenge;
#while (Count < achsenlaenge+1)

sphere {<0,0,Count>, skalenkugelradius}
#declare Count=Count+1;
#end

// Achsenbezeichnungen:
text{ttf KSFont "x",0.1,0 scale KSSchriftgroesse
matrix < z1.x,z1.y,z1.z,

z2.x,z2.y,z2.z,
z3.x,z3.y,z3.z,
0,0,0 >

translate <1.08*achsenlaenge,-achsenlaenge/7,0>
}
text{ttf KSFont "y",0.1,0 scale KSSchriftgroesse
matrix < z1.x,z1.y,z1.z,

z2.x,z2.y,z2.z,
z3.x,z3.y,z3.z,
0,0,0 >

translate <-achsenlaenge/8,1.09*achsenlaenge,0>
}
text{ttf KSFont "z",0.1,0 scale KSSchriftgroesse
matrix < z1.x,z1.y,z1.z,

z2.x,z2.y,z2.z,
z3.x,z3.y,z3.z,
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0,0,0 >

translate <achsenlaenge/20,0,1.1*achsenlaenge>
}

texture {kstextur}
no_shadow
}
#end

� durch eine Gleichung gegebene Ebene

// Makro fuer die Erzeugung von "Ebenen" als duenne Quader au s
einer Gleichung in drei Variablen
#macro ebene (A,B,C,D,textur)
#if ( B = 0 )
#if ( C = 0 )
box {<-intervall/1000 , - intervall , -intervall>

<intervall/1000 , intervall, intervall>
texture {textur} no_shadow
translate <-D/A,0,0>

}
#else
box {<-intervall , - intervall , -intervall/1000>

<intervall , intervall , intervall/1000>
texture {textur} no_shadow
rotate <0, degrees(atan2(A,C)) ,0>
translate <0,0,-D/C>

}
#end

#else
#if ( A*A + C*C = 0 )
box {<-intervall , - intervall/1000 , -intervall>

<intervall , intervall/1000, intervall>
translate <0,-D/B,0>
texture {textur} no_shadow
}

#else
#declare VX1 = <0,1,0>;
#declare VX2=vnormalize(<A,B,C>);
#declare VY=vnormalize(vcross(VX2,VX1));
#declare VZ1=vcross(VY,VX1);
#declare VZ2=vcross(VY,VX2);
box {<-intervall , - intervall/1000 , -intervall>

<intervall , intervall/1000, intervall>
matrix < VX1.x, VY.x, VZ1.x,

VX1.y, VY.y, VZ1.y,
VX1.z, VY.z, VZ1.z,

0 0 0 >
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matrix < VX2.x, VX2.y, VX2.z,
VY.x, VY.y, VY.z,

VZ2.x, VZ2.y, VZ2.z,
0, 0, 0 >

translate <0,-D/B,0>
texture {textur} no_shadow
}

#end
#end
#end

� Ebene, mittels Punkt und aufspannende Vektoren gegeben

// Makro fuer die Erzeugung von "Ebenen" als duenne Quader
aus einer Parameterdarstellung
#macro ebenepar (P,a,b,textur)
#declare normvekt = vcross(a,b);
#declare A = normvekt.x;
#declare B = normvekt.y;
#declare C = normvekt.z;
#if ( B = 0 )
#if ( C = 0 )
box {<-intervall/1000 , - intervall , -intervall>

<intervall/1000 , intervall, intervall>
texture {textur} no_shadow
translate P

}
#else
box {<-intervall , - intervall , -intervall/1000>

<intervall , intervall , intervall/1000>
texture {textur} no_shadow
rotate <0, degrees(atan2(A,C)) ,0>
translate P

}
#end

#else
#if ( A*A + C*C = 0 )
box {<-intervall , - intervall/1000 , -intervall>

<intervall , intervall/1000, intervall>
translate P
texture {textur} no_shadow
}

#else
#declare VX1 = <0,1,0>;
#declare VX2=vnormalize(<A,B,C>);
#declare VY=vnormalize(vcross(VX2,VX1));
#declare VZ1=vcross(VY,VX1);
#declare VZ2=vcross(VY,VX2);
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box {<-intervall , - intervall/1000 , -intervall>
<intervall , intervall/1000, intervall>

matrix < VX1.x, VY.x, VZ1.x,
VX1.y, VY.y, VZ1.y,
VX1.z, VY.z, VZ1.z,

0 0 0 >
matrix < VX2.x, VX2.y, VX2.z,

VY.x, VY.y, VY.z,
VZ2.x, VZ2.y, VZ2.z,

0, 0, 0 >
translate P
texture {textur} no_shadow
}

#end
#end
#end

Die (hier gek•urzte Datei) enh•alt noch De�nitionen von Farben und Texturen, die im
Mathematik-Kontext nicht so wichtig sind; vgl. hierzu die Quellen.

7 Fl •achen

7.1 Algebraische Fl •achen

Eine algebraische Fl•ache ist die Menge aller Nullstellen eines Polynomsf (x; y; z) in
x; y; z. Wenn f den Grad 1 hat, so handelt es sich um eine Ebene (plane). Fl •achen vom
Grad 2 hei�en quadratische Fl•achen; in der linearen Algebra wird deren Klassi�kation
behandelt. Man erstellt eine solche Fl•ache mit dem Makroquadric :

quadric {<A,B,C>,<D,E,F>,<G,H,I>,J [OBJECT_MODIFIERS...] }

Die zehn Parameter entsprechen den Koe�zienten des Polynoms

Ax 2 + By2 + Cz2 + Dxy + Exz + F yz + Gx + Hy + Iz + J:

Im 2. Semester lernt man, da� ein solches Polynom durch die
"
Hauptachsentransfor-

mation\ in eine der folgenden Formen transformiert werden kann:

x2 = 1 x2 � y2 = 1 x2 + y2 = 1
x2 � y2 � z2 = 1 x2 + y2 � z2 = 1 x2 + y2 + z2 = 1

x2 + 2y = 0 x2 � y2 + 2z = 0 x2 + y2 + 2z = 0

Das hei�t, die Koe�zienten D,E,F,G,H sind eigentlich •uber
 •ussig; durch einematrix -
Transformation kann man die Hauptachsentransformation jar•uckg•angig machen.
Hier sind die Bilder:
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Ein Polynom dritten Grades kann durch

cubic { <A1, A2, A3,... A20> [POLY_MODIFIERS...] }

angegeben werden:

cubic{<1,1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1>
clipped_by { box { <-10,-10,-10><10,10,10> } }
bounded_by { clipped_by }
pigment { rgb <1,.7,.3> } finish { specular .5 }

}



30 7 FL •ACHEN

Die folgenden Fl•achen sind durch

x3 + x2y � xz = 1
x3 + x2y + xyz = 1

x3 + x2y + xyz + xz2 = � 1
x3 + x2y + xyz + xz2 � z3 = � 1

gegeben:

Ein Polynom vierten Grades erhalten wir mittels

quartic { <A1, A2, A3,... A35> [POLY_MODIFIERS...] }

In der Datei shapesq.inc sind einige Fl•achen vierten Grades vorbereitet, die man aber
in ein Objekt einf•ugen mu� (sonst sieht man schwarz). In der Quelltextzeile 148 wird
ein Fehler angezeigt, man sollte dies weitr•aumig auskommentieren, das darf allerdings
nur root machen. Ein Beispiel:
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/* Lemniscate of Gerono
This figure looks like two teardrops with their pointed ends connected.
It is formed by rotating the Lemniscate of Gerono about the x- axis.
The formula is:

x^4 - x^2 + y^2 + z^2 = 0. */
#declare Lemniscate =
quartic
{< 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, -1,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 1, 0, 0>

}

Die Kommandos

object{Lemniscate scale 5 pigment{Red}}
/* Quartic Cylinder - a Space Needle? */
object{Quartic_Cylinder pigment{Red}}
object{Steiner_Surface scale 3 pigment{Red}}

ergeben diese Bilder:

Diese Polynomdarstellungen sind Spezialf•alle des allgemeinerenpoly -Objekts:

POLY:
poly { Grad, <A1, A2, A3,... An> [POLY_MODIFIERS...] }

POLY_MODIFIERS:
sturm | OBJECT_MODIFIER

Als Grad sind die Werte 2 bis 15 zugelassen.
Die Darstellung der Fl•achen gelingt nicht immer perfekt, insbesondere, wenn die Fl•ache
nicht glatt ist. Hier kann man (auf Kosten der Rechenzeit) versuchen, mit der Option
sturm eine Verbesserung zu erreichen.

Die im Feld <A1,...> angegebenen Werte werden als Koe�zienten der Monomex i yj zk

interpretiert, wobei die Monome in lexikogra�scher Weise geordnet sind (das Leerzei-
chen ist der letzte Buchstabe); f•ur Polynome vom Grad 2 ist das die folgende Reihen-
folge:

x2; xy; xz; x; y2; yz; y; z2; z;1:

Die Anzahl der anzugebenden Koe�zienten sieht man hier:
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Grad 2 3 4 5 6 7 d 15
Monomzahl 10 20 35 56 84 120

� 3+ d
3

�
816

Die Angabe der Koe�zienten an den
"
richtigen\ Stellen des Vektors ist etwas unhand-

lich. Wir k •onnen aus der Folge

3
xxz
4
yzz
52.3
zzz
600

leicht das Polynom 3x2z+4yz2+52:3z3+600 rekonstruieren (beachte: die letzte Zeile ist
hier leer). Wir kodieren ein Monomxpyqzr 1s durch seinen Exponentenvektor (p; q; r; s),
die Summe der Komponenten ist f•ur alle Monome eines Polynoms vom Gradd gleich
d. Wenn wir den maximalen Grad auf 9 beschr•anken, k•onnen wir diesen Vektor als
vierstellige Dezimalzahl zwischend und 1000d au�assen, die Anzahl dieser Zahlen mit
der Quersummed ist wiederum gleich

� 3+ d
3

�
, die Menge dieser Zahlen zu erzeugen und

zu ordnen ist nicht schwer. Das Ergebnis sei eine ListeL. (Die Ordnung der Zahlen
entspricht gerade der lexikogra�schen Monomordnung.)
Wir lesen die obige Folge aus einer vorbereiteten Datei, suchen zu jedem Monom seinen
Index i in der Liste L und schreiben den Koe�zienten in eine weitere Liste an der Stelle
i . Daraus erzeugen wir uns den ben•otigten Vektor, in unserem Fall ist es

<.0,.0,3.0,.0,.0,.0,.0,.0,.0,.0,.0,.0,.0,4.0,.0,.0, 52.3,.0,.0,600.0>

Das folgende Java-Programm leistet dies:

import HUMath.Algebra.*;
/**
@author Hubert Grassmann, hgrass@mathematik.hu-berlin. de
@version 24.02.2009
gelesene Polynome in POV-ray "poly" umwandeln
*/
public class PVpoly
{

/** liest Polynom aus Datei name; z.B.
20 Monom-Anzahl
3 Grad
1.2 Koeff
xxy Monom
-4.0 Koeff
xyz Monom
... */
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static int[] monome;
static double[] PVfeld;

public static int quersumme(int m)
{

int s = m % 10;
for (int i = 1; i <= 4; i++)
{

m = m / 10;
s = s + m % 10;

}
return s;

}

/** bubble sort */
public static void sort(int[] tt)
{

int i, j, l = tt.length-1;
int tausch;
for (i = 0; i <= l-1; i++)

for (j = i+1; j <= l; j++)
if (tt[i] <= tt[j])
{

tausch = tt[i];
tt[i] = tt[j];
tt[j] = tausch;

}

}
/** fuellt monome vom Grad d */
public static void init(int d)
{

monome = new int[(d+3)*(d+2)*(d+1)/6];
PVfeld = new double [(d+3)*(d+2)*(d+1)/6];
int j = 0;
for (int i = d; i <= d*1000; i++)

if (d == quersumme(i))
{

monome[j] = i;
j++;

}
sort(monome);

}

/** sucht Monom m in monome */
public static int find(int m)
{
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int i = 0;
while (i < monome.length)

if (m == monome[i])
return i;

else
i++;

return -1;
}

public static double[] fromFile(String name)
{

int i,j,d,anz;
double a;
anz = Integer.parseInt(B.liesDatei(name, 0, 1)[0]);
d = Integer.parseInt(B.liesDatei(name, 1, 2)[0]);
init(d);
String[] s = B.liesDatei(name, 2, anz*2+2);
double aus[] = new double[(d+3)*(d+2)*(d+1)/6];
//Koeff an die Stelle vom Monom-Index
for (i=0; i<anz*2; i=i+2 )
{

a = Double.parseDouble(s[i]);
j = find(monomCode(s[i+1],d));
aus[j] = a;

}
return aus;

}

/** Monom xxyyzz vom Grad d wird in eine Zahl umgewandelt:
x = 1000, xx = 2000, y = 100 ... Leer: Grad
Grad < 10 */
public static int monomCode(String s, int d)
{

int c = 0;
for (int i = 0; i < s.length(); i++)
{

if (s.charAt(i) == 'x')
c = c + 1000;

else if (s.charAt(i) == 'y')
c = c + 100;

else if (s.charAt(i) == 'z')
c = c + 10;

}
int q = quersumme(c);
c = c+d-q;
return c;

}



7.1 Algebraische Fl•achen 35

public static void main(String[] args)
{
double a[] = fromFile("DingDongSurface");
String s = "<" + a[0];
for (int i=1; i < a.length; i++)
{

B.wr(a[i] + " ");
s = s +","+ a[i];

}
s = s + ">";
B.wl(s);
B.schreibStringInDatei("POL3", s);
}
}

Die sogenannte Ding-Dong-Fl•ache ist durch x2 + y2 = (1 � z)z2 gegeben, das obige
Programm ergibt

< 0:0; 0:0; 0:0; 1:0; 0:0; 0:0; 0:0; 0:0; 0:0; 0:0; 0:0; 0:0; 1:0; 0:0; 0:0; 0:0; 1:0; � 1:0; 0:0; 0:0 >

und die sieht dann so aus:

Der Torus mit den Radienr0; r1 wird durch die Gleichung

x4+ y4+ z4+2x2y2+2x2z2+2y2z2� 2(r0+ r1)x2+2( r0� r1)y2� 2(r0+ r1)z2+( r0� r1)2 = 0

gegeben, zum Beispiel:

// Torus mit Radien sqrt(40), sqrt(12)
poly { 4,

< 1, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 2, 0,
-104, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 1, 0, 0, 2, 0, 56, 0,
0, 0, 0, 1, 0, -104, 0, 784 >

sturm
}

Das folgende Makro aus der Dateishapes.inc erzeugt einen Kegelstumpf mit ellipti-
schen Grund- und Ober
•achen:
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// Supercone author: Juha Nieminen
// A cone object where each end is an ellipse, you specify two r adii
// for each end.
// SuperCone function: (x^2/a^2+y^2/b^2-1)*(1-z) + (x^2/ c^2+y^2/d^2-1)*z = 0
//
#macro Supercone(PtA, A, B, PtB, C, D)

intersection {
quartic {

<0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, B*B-2*B*D+D*D, 2*(B*D-B*B), B*B,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
0, 0, 0, A*A-2*A*C+C*C, 2*(A*C-A*A), A*A, 0, 0, 0, 0,
-(A*A-2*A*C+C*C)*(B*B-2*B*D+D*D),
-(2*((B*D-B*B)*(A*A-2*A*C+C*C)+(A*C-A*A)*(B*B-2*B*D +D*D))),
-(B*B*(A*A-2*A*C+C*C)+4*(A*C-A*A)*(B*D-B*B)+A*A*(B* B-2*B*D+D*D)),
-(2*(B*B*(A*C-A*A)+A*A*(B*D-B*B))), -A*A*B*B>
sturm

}
cylinder {0, z, max(max(abs(A), abs(B)), max(abs(C), abs( D)))}
bounded_by {cone {0, max(abs(A), abs(B)), z, max(abs(C), a bs(D))}}
#local Dirv = PtB - PtA;
scale <1,1,vlength(Dirv)>
#local Dirv = vnormalize(Dirv);
#if(vlength(Dirv-<0,0,-1>)=0) scale <1,1,-1>

// #else Reorient_Trans(z, Dirv)
#end
translate PtA

}
#end

Der dort angegebene Beispiel-Aufruf wurde korrigiert:

camera { location <6,5,-10> look_at 0 angle 35 }
light_source { <100,100,-20>,1 }
light_source { <-100,100,-20>,1 }
object { Supercone(<0,-1.5,0>,1,2, <0,1.5,0>,1,.5)

pigment { rgb x } finish { specular .5 } }
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In der Povray-Dokumentation �nden wir dieses Polynom:

x2z + y4z � 2xy2;

wir betrachten die Nullstellenmenge:

camera { location <8,20,-10>*.7 look_at x*.01 angle 35 }
light_source { <100,200,20> 1 }
background { rgb <0,.25,.5> }

poly
{ 5,

<0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,0,0,1,0,
0,0,0,0,0,
-2,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,1,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0>

clipped_by { box { <-4,-4,-1><4,4,1> } }
bounded_by { clipped_by }
pigment { rgb <1,.7,.3> } finish { specular .5 }
rotate <0,90,-90>

}

7.2 Isosurfaces

Dies sind Fl•achen, die durch eine Gleichungf (x; y; z) = 0 gegeben sind; die Funktion
f kann man selbst de�nieren (Schl•usselwort function ), z.B.
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isosurface
{

function{ sqrt(pow(x,2)+pow(y,2)) + z - 2}
contained_by{ box{ -2, 2}}

}

Funktionen kann man auch global deklarieren:

#declare factorial = function(n)
{

#local i = 2;
#local w = 1;
#while (i <= n)

#local w = w * i;
#end
w

}

Der Aufruf erfolgt so:

#declare a = factorial(5);

Man kann Vereinigungen, Durchschnitt, Di�erenzen und gegl•attete •Uberg•ange herstel-
len:

#declare f1 = function{sqrt(pow(y,2) + pow(z,2))-0.8};
#declare f2 = function{abs(x)+abs(y)-1};

isosurface
{

function{ min(f1(x,y,z), f2(x,y,z))}
contained_by{box{-2,2}}
pigment{Red}
translate <-2,2,0>

}

isosurface
{

function{ max(f1(x,y,z), f2(x,y,z))}
contained_by{box{-2,2}}
max_gradient 4
pigment{Green}
translate <2,2,0>

}

isosurface
{

function{ max(f1(x,y,z), -f2(x,y,z))}
contained_by{box{-2,2}}
pigment{Yellow}
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translate <-2,-2,0>
}
#declare schwelle = 0.01;
isosurface
{

function{
(1+schwelle)-pow(schwelle,f1(x,y,z))-pow(schwelle, f 2(x,y,z))}
max_gradient 4
contained_by{box{-2,2}}
pigment{Blue}
translate <2,-2,0>

}

7.3 Parameterdarstellung

Manche Fl•achen k•onnen durch eine Parameterdarstellung beschrieben werden:

x = f (u; v); y = g(u; v); z = h(u; v):

F•ur die Parameter sind die reservierten Bezeichneru,v zu verwenden. Dies geht z.B.
so (A. Filler, M•obiusband):

parametric {
function { cos(u) + v * cos(u/2) * cos(u) }, // Funktion x(u,v)
function { v * sin(u/2) }, // Funktion y(u,v)
function { sin(u) + v * cos(u/2) * sin(u) } // Funktion z(u,v)
<0,-0.25>, <2*pi, 0.25> // Intervalle fuer u und v
contained_by { box { <-1,-1,-1>*4, <1,1,1>*4 } } // Begrenzu ngsquader
max_gradient 3 // Maximaler Anstieg: groessere Werte fuehr en zu

// laengeren Renderzeiten
accuracy 0.003 // Genauigkeit/Feinheit der Berechnung: kl einere

// Werte fuehren zu hoeherer Qualitaetaet der
// Darstellung und laengeren Renderzeiten.
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precompute 18 x,y,z // Vorausberechnung der Geometriedate n
texture{ pigment { rgb<0.7,0,0.8>}

finish{ ambient 0.5 diffuse 0.5 phong 0.4 reflection 0.05} }
}

Und hier ist die Kleinsche Flasche; auf meinem Rechner brauchte es 6 Minuten zur
Erzeugung, auf dem Vorg•angermodell h•atte es zehnmal l•anger gedauert.

parametric {
function { 3*cos(u)*(1+sin(u)) - (2-cos(u))*cos(v) }
function { 8*sin(u)}
function { sin(v)*(2-cos(u)) }
<pi,0>,<2*pi,2*pi> // Intervall fuer u und v
contained_by { box { <-12,-12,-12>, <12,12,12> } }
max_gradient 4 accuracy 0.003 // Berechnungsparameter
precompute 18 x,y,z // Berechnungsparameter
texture{ pigment{rgb<0.3,0.3,0.6>}

finish{ ambient 0.4 diffuse 0.75 phong 0.4 reflection 0.1
specular 0.2 } }

rotate<90,0,0>
no_shadow

}
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Das zweite Objekt wurde vom Glasbl•aser aus dem Nachbardorf hergestellt.

7.4 Kleckse

Aus Kugeln und Zylindern kann man Objekte formen, die nur ausPunkten beste-
hen, die einen Mindestabstand vom jeweiligen Zentrum haben, besser: auf die eine
Mindest-Anziehungskraftthreshold vom Zentrum aus wirkt. Die Anziehungskraft des
Zentrums wird als letzter Parameter•ubergeben, auf der Ober
•ache ist die Anziehungs-
kraft Null.

Im folgenden Beispiel sehen wir das Blob-Objekt, das aus dendrei durchsichtigen
Kugeln entsteht:

sphere { <.75, 0, 0>, 1 pigment{color rgbt<1,0,0,0.9> } scal e 2}
sphere { <-.375, .64952, 0>, 1 pigment{color rgbt<1,1,0,0. 9>} scale 2}
sphere { <-.375, -.64952, 0>, 1 pigment{color rgbt<0,0,1,0 .9>} scale 2}

blob {
threshold 0.6
sphere { <.75, 0, 0>, 1, 1 pigment{color rgb<1,0,0>}}
sphere { <-.375, .64952, 0>, 1, 1 pigment{color rgb<1,1,0>} }
sphere { <-.375, -.64952, 0>, 1, 1 pigment{color rgb<0,0,1> }}
scale 2
}
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In der Povray-Referenz hei�t es:
If you have a single blob component then the surface you see will just look like the
object used, i.e. a sphere or a cylinder, with the surface being somewhere inside the
surface speci�ed for the component. The exact surface location can be determined from
the blob equation listed below (you will probably never needto know this, blobs are
more for visual appeal than for exact modeling). For the moremathematically minded,
here's the formula used internally by POV-Ray to create blobs. You do not need to
understand this to use blobs. The density of the blob �eld of asingle component is:

density = strength � (1 � ( distance
radius )2)2

where distance is the distance of a given point from the spherical blob's center or
cylinder blob's axis. This formula has the nice property that it is exactly equal to
the strength parameter at the center of the component and drops o� to exactly 0 at
a distance from the center of the component that is equal to the radius value. The
density formula for more than one blob component is just the sum of the individual
component densities.

8 Programme

Hier werden einige Beispiele vorgestellt, die sicher hilfreich sind.
Die eingef•uhrten Methoden (Makros) werden im Folgenden benutzt.

8.1 Matrizen

Rechnen mit Matrizen, die Kommentare zeigen die Aktionen an. Es wird vorausgesetzt,
da� die Vektoren z1; z2; z3 richtig belegt sind (siehe oben).

/** Matrizen
Hubert Grassmann
Januar 2009 */
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/** druckt n an Stelle (i,j)*/
#macro print(n, i, j)

text{ttf "timrom.ttf" str(n 0,2) 0.1,0 pigment{Red}
matrix < z1.x,z1.y,z1.z,

z2.x,z2.y,z2.z,
z3.x,z3.y,z3.z,
0,0,0 >

translate 3.3*<j,-i,0> scale 0.3
}
#end

/** zeigt Matrix a, um tr verschoben */
#macro zeig(a,tr)
#local m = dimension_size(a,1);
#local n = dimension_size(a,2);
#local i = 0;
union
{

#while (i < m)
#local j = 0;
#while (j < n)

print(a[i][j], i, j)
#local j = j+1;

#end
#local i = i+1;

#end
translate tr

}
#end

/** Transponierte von a*/
#macro transp(a)
#local m = dimension_size(a,1);
#local n = dimension_size(a,2);
#local i = 0;
#local at = array[n][m];
#while (i < m)

#local j = 0;
#while (j < n)

#local at[j][i]= a[i][j];
#local j = j+1;

#end
#local i = i+1;

#end
at

#end

/** Produkt von a und b */
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#macro mult(a, b)
#local m = dimension_size(a,1);
#local n = dimension_size(a,2);
#local l = dimension_size(b,2);
#local c = array[m][l];
#local i = 0;
#while (i < m)

#local j = 0;
#while (j < l)

#local s = 0;
#local k = 0;
#while (k < n)

#local s = s + a[i][k]*b[k][j];
#local k = k+1;

#end
#local c[i][j] = s;
#local j = j+1;

#end
#local i = i+1;

#end
c

#end

//Determinante von a
#macro det(a)

(a[0][0]*a[1][1] - a[0][1]*a[1][0])
#end

// Inverse der 2x2-Matrix a
#macro inv(a)

#local d= det(a);
#local b = array[2][2];
#local b[0][0] = a[1][1]/d;
#local b[0][1] = -a[0][1]/d;
#local b[1][0] = -a[1][0]/d;
#local b[1][1] = a[0][0]/d;
b

#end

//Moore-Penrose-Inverse einer 3x2-Matrix
#macro mpi(a)

#local at = transp(a)
#local m = mult(at,a)
#local in = inv(m)
#local ergeb =mult(in, at)
ergeb

#end
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/**Schnittpunkt der Geraden (A,B) und (C,D)*/
#macro schnitt(A,B,C,D)

#local a = B-A;
#local b = D-C;
#local mm = array[3][2]
{

{a.x, -b.x},
{a.y, -b.y},
{a.z, -b.z}

}
#local r = array[3][1]
{

{C.x - A.x},
{C.y - A.y},
{C.z - A.z}

}
#local mp = mpi(mm);
#local e = mult(mp,r);
#local E = A + e[0][0]*a;
E

#end

/*Vektor als Matrix*/
#macro v2a(w)

#local a = array[3][1]
{{w.x},{w.y},{w.z}};
a

#end

Noch ein Wort zur Moore-Penrose-Inversen einer Matrix. Zu jeder Matrix A gibt es
eine eindeutig bestimmte MatrixX , f•ur die gilt

AXA = A; XAX = X; (AX )T = AX; (XA )T = XA;

sie wird meist mit A � bezeichnet.

Wenn A regul•ar ist, so ist nat•urlich A � = A � 1, wenn AT A regul•ar ist (wenn alsoA
vollen Spaltenrang hat), so istA � = ( AT A)� 1AT ; die obigen Eigenschaften sind leicht
zu veri�zieren. F•ur 3 � 2-Matrizen wurde dies im Makrompi genutzt.

Sei nunA eine singul•are 3� 3-Matrix.
Penrose zeigte, da� das Minimalpolynom der MatrixAT A die Null nur als einfache
Nullstelle besitzt und daher in der Form

mA T A (x) = g(x)x2 � x

dargestellt werden kann. Dann istA � = g(AT A)AT die Moore-Penrose-Inverse vonA.
Um diese zu berechnen, setzten wir zur Abk•urzung B = AT A. Sei

cB (x) = x3 � Sp(B)x2 + ( b11b22 � b12b21 + b11b33 � b13b31 + b22b33 � b23b32)x
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deren charakteristisches Polynom, wir bezeichnen den Koe�zienten vonx mit H . Wenn
H 6= 0 ist, so ist cB (x) bereits das Minimalpolynom, demnach ist

g(x) = �
1
H

(x � Sp(B));

also
A � = �

1
H

(AT A � Sp(AT A))AT :

Wenn H = 0 ist, so ist A � = 1
Sp(A T A) A

T . Diese Rechnungen kann man mit Hilfe der
obigen Makros leicht durchf•uhren.

8.2 Lineare Abbildungen

Hier ist ein vollst•andiges Programm, das die Wirkung einer linearen Abbildungzeigt.

#include "colors.inc"
#include "glass.inc"
#declare intervall = 3;
#declare winkel = 30;
#declare hoehe = 0;
#declare KameraManuell=1;
#declare KamPos=<1,1,1>*10;
#include "anageoL2.inc"
#include "Matrizen.inc"
#version 3.5;

global_settings { max_trace_level 20 }
background { color rgb <1, 1, 1> }

koordinatensystem(2)

#declare a = <1,1,-1>;
#declare b = <1.5,1,0>;
#declare c = <0,1,2>;
#declare n = <1,-2,-3>;
#declare A = v2a(a);
#declare B = v2a(b);
#declare C = v2a(c);
#declare N = v2a(n);

// Vektoren vor der Transformation (hell)
ortsvektor(a, blau_transp)
ortsvektor(b, rot_transp)
ortsvektor(c, gruen_transp)
ortsvektor(n, pigment{color rgb<0.5,0.5,0.5>})
// Vektoren nach der Transformation (dunkler)
#declare T = array[3][3]
{
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{1,2,-1},
{1,-1,1},
{2,1,0}

}

#declare TA = array[3][1];
#declare TB = array[3][1];
#declare TC = array[3][1];
#declare TN = array[3][1];

#declare TA=mult(T,A);
#declare TB=mult(T,B);
#declare TC=mult(T,C);
#declare TN=mult(T,N);

ortsvektor(<TA[0][0],TA[1][0],TA[2][0]>, blau_glanz)
ortsvektor(<TB[0][0],TB[1][0],TB[2][0]>, rot_glanz)
ortsvektor(<TC[0][0],TC[1][0],TC[2][0]>, gruen_glanz )
ortsvektor(<TN[0][0],TN[1][0],TN[2][0]>, pigment{Bla ck})

8.3 Dreiecke

Mit dem Kommandotriangle{p1, p2, p3 pigment{ color rgbt <1,0.7,0,0.7>}}
kann man eine Dreiecks
•ache herstellen:

Uns geht es hier um die Linien im Dreieck.
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/** Dreiecke und so
hubert@grassmann.info
11.9.08 */
#include "colors.inc"
#include "glass.inc"
#declare intervall = 5;
#declare winkel = 30;
#declare hoehe = 5;

#declare A = <-1,-1,2>;
#declare B = <3,3,3>;
#declare C = <1,3,4>;

#declare KameraManuell = 1;
#declare KamPos = vcross(B-A,A-C);

#include "anageoL2.inc"
#include "transforms.inc"
#include "Matrizen.inc"
#version 3.5;

global_settings { max_trace_level 20 }

/* A.Filler
#declare Schwerpunkt = A/3 + B/3 + C/3;
#declare Kamerapos = Schwerpunkt - 5*vcross(a,b);
camera {

location Kamerapos
angle 12
look_at Schwerpunkt}

*/

background { color rgb <1, 1, 1> }
light_source { <20, 20, -50> color rgb <1, 1, 1> }

#macro dreieck(A,B,C)
union
{

strecke(A, B pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(B, C pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(C, A pigment{color rgb<0,0,1>})

text{ttf "timrom.ttf" "A" 0.1,0 pigment{Red} translate 3. 3*A scale 0.3}
text{ttf "timrom.ttf" "B" 0.1,0 pigment{Red} translate 3. 3*B scale 0.3}
text{ttf "timrom.ttf" "C" 0.1,0 pigment{Red} translate 3. 3*C scale 0.3}
}
#end

#macro seitenhalb(A,B,C)
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strecke(A,(B+C)/2 pigment{color rgb<0,1,0>})
#end

#declare a = B-C;
#declare b = C-A;
#declare c = A-B;
#declare la = vlength(a);
#declare lb = vlength(b);
#declare lc = vlength(c);

#macro mitten(A,B,C)
union
{

seitenhalb(A,B,C)
seitenhalb(B,A,C)
seitenhalb(C,A,B)
#declare E = schnitt(A, (B+C)/2, B, (C+A)/2);
punkt(E, pigment{Black})

}
#end

#macro hoehen(A,B,C)
#local lotc = A + vdot(b,vnormalize(c))*vnormalize(c);
#local lota = B + vdot(c,vnormalize(a))*vnormalize(a);
#local lotb = C + vdot(a,vnormalize(b))*vnormalize(b);
union
{
strecke(C,lotc,pigment{color rgb<1,1,0>})
strecke(A,lota,pigment{color rgb<1,1,0>})
strecke(B,lotb,pigment{color rgb<1,1,0>})
}

#end

#macro mittelsenkrechte(A,B,C)
#local lotc = A + vdot(b,vnormalize(c))*vnormalize(c);
#local lota = B + vdot(c,vnormalize(a))*vnormalize(a);
#local lotb = C + vdot(a,vnormalize(b))*vnormalize(b);
#local ma = (B+C)/2;
#local mb = (C+A)/2;
#local mc = (A+B)/2;
union
{
strecke(ma,A-lota+ma,pigment{color rgb<1,1,0>})
strecke(mb,B-lotb+mb,pigment{color rgb<1,1,0>})
strecke(mc,C-lotc+mc,pigment{color rgb<1,1,0>})
#local E = schnitt(ma,A-lota+ma,mb,B-lotb+mb);
punkt(E, pigment{Black})
sphere{E, vlength(E-A) pigment {Col_Glass_General}}
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}
#end

#macro winkelhalbierende(A,B,C)
#local ca = la/(lb+la); // Abschnitt auf c entspr. Seite a
#local ab = lb/(lc+lb);
#local bc = lc/(la+lc);
#local wc = B + ca*c;
#local wa = C + ab*a;
#local wb = A + bc*b;
union
{
strecke(C,wc, pigment{color Green})
strecke(A,wa, pigment{color Green})
strecke(B,wb, pigment{color Green})
#local E = schnitt(A, wa, B, wb);
#local lote = wa + vdot(E-wa,vnormalize(a))*vnormalize(a );
punkt(E, pigment{Black})
sphere{E, vlength(E-lote) pigment {Col_Glass_General}}
}

#end

dreieck(A,B,C)
winkelhalbierende(A,B,C)
/*
object{winkelhalbierende(A,B,C) Axis_Rotate_Trans(<0 ,0,1>, 45)}
object{winkelhalbierende(A,B,C) Axis_Rotate_Trans(<0 ,0,1>, 90)}
*/
//mittelsenkrechte(A,B,C)

8.4 Sph •arische Dreiecke

Als n•achstes wollen wir uns mit der Geometrie auf der Ober
•ache der Einheitskugel
besch•aftigen.
Ein sph•arisches Dreieck ist durch drei Einheitsvektorena; b; c gegeben. Wir w•ahlen
die Reihenfolge so, da� det(a b c) > 0 ist. Die

"
Seiten\ des Dreiecks sind die Win-
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kel A; B; C zwischen den Vektorena; b; c, die
"
Winkel\ �; �; 
 des Dreiecks sind die

Winkel zwischen den EbenenL(a; b); L(a; c); L(a; c); also die Winkel zwischen deren
Normalenvektoren. Da die Vektoren den Betrag 1 haben, gelten folgende Beziehungen:

cosA = hb; ci cosB = ha; ci cosC = hb; ai

Weiter ist

jb� cj2 = hb� c; b� ci = hb; bihc; ci � h c; bihb; ci = 1 � h c; bi 2 = 1 � cos2 A = sin2 A;

also
sinA = ja � cj sinB = ja � cj sinC = ja � bj

cos� =
ha � c; a� bi
ja � cj ja � bj

cos� =
hb� a; b� ci
jb� aj jb� cj

cos
 =
hc � b; c� ai
jc � bj jc � aj

Aus den Formeln f•ur das Vektorprodukt folgt

j(a � b) � (a � c)j = jdet(a b c)j jaj
= det( a b c)
= ja � bj ja � cj sin�
= sin C � sinB � sin�:

Daraus folgt der sp•arische Sinussatz:

Satz 8.1
sin�
sinA

=
det(a b c)

sinA sinB sinC
=

sin�
sinB

=
sin

sinC

:

Wenn die Seiten klein sind, so k•onnen wir sie die Sinuswerte durch die Argumente
ersetzen und erhalten den ebenen Sinussatz.

Wir erhalten zwei Cosinuss•atze:

Satz 8.2 1. cosA = cosB cosC + sin B sinC cos�;
2. sinC cosB = sin B cosC cos� + sin A cos�:

Aus der ersten Formel geht hervor, da� man die Winkel aus den Seiten berechnen kann.

Das Dreieck, dessen de�nierenden Vektoren senkrecht auf den Seiten des durcha; b; c
gegebenen Dreiecks stehen, wird das Polardreieck genannt,es hat die Ecken

a0 =
b� c
jb� cj

; b0 =
c � a
jc � aj

; c0 =
a � b
ja � bj

die SeitenA0; B 0; C0 und die Winkel � 0; � 0; 
 0.

Satz 8.3 (Vi�et�a-Formeln)

cosA0 = � cos�; cos� 0 = � cosA:
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Beweis:

cosA0 = hb0; c0i =
hc � a; a � bi
jc � aj ja � bj

:

Als Folgerung erhalten wir den polaren Cosinussatz:

Folgerung 8.4
� cos� = cos� cos
 + sin � sin
 cosA:

Das bedeutet, da� die Seiten des Dreiecks aus den Winkeln berechnet werden k•onnen.
Es gibt also keine•ahnlichen Dreiecke, die nicht kongruent sind.

Wenn man die geogra�schen L•angenL i und Breiten B i zweier Orte kennt, so kann man
mit dem ersten Cosinussatz deren Entfernung berechnen. Manbetrachtet das Dreieck,
das von beiden Orten und dem Nordpol gebildet wird, dessen zwei Seiten sind gleich
�= 2 � B i und der der gesuchten Seite gegen•uberliegende Winkel ist gleichL1 � L2.
Beispiel: Paris: (2; 3� ; 48; 8� ), Berlin: (13; 4� ; 52; 5� ); damit berechnet man cosA =
0; 99:::, also A = 7; 939� , bei einem Erdradius von 6378 km ergibt dies eine Entfer-
nung von 884 km.

Nun wollen wir ein Dreieck und das dazu polare sehen:; der Schl•ussel ist das Makro
bogen: Es wird die Di�erenz zweier Kugeln, also eine Kugelschale erzeugt, diese wird
mit einer Ebene geschnitten, der entstehende Gro�kreis wird mit einem Kegel geschnit-
ten, es entsteht eine Dreiecksseite.

// A. Filler, 2003, H. Grassmann 8.12.06
//------------------------------------------------- -------
#version 3.5; // benoetigte POV-Ray-Version
#declare intervall = 5;// von der Kamera erfasster Bildauss chnitt
#declare winkel = -60; // Winkel der Kamera zur x-Achse (in Gr ad)
#declare hoehe = 4 ; // Hoehe (relativ) der Kamera ueber der x- z-Ebene
#declare KameraManuell = 0;

#include "anageoL2.inc"
background {White} // Farbe des Hintergrundes

koordinatensystem(intervall)
// drei Punkte
#declare a=vnormalize(<2,3,-4>) * 5;
#declare b=vnormalize(<1,-2,3>) * 5;
#declare c=vnormalize(<0.0, 0.83205, 0.55470>)*5;
// die dazu polaren Punkte
#declare a1= vnormalize(vcross(b,c)) *5;
#declare b1= vnormalize(vcross(a,c)) *5;
#declare c1= vnormalize(vcross(a,b)) *5;

sphere{ <0,0,0>, 5
texture { pigment{ color rgbt<1,0.7,0,0.9>}

finish { diffuse 1 phong 0.2 phong_size 8}
} // end of texture
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} // end of sphere -------------

verbindungsvektor(<0,0,0>,a, rot_matt)
verbindungsvektor(<0,0,0>,b, rot_matt)
verbindungsvektor(<0,0,0>,c, rot_matt)

verbindungsvektor(<0,0,0>,a1, blau_matt)
verbindungsvektor(<0,0,0>,b1, blau_matt)
verbindungsvektor(<0,0,0>,c1, blau_matt)

/* verbindet 2 Punkte auf der Kugeloberflaeche*/
#macro bogen(punkt1,punkt2,textur)
object
{

intersection
{

intersection
{

difference
{

sphere{ <0,0,0>, 5.05}
sphere{ <0,0,0>, 4.95}

}
object{ebenepar(<0,0,0>,punkt1,punkt2, textur) scale 3 }

}
cone {<0,0,0> 0
(punkt1+punkt2)/2 tan(1/2*acos(vdot(punkt1,punkt2)/

(vlength(punkt1)*vlength(punkt2))))
*vlength((punkt1+punkt2)/2) scale 20}

}
texture{textur} no_shadow

}
#end

bogen(a1,b1,blau_matt)
bogen(b1,c1,blau_matt)
bogen(a1,c1,blau_matt)

bogen(a,b,rot_matt)
bogen(b,c,rot_matt)
bogen(a,c,rot_matt)
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8.5 Platonische K •orper

Die platonischem K•orper sind diejenigen, deren Ober
•ache aus regelm•a�igen 3-, 4- bzw.
5-Ecken besteht: Tetraeder, Hexaeder (W•urfel), Oktaeder, Dodekaeder, Ikosameter.
Wie man sie konstruieren kann, �ndet man z.B. bei
http://www.mathematische-basteleien.de/ von J•urgen K•oller.

Als Beispiel konstruieren wir eine Dodekaeder, es wird von 12 regelm•a�igen F•unfecken
begrenzt:
Wir stellen uns ein Walmdach vor, das eine quadratische Grund
 •ache hat und deren
Dach
 •achen zur Horizontalen jeweils einen Winkel von 45� einschlie�en. Wir drehen nun
dieses nach rechts und nach vorn, so da� die gro�e Dach
•ache an die kleine angrenzt:

Das machen wir nun in alle Richtungen; so entsteht das Dodekaeder.

Johannes Kepler, der die Radien der Bahnen der damals 6 bekannten Planeten berech-
nete, vermutete, da� diese Radien zu den Radien der ineinandergeschachtelten In- und
Umkugeln dieser K•orper (in der richtigen Reihenfolge) proportional seien, was bei der
von ihm erzielten Me�genauigkeit nicht abwegig ist.

#include "colors.inc"
#include "glass.inc"
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#declare intervall = 2;
#declare winkel = 10;
#declare hoehe = 5;
#include "vorlage.inc"
#include "anageoL2.inc"
#include "transforms.inc"
#version 3.5;
global_settings { max_trace_level 20 }

#declare Glas1 = material {
texture { pigment { rgbf<0.97, 0.97, 0.97, 0.95> }

finish { specular 0.07 roughness 0.001 ambient 0 diffuse 0
reflection 0.02 }

}
interior {ior 1}
};

#declare Glas2 = material {
texture { pigment { rgbf<0.95, 0.95, 1.0, 0.95> }

finish { specular 0.07 roughness 0.001 ambient 0 diffuse 0
reflection 0.02 }

}
interior {ior 1.5}
};

#macro hohlkugel(MP, Radius, Mat)
difference { sphere{MP, Radius }

sphere{MP, Radius - 0.01 }
material{Mat}
hollow on
no_shadow

}
#end

camera {
location <7,17,-20>
angle 10
look_at<0,0,0>}

background { color rgb <1, 1, 1> }
light_source { <20, 20, -50> color rgb <1, 1, 1> }

#declare kante = 2.5; //Kantenlaenge

//Tetraeder
#macro tet(kante, inkugel, umkugel)
#declare a = kante;
union
{
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strecke(<a/2,a/2,a/2>, <-a/2,a/2,-a/2>, pigment{color rgb<1,0,0>})//hio
strecke(<-a/2,a/2,-a/2>, <a/2,-a/2,-a/2>, pigment{col or rgb<1,0,0>})//liv
strecke(<a/2,-a/2,-a/2>, <a/2,a/2,a/2>, pigment{color rgb<1,0,0>})//rev
strecke(<a/2,-a/2,-a/2>, <-a/2,-a/2,a/2>, pigment{col or rgb<1,0,0>})//un
strecke(<-a/2,-a/2,a/2>, <-a/2,a/2,-a/2>, pigment{col or rgb<1,0,0>})
strecke(<a/2,a/2,a/2>, <-a/2,-a/2,a/2>, pigment{color rgb<1,0,0>})
#if (umkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k4*R4, material{Glas1})
#end
#if (inkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k4*r4, material{Glas2})
#end
}
#end

//Wuerfel
#macro cub(kante,inkugel,umkugel)
#declare a = kante; // Laenge der Kanten
union
{
strecke(<a/2,a/2,a/2>, <-a/2,a/2,a/2>, pigment{color r gb<0,1,0>})
strecke(<-a/2,a/2,a/2>, <-a/2,a/2,-a/2>, pigment{colo r rgb<0,1,0>})
strecke(<-a/2,a/2,-a/2>, <a/2,a/2,-a/2>, pigment{colo r rgb<0,1,0>})
strecke(<a/2,a/2,-a/2>, <a/2,a/2,a/2>, pigment{color r gb<0,1,0>})
strecke(<a/2,-a/2,a/2>, <-a/2,-a/2,a/2>, pigment{colo r rgb<0,1,0>})
strecke(<-a/2,-a/2,a/2>, <-a/2,-a/2,-a/2>, pigment{co lor rgb<0,1,0>})
strecke(<-a/2,-a/2,-a/2>, <a/2,-a/2,-a/2>, pigment{co lor rgb<0,1,0>})
strecke(<a/2,-a/2,-a/2>, <a/2,-a/2,a/2>, pigment{colo r rgb<0,1,0>})
strecke(<a/2,a/2,a/2>, <a/2,-a/2,a/2>, pigment{color r gb<0,1,0>})
strecke(<-a/2,a/2,a/2>, <-a/2,-a/2,a/2>, pigment{colo r rgb<0,1,0>})
strecke(<-a/2,a/2,-a/2>, <-a/2,-a/2,-a/2>, pigment{co lor rgb<0,1,0>})
strecke(<a/2,a/2,-a/2>, <a/2,-a/2,-a/2>, pigment{colo r rgb<0,1,0>})
#if (umkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k6*R6, material{Glas1})
#end
#if (inkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k6*r6, material{Glas2})
#end
}
#end

//Oktaeder
#macro okt(kante, inkugel, umkugel)
#declare a = kante; // Laenge der Kanten
union
{
strecke(<a/2,0,a/2>, <-a/2,0,a/2>, pigment{color rgb<0 ,0,1>})//re
strecke(<-a/2,0,a/2>, <-a/2,0,-a/2>, pigment{color rgb <0,0,1>})//hi
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strecke(<-a/2,0,-a/2>, <a/2,0,-a/2>, pigment{color rgb <0,0,1>})//li
strecke(<a/2,0,-a/2>, <a/2,0,a/2>, pigment{color rgb<0 ,0,1>}) //vo
strecke(<a/2,0,a/2>, <0,-a/sqrt(2),0>, pigment{color r gb<0,0,1>})
strecke(<-a/2,0,a/2>, <0,-a/sqrt(2),0>, pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(<-a/2,0,-a/2>, <0,-a/sqrt(2),0>, pigment{colo r rgb<0,0,1>})
strecke(<a/2,0,-a/2>, <0,-a/sqrt(2),0>, pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(<a/2,0,a/2>, <0,a/sqrt(2),0>, pigment{color rg b<0,0,1>})
strecke(<-a/2,0,a/2>, <0,a/sqrt(2),>, pigment{color rg b<0,0,1>})
strecke(<-a/2,0,-a/2>, <0,a/sqrt(2),>, pigment{color r gb<0,0,1>})
strecke(<a/2,0,-a/2>, <0,a/sqrt(2),0>, pigment{color r gb<0,0,1>})
#if (umkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k8*R8, material{Glas1})
#end
#if (inkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k8*r8, material{Glas2})
#end
}
#end

// Dodekaeder (Kantelaenge = kante)auf Wuerfel mit Seitenl aenge d
#macro dod(kante, inkugel, umkugel)
#declare a = kante; // Laenge der Kanten
#declare d = 0.5*(1+sqrt(5))*a;
#declare H = 0.5*a; // Hoehe des Walmdachs
#declare dach = union
{
strecke(<d/2,d/2,d/2>, <a/2,d/2+H,0>, pigment{color rg b<0,1,1>})
strecke(<d/2,d/2,-d/2>, <a/2,d/2+H,0>, pigment{color r gb<0,1,1>})
strecke(<-d/2,d/2,d/2>, <-a/2,d/2+H,0>, pigment{color rgb<0,1,1>})
strecke(<-d/2,d/2,-d/2>, <-a/2,d/2+H,0>, pigment{colo r rgb<0,1,1>})
strecke(<-a/2,d/2+H,0>, <a/2,d/2+H,0>, pigment{color r gb<0,1,1>})
};
union
{
object{dach}
object{dach rotate 180*z}
object{dach rotate 90*y rotate 90*z}
object{dach rotate 90*y rotate -90*z}
object{dach rotate 90*x rotate -90*z}
object{dach rotate -90*x rotate 90*z}
#if (umkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k12*R12, material{Glas1})
#end
#if (inkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k12*r12, material{Glas2})
#end

}
#end
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// Ikosaeder im Einheitswuerfel
#macro ikos(kante, inkugel, umkugel)
#declare a = (-1 + sqrt(5)) * kante; // Laenge der Kanten
#declare unten = -1/2;//*kante;
#declare oben = -unten;
#declare lo =strecke(<cos(radians(72)),oben,sin(radia ns(72))> *k20,
<cos(radians(36)),unten,sin(radians(36))>*k20,
pigment{color rgb<0,0,0>})

#declare lu =strecke(<cos(radians(36)),oben,sin(radia ns(36))>*k20,
<cos(radians(72)),unten,sin(radians(72))>*k20,
pigment{color rgb<0,0,0>})

#declare so =strecke(<cos(radians(72)),unten,sin(radi ans(72))>*k20,
<cos(radians(144)),unten,sin(radians(144))>*k20,
pigment{color rgb<0,0,0>})

#declare su =strecke(<cos(radians(72)),oben,sin(radia ns(72))> *k20,
<cos(radians(144)),oben,sin(radians(144))>*k20,
pigment{color rgb<0,0,0>})

#declare qo = strecke(<0,R20,0>*k20, <cos(radians(36)), oben,
sin(radians(36))>*k20,

pigment{color rgb<0,0,0>})
#declare qu = strecke(<0,R20,0>*k20,<cos(radians(72)), unten,

sin(radians(72))>*k20,
pigment{color rgb<0,0,0>})

#declare i = 1;
union
{
#while (i < 6)

object{lo rotate (36+72*i)*y }
object{lu rotate 72*i*y }
object{su rotate (36+72*i)*y }
object{so rotate (72*i)*y }
object{qu rotate 72*i*y }
object{qo rotate 72*i*y }
#declare i = i+1;

#end
#if (umkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k20*R20, material{Glas1})
#end
#if (inkugel)
hohlkugel(<0,0,0>, k20*r20, material{Glas2})
#end
}
#end

//In- und Umkugelradien
#declare r4 = kante/12 * sqrt(6)*sqrt(2); //0.28867513459 481287
#declare R4 = kante/4 * sqrt(6)*sqrt(2); //0.866025403784 4386
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#declare r6 = kante/2; //0.5
#declare R6 = kante/2 * sqrt(3); //0.8660254037844386
#declare r8 = kante/6*sqrt(6); //0.40824829046386296
#declare R8 = kante/2 * sqrt(2); //0.7071067811865476
#declare r12 = kante/20*sqrt(250+110*sqrt(5));//1.1135 163644116068
#declare R12 = kante/4 * (sqrt(3)+sqrt(15)); //1.40125853 84440737
#declare r20 = (-1+sqrt(5))*kante/12*sqrt(3)*(3+sqrt(5 ))/2; //0.9341723589627158
#declare R20 = (-1+sqrt(5))*kante/4*sqrt(10+2*sqrt(5)) /2; //1.1755705045849463

#declare f4 = 1/12 * sqrt(6)*sqrt(2);
#declare f6 = 1/2;
#declare f8 = 1/6*sqrt(6);
#declare f12 = 1/20*sqrt(250+110*sqrt(5));
#declare f20 = (-1+sqrt(5))/12*sqrt(3)*(3+sqrt(5)); // ? ?

// Kanten der Keplerkugeln
#declare k6 = kante;
#declare k4 = k6/f6*f4;
#declare k12 = k4/f4*f12/16;
#declare k20 = k12/f12*f20;
#declare k8 = k20/f20*f8*2;

object{cub(k6,0,0) Axis_Rotate_Trans(<0,1,0>, clock*1 0)}
object{tet(k4,0,0) Axis_Rotate_Trans(<0,0,1>, clock*1 0)}
object{dod(k12,0,0) Axis_Rotate_Trans(<1,0,0>, clock* 10)}
object{ikos(k20,0,0) Axis_Rotate_Trans(<1,1,0>, clock *10)} //??
object{okt(k8,0,0) Axis_Rotate_Trans(<0,1,1>, clock*1 0)}
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Die Informatik-Studenten Bj•orn M•oller und Aljoscha Peters haben folgendes Bild pro-
duziert:
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8.6 Planeten

Wir beschr•anken uns zun•achst auf Erde, Jupiter und Saturn; deren (3-fache) Kon-
junktion hat im Jahr 7 v.Chr. zum

"
Stern von Betlehem\ gef•uhrt, das hat Kepler

ausgerechnet. Einen zweiten Beleg f•ur diesen Zeitpunkt gibt die Bibel:
"
Es begab sich

also zu der Zeit, da Kaiser Augustus ein Gebot ausgab, da� alle Welt sich sch•atzen
lie�e.\ Und das war tats•achlich im Jahre 7 v.Chr.

Und wir beschr•anken uns auf die (nur n•aherungsweise richtige) Annahme, da� die
Planeten in einer Ebene rotieren. Wir lassen uns die Positionen im Monatsabstand
zeigen; wenn der Winkel zwischen den Strahlen Erde/Jupiterund Erde/Saturn klein
ist, zeichnen wir die Verbindungsstrecken und geben den aktuellen Monat und den
Winkel als Dezimalzahl aus: Monat.Winkel.

/** Planeten
hubert@grassmann.info
10.2.09 */
#include "colors.inc"
#include "glass.inc"
#declare intervall = 10;
#declare winkel = 30;
#declare hoehe = 5;
#declare KameraManuell = 1;
#declare KamPos = <0,0,-15>;
#include "anageoL2.inc"
#include "transforms.inc"
#version 3.5;
global_settings { max_trace_level 20 }
background { color rgb <1, 1, 1> }
light_source { <20, 20, -50> color rgb <1, 1, 1> }

#declare AE = 1; //astronomische Einheit: Erdbahnradius
#declare ez = 1; //Erde: Umlaufzeit
#declare jbr = 5.2; //Jupiter: Bahn-Radius
#declare jz = 11.86; //Jupiter: Umlaufzeit
#declare sbr = 9.54; //Saturn: Bahnradius
#declare sz = 29.45; //Saturn: Umlaufzeit
#declare anz = 2000;//12*60;
#declare winkel = 0; //Winkel Erde/Saturn und Erde/Jupiter
#declare i = 0;

#macro punkt (P, textur)
sphere{<P.x,P.y,P.z>, intervall/200 texture{textur}}
#end

#macro strecke (P, Q , textur) // aus anageoL2, aber duenner
#declare V=Q-P;
#declare vektorbetrag=sqrt(V.x*V.x+V.y*V.y+V.z*V.z);
#if ( V.x*V.x+V.y*V.y+V.z*V.z = 0 )



62 8 PROGRAMME

#else
#if ( V.x*V.x+V.y*V.y = 0 )

#declare Streckenzylinder=cylinder{<0,0,0> V intervall /300
texture {textur} no_shadow

};
object {Streckenzylinder translate <P.x,P.y,P.z>}

#else
#declare Streckenzylinder=cylinder{<0,0,0> <vektorbet rag, 0, 0>
intervall/300 texture {textur} no_shadow
};
#declare NX=vnormalize(V) ;
#declare NY=vnormalize(vcross(NX,z)) ;
#declare NZ=vnormalize(vcross(NX,NY)) ;
object {Streckenzylinder
matrix < NX.x , NX.y , NX.z ,

NY.x , NY.y , NY.z ,
NZ.x , NZ.y , NZ.z ,
P.x , P.y , P.z >

}
#end
#end
#end

/** druckt n an der Stelle (i,j)*/
#macro print(n, i, j)

text{ttf "timrom.ttf" str(n 0,3) 0.1,0 pigment{Red}
translate <i,j,0> scale 1.2}

#end

// Position im i-ten Monat
#macro Erde(i) <cos(i*2*pi/12), sin(i*2*pi/12),0>
#end

#macro Jupiter(i)
<cos(i*2*pi/(12*jz)), sin(i*2*pi/(12*jz)),0>
#end

#macro Saturn(i)
<cos(i*2*pi/(12*sz)), sin(i*2*pi/(12*sz)),0>
#end

//Sonne
punkt(<0,0,0>, pigment{color Yellow})

#while (i < anz)
punkt(Erde(i),

pigment{color Blue})
punkt(Jupiter(i)*jbr,
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pigment{color Red})
punkt(Saturn(i)*sbr,

pigment{color Green})

#declare winkel = VAngleD(Jupiter(i) - Erde(i), Saturn(i) - Erde(i));

#if (abs(winkel) < 0.2) // Konjunktion?
strecke(Erde(i), Jupiter(i)*jbr pigment{color rgb<1,1, 0>})
strecke(Erde(i), Saturn(i)*sbr pigment{color rgb<0,1,1 >})
print(i+winkel,Saturn(i).x*sbr,Saturn(i).y*sbr,)

//vor dem Komma: Anzahl der Monate; nach dem Komma: Winkel
#end

#declare i = i+1;
#end

8.7 R •aumliche Vierecke

Unter einem Simplex stellt man sich meist ein symmetrischesGebilde vor, wir wollen
unseren Gesichtskreis erweitern und auch unregelm•a�ige r•aumliche Vierecke betrach-
ten. Wir sehen, da� jedes Viereck, das nicht in einer Ebene liegt, eine Umkugel besitzt:
Wir w •ahlen drei der Punkte aus, legen durch sie den Umkreis und betrachten die Kugel
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mit demselben Radius und demselben Mittelpunkt. Wenn der vierte Punkt au�erhalb
der Kugel liegt, so verschieben wir den Mittelpunkt in Richtung des vierten Punkts
und blasen die Kugel gleichzeitig auf, so da� die drei Punkte(und ihr Umkreis) auf der
Kugel verbleiben, bis die Kugel den vierten Punkt erreicht.Wenn der vierte Punkt im
Inneren der Kugel liegt, so lassen wir die Kugel schrumpfen.
Der Mittelpunkt der Umkugel ist Schnittpunkt der Mittelebenen je zweier Punkte.

/**
3-Simplex
hubert@grassmann.info
4.11.08
*/
#include "colors.inc"
#include "glass.inc"
#declare intervall = 3;
#declare winkel = 30;
#declare hoehe = 5;
#declare KameraManuell = 1;
#declare KamPos = <3,3,-3>;
#include "anageoL2.inc"
#include "transforms.inc"
#version 3.5;

global_settings { max_trace_level 20 }
background { color rgb <1, 1, 1> }
light_source { <20, 20, -50> color rgb <1, 1, 1> }

#macro start()
#local A = <1,1,0>;
#local B = <-2,0,-1>;
#local C = <0,1,1>;
#local D = <1,-1,-1>;

simplex(A,B,C,D)

#local a1=0; #local b1=0; #local c1=0;
#local d1=0; #local m1 = <0,0,0>;
#local a2=0; #local b2=0; #local c2=0;
#local d2=0; #local m2 = <0,0,0>;
#local a3=0; #local b3=0; #local c3=0;
#local d3=0; #local m3 = <0,0,0>;
mittelebenengleichung(a1,a2,a3,d1,m1,A,B)
mittelebenengleichung(b1,b2,b3,d2,m2,A,C)
mittelebenengleichung(c1,c2,c3,d3,m3,A,D)

mittelebene(A,B,pigment{color rgbt<1,0,0,0.9>})
mittelebene(A,C,pigment{color rgbt<0,1,0,0.9>})
mittelebene(A,D,pigment{color rgbt<0,0,1,0.9>})
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punkt(m1, pigment{color Green})
punkt(m2, pigment{color Green})
punkt(m3, pigment{color Green})

#local e = <0,0,0>;
#local v1 = <a1,b1,c1>;
#local v2 = <a2,b2,c2>;
#local v3 = <a3,b3,c3>;

cramer(v1,v2,v3,<d1,d2,d3>,e)
pluspunkt(e, pigment{color Blue})
sphere{<e.x,e.y,e.z>, vlength(D-e) pigment {Col_Glass_ Green}}
koordinatensystem(3)

#end

/** erstellt 3x3-Matrix m mit den Spalten A,B,C*/
#macro make(A,B,C,m)

#declare m = array[3][3]
{ {A.x,B.x,C.x}, {A.y,B.y,C.y}, {A.z,B.z,C.z}
}

#end

/**Determinante */
#macro det3(a)

( a[0][0]*a[1][1]*a[2][2] +a[0][1]*a[1][2]*a[2][0]
+a[1][0]*a[2][1]*a[0][2] -a[2][0]*a[1][1]*a[0][2]
-a[0][1]*a[1][0]*a[2][2] -a[0][0]*a[2][1]*a[1][2])

#end

/** die Spalten der Koeff.-Matrix sind a,b,c; rechte Seite d ;
Loesung e */
#macro cramer(a,b,c,d,e)

#local null = array[3][3];
make(<0,0,0>,<0,0,0>,<0,0,0>,null)
#local m1 = null; #local m2 = null;
#local m3 = null; #local m = null;
make(a,b,c,m)
make(d,b,c,m1)
make(a,d,c,m2)
make(a,b,d,m3)
#local de = det3(m);
#local e1 = det3(m1)/de;
#local e2 = det3(m2)/de;
#local e3 = det3(m3)/de;
#declare e = <e1,e2,e3>;

#end
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/** druckt n an der Stelle (i,j)*/
#macro print(n, i, j)

text{ttf "timrom.ttf" str(n 0,2) 0.1,0 pigment{Red}
translate 3.3*<j,-i,0> scale 0.3}

#end

/** Matrixausgabe */
#macro zeig(a)
#local m = dimension_size(a,1);
#local n = dimension_size(a,2);
#local i = 0;

union
{
#while (i < m)

#local j = 0;
#while (j < n)

print(a[i][j], i, j)
#local j = j+1;

#end
#local i = i+1;

#end
}
#end

#macro simplex(A,B,C,D)
strecke(A, B pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(A, C pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(A, D pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(C, B pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(D, B pigment{color rgb<0,0,1>})
strecke(D, C pigment{color rgb<0,0,1>})
punkt(A, pigment{color Red})
punkt(B, pigment{color Red})
punkt(C, pigment{color Red})
punkt(D, pigment{color Red})

text{ttf "timrom.ttf" "A" 0.1,0 pigment{Red} translate 3. 3*A scale 0.3}
text{ttf "timrom.ttf" "B" 0.1,0 pigment{Red} translate 3. 3*B scale 0.3}
text{ttf "timrom.ttf" "C" 0.1,0 pigment{Red} translate 3. 3*C scale 0.3}
text{ttf "timrom.ttf" "D" 0.1,0 pigment{Red} translate 3. 3*D scale 0.3}
#end

#macro mittelebenengleichung(a,b,c,d,m,A,B)
/* Die Gleichung der zur Strecke AB senkrechten Ebene, die du rch deren

Mittelpunkt m geht, hat die Gleichung ax+by+cz=d */
#declare ab = B-A; #declare a = ab.x;
#declare b = ab.y; #declare c = ab.z;
#declare m = A+ab/2; #declare d = a*m.x + b*m.y + c*m.z;
#end
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// Makro: Mittelebene: Ebene (als duenner Quader) durch den Mittelpunkt
einer Strecke AB, senkrecht zu AB

#macro mittelebene(A,B,textur)
#declare ab = B-A;
#declare X = ab.x;
#declare Y = ab.y;
#declare Z = ab.z;
#declare m = A+ab/2;
#declare K = X*m.x + Y*m.y + Z*m.z;
#if ( Y = 0 )
#if ( Z = 0 )
box {<-intervall/1000, - intervall, -intervall>

<intervall/1000, intervall, intervall>
texture {textur} no_shadow
translate m

}
#else
box {<-intervall, - intervall, -intervall/1000>

<intervall , intervall , intervall/1000>
texture {textur} no_shadow
rotate <0, degrees(atan2(X,Z)) ,0>
translate m

}
#end

#else
#if ( X*X + Z*Z = 0 )
box {<-intervall, - intervall/1000, -intervall>

<intervall, intervall/1000, intervall>
translate <0,-K/Y,0>
texture {textur} no_shadow
}

#else
#declare VX1 = <0,1,0>;
#declare VX2=vnormalize(<X,Y,Z>);
#declare VY=vnormalize(vcross(VX2,VX1));
#declare VZ1=vcross(VY,VX1);
#declare VZ2=vcross(VY,VX2);
box {<-intervall, - intervall/1000, -intervall>

<intervall, intervall/1000, intervall>
matrix < VX1.x, VY.x, VZ1.x,

VX1.y, VY.y, VZ1.y,
VX1.z, VY.z, VZ1.z,

0 0 0 >
matrix < VX2.x, VX2.y, VX2.z,

VY.x, VY.y, VY.z,
VZ2.x, VZ2.y, VZ2.z,
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0, 0, 0 >
translate m
texture {textur} no_shadow
}

#end
#end
#end

start()

Hier sehen wir drei Mittelebenen und die Umkugel:

Der folgende Text stammt von Andr�e Henning.

Hier sollen nun die In- und Umkugeln r•aumlicher Vierecke (Tetraeder) dargestellt
werden. Diese bilden das dreidimensionale Analogon zu den In- und Umkreisen von
Dreiecken in der Ebene. Das Tetraeder soll dabei nur an Hand seiner vier Eckpunkte
gegeben sein. Die vier Eckpunkte d•urfen nicht in einer Ebene liegen, da sonst kein
Tetraeder entsteht.
Die Umkugel ist hierbei jene Kugel, die das Tetraeder genau in seinen vier Eckpunkten
ber•uhrt. Die Inkugel diejenige Kugel, die das Tetraeder in jeder Seiten
•ache genau
einmal ber•uhrt.
Eine ausf•uhrliche Beschreibung mit Beweisen und ausf•uhrlicherer Herleitung des Quell-
textes �ndet sich in der Bachelorarbeit

"
In- und Umkugeln r•aumlicher Vierecke\ (Andr�e

Henning, Humboldt Universit•at zu Berlin, 17.06.2009).

Die Umkugel

F•ur die Umkugel bestimmt man zun•achst ihren Mittelpunkt. Dieser ist der Schnitt-
punkt der mittelsenkrechten Ebenen auf die Kanten des Tetraeders. Man kann relativ
schnell Normalenvektoren der Ebenen bestimmen und so ein Gleichungssystem aufstel-
len, dessen eindeutige L•osung die Koordinaten des Mittelpunkts der Umkugel liefert.
Der Radius der Umkugel ist o�ensichtlich der Abstand vom Mittelpunkt zu einer der
Ecken des Tetraeders.
Als Makro in POV-Ray sieht das folgenderma�en aus:
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#macro tetra_umk(P1, P2, P3, P4)
#if (vdot(vcross(P2-P1,P3-P1),P4-P1) = 0)

text{ ttf "ARIAL.TTF" "Fehler, die vier Punkte liegen in ein er Ebene."
,0.1,0 no_shadow }

#else
#local A = 0.5*(P1+P2);
#local B = 0.5*(P1+P3);
#local C = 0.5*(P3+P4);

#local n1 = 0.5*(P1-P2);
#local n2 = 0.5*(P3-P1);
#local n3 = 0.5*(P4-P3);

#local r3_zaehler =
vdot(C,n3) - (n3.x/n1.x)*vdot(A,n1) -
((vdot(B,n2) - (n2.x*n1.x)*vdot(A,n1)) *
((n3.y - n1.y*(n3.x/n1.x)) / (n2.y - n1.y*(n2.x/n1.x))));

#local r3_nenner =
n3.z - n1.z*(n3.x/n1.x) -
(n2.z-n1.z*(n2.x/n1.x))*((n3.y-n1.y*(n3.x/n1.x))
/ (n2.y-n1.y*(n2.x/n1.x)));

#local r3 = r3_zaehler/r3_nenner;

#local r2_zaehler = vdot(B,n2) - (n2.x/n1.x)*vdot(A,n1) -
r3*(n2.z - n1.z*(n2.x/n1.x));

#local r2_nenner = n2.y - n1.y*(n2.x/n1.x);
#local r2 = r2_zaehler/r2_nenner;

#local r1 = (vdot(A,n1) - r2*n1.y - r3*n1.z)/n1.x;

#local M_Umkugel = <r1,r2,r3>;

#local Radius_Umkugel = sqrt(vdot((M_Umkugel-P1),(M_Umkugel-P1)));

cylinder{P1,P2, 0.025 texture{pigment{color Green}}}
cylinder{P1,P3, 0.025 texture{pigment{color Green}}}
cylinder{P1,P4, 0.025 texture{pigment{color Green}}}
cylinder{P2,P3, 0.025 texture{pigment{color Green}}}
cylinder{P2,P4, 0.025 texture{pigment{color Green}}}
cylinder{P3,P4, 0.025 texture{pigment{color Green}}}

sphere{M_Umkugel, Radius_Umkugel
texture{pigment{color rgb<10,10,10> transmit 0.8}}}

#end
#end
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Die Inkugel

F•ur die Inkugel muss ebenfalls der Mittelpunkt bestimmt werden. Dies gestaltet sich
jedoch nicht ganz so einfach, wie bei der Umkugel. Man ben•otigt hier die winkel-
halbierenden Ebenen zu den Seiten
•achen des Tetraeders. Davon gibt es jedoch pro
Seiten
•achenpaar immer zwei. Ben•otigt wird jedoch die Winkelhalbierende, die in das
Tetraeder hineingeht. Um diese zu bestimmen, wird zun•achst mit Hilfe des Spatpro-
dukts bestimmt, wie ausgew•ahlte Eckpunkte des Tetraeders orientiert sind, um daran
eine Fallunterscheidung zur Bestimmung der Winkelhalbierenden zu erhalten.
Dann bestimmt man•uber die Normalenvektoren der Seiten
•achen und Vektoren inner-
halb der Schnittkante der Seiten
•achen die Normalenvektoren der Winkelhalbierenden.
Im Anschluss daran l•ost man, wie bei der Umkugel auch, ein Gleichungssystem und
erh•alt so die Koordinaten des Mittelpunkts der Inkugel.
Der Radius ist dann die L•ange des Lotes vom Inkugelmittelpunkt auf eine der Seiten-

 •achen des Tetraeders.
Als POV-Ray Makro erh•alt man folgendes:

#macro tetra_ink(P1, P2, P3, P4)
#if (vdot(vcross(P2-P1,P3-P1),P4-P1) = 0)
text{ ttf "ARIAL.TTF" "Fehler, die vier Punkte liegen in ein er Ebene."

,0.1,0 no_shadow }
#else
#if (vdot(vcross(P2-P1,P3-P1),P4-P1) > 0)

#local n132 = vcross(P2-P1,P3-P1)/
sqrt(vdot(vcross(P2-P1,P3-P1),vcross(P2-P1,P3-P1))) ;

#local n124 = vcross(P4-P1,P2-P1)/
sqrt(vdot(vcross(P4-P1,P2-P1),vcross(P4-P1,P2-P1))) ;

#local n143 = vcross(P3-P1,P4-P1)/
sqrt(vdot(vcross(P3-P1,P4-P1),vcross(P3-P1,P4-P1))) ;

#local n423 = vcross(P3-P4,P2-P4)/
sqrt(vdot(vcross(P3-P4,P2-P4),vcross(P3-P4,P2-P4))) ;

#else
#local n132 = vcross(P3-P1,P2-P1)/

sqrt(vdot(vcross(P3-P1,P2-P1),vcross(P3-P1,P2-P1))) ;
#local n124 = vcross(P2-P1,P4-P1)/

sqrt(vdot(vcross(P2-P1,P4-P1),vcross(P2-P1,P4-P1))) ;
#local n143 = vcross(P4-P1,P3-P1)/

sqrt(vdot(vcross(P4-P1,P3-P1),vcross(P4-P1,P3-P1))) ;
#local n423 = vcross(P3-P2,P4-P2)/

sqrt(vdot(vcross(P3-P2,P4-P2),vcross(P3-P2,P4-P2))) ;
#end

#local n = vcross(P4-P1,n124 + n143);
#local n0 = n/(sqrt(vdot(n,n)));
#local m = vcross(P2-P1,n132 + n124);
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#local m0 = m/(sqrt(vdot(m,m)));
#local o = vcross(P3-P2,n423 + n132);
#local o0 = o/(sqrt(vdot(o,o)));

#local r3_zaehler = vdot(P2,o0) - (o0.x/n0.x)*vdot(P1,n0 ) -
(vdot(P1,m0)-(m0.x/n0.x)*vdot(P1,n0)) *
((o0.y-(n0.y*o0.x/n0.x))/(m0.y-(n0.y*m0.x/n0.x)));

#local r3_nenner = o0.z-(n0.z*o0.x/n0.x) -
(m0.z -(n0.z*m0.x/n0.x))*
((o0.y-(n0.y*o0.x/n0.x))/(m0.y-(n0.y*m0.x/n0.x)));

#local r3 = r3_zaehler/r3_nenner ;

#local r2 = (vdot(P1,m0) - (m0.x/n0.x)*vdot(P1,n0) -
r3*(m0.z - (n0.z*m0.x/n0.x)) ) / (m0.y - (n0.y*m0.x/n0.x)) ;

#local r1 = (vdot(P1,n0) - r2*n0.y - r3*n0.z)/n0.x;

#local M_Inkugel = <r1,r2,r3>;

#local Radius_Inkugel = vdot(M_Inkugel,n124)- vdot(P1,n 124);

cylinder{P1,P2, 0.05 }
cylinder{P1,P3, 0.05 }
cylinder{P1,P4, 0.05 }
cylinder{P2,P3, 0.05 }
cylinder{P2,P4, 0.05 }
cylinder{P3,P4, 0.05 }

sphere{M_Inkugel, Radius_Inkugel
texture{pigment{color White transmit 0.8}}}

#end
#end
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8.8 B�ezier-Fl •achen

Eine B�ezier-Kurve ist eine durch drei Punkte bestimmte Kurve 2. Grades: sie beginnt
am ersten und endet am dritten Punkt und die Verbindungsgerade zwischen 1. und
2. Punkte ist deren Tagente am ersten Punkt, die Verbindungsgerade zwischen 2. und
3. Punkt ist die Tangente am dritten Punkt. Wenn man mehrere solche Kurvenst•ucke
so zusammensetzt, da� die die Tangentenrichtungen an den Anschlu�punkten •uberein-
stimmen, erh•alt man glatte •Uberg•ange zwischen den Kurvenst•ucken. Das folgende Bild
ist aus drei Kurvenst•ucken zusammengesetzt, sie verlaufen zwischen den Ber•uhrungs-
punkten der Tangenten:

(Wikipedia) A given B�ezier surface of order (n; m) is de�ned by a set of (n + 1)( m + 1)
control points ki;j . It maps the unit square into a smooth-continuous surface embedded
within a space of the same dimensionality aski;j . For example, if k are all points in a
four-dimensional space, then the surface will be within a four-dimensional space.
A two-dimensional B�ezier surface can be de�ned as a parametric surface where the
position of a point p as a function of the parametric coordinatesu; v is given by:

p(u; v) =
nX

i =0

mX

j =0

B n
i (u) B m

j (v) ki;j

evaluated over the unit square, where

B n
i (u) =

�
n
i

�
ui (1 � u)n� i

is a Bernstein polynomial.
Some properties of B�ezier surfaces:

� A B�ezier surface will transform in the same way as its control points under all
linear transformations and translations.
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� All u = constant and v = constant lines in the (u; v) space, and, in particular,
all four edges of the deformed (u; v) unit square are B�ezier curves.

� The surface does not in general pass through the control points except for the
corners of the control point grid.

� The surface is contained within the convex hull of the control points.

Die folgenden Java-Methoden aus dem PaketHUMath.Algebra k•onnen helfen, die
ben•otigten Werte zu berechnen:

/** i-tes Bernstein-Polynom vom Grad n */
public static DX bernstein(int n, int i) //erzeugt B^n_i(x)
{

DX p, q, d, x, e;
e = new DX(); e.co = 1.0; // 1
x = new DX(); x.co = 1.0; x.ex = 1; // x
d = DX.sub(e, x); // 1 - x
if ((i < 0) || (n < i)) return null;
else if (n == 0) return e;
else // Rekursion
{

p = DX.mult(d, bernstein(n-1, i));
q = DX.mult(x, bernstein(n-1, i-1));
return DX.add(p, q);

}
}

/** Zahl einsetzen; hier ist bei evtl. schwach besetzten Pol ynomen
das Horner-Schema unangebracht */

public static double wert(DX p, double x)
{

DX f; double erg = 0.0, h, f = p;
while (!iszero(f))
{

h = Math.pow(x, f.ex);
h = h * f.co;
erg = erg + h;
f = f.next;

}
return erg;

}

Hier sind die Ergebnisse:

B 1
0 = � x + 1

B 1
1 = x
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B 2
0 = x2 � 2x + 1

B 2
1 = � 2x2 + 2x

B 2
2 = x2

B 3
0 = � x3 + 3x2 � 3x + 1

B 3
1 = 3x3 � 6x2 + 3x

B 3
2 = � 3x3 + 3x2

B 3
3 = x3

Wir stellen uns die 9 Kontrollpunkte als die Eintr•age einer 3� 3-Matrix vor. Vier der
9 Punkte (die an den

"
Ecken\ der Matrix gelegenen) liegen auf der Fl•ache, sie sind

deren
"
Eckpunkte\; die Dreiecke

[p0;0; p0;1; p1;0]; [p0;2; p1;2; p0;1]; [p2;0; p1;0; p2;1]; [p2;2; p1;2; p2;1]

tangieren die Fl•ache. Wenn man die Punkte etwa so wie die Matrixeintr•age anordnet,
erh•alt man so etwas wie ein Dach:

Jedoch k•onnen die Punkte beliebig im Raum verteilt sein:
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Hier wird der Rock etwas gel•upft und es sind H•oheninformationen enthalten:

8.9 Quadernetze

Der folgende Text und die Abbildungen stammen von Hanna M•uller (Bachelorarbeit

"
W•urfelnetze und ihre Darstellung in POV-Ray\ Humboldt Universit•at zu Berlin,

19.2.2010).

Ein W•urfel besteht aus sechs kongruenten Quadraten, die seine Seiten
 •achen ausma-
chen, zw•olf gleichlangen Kanten und acht Ecken, an denen je drei Seiten
 •achen so-
wie drei Kanten zusammentre�en. Alle Netze des W•urfels bestehen aus diesen Seiten-

 •achen, also aus sechs kongruenten Quadraten, die auf unterschiedliche Arten zusam-
menh•angen.
Im Folgenden betrachte ich die kombinatorischen Anordnungen dieser Qua- drate. In
sechs Schritten werde ich jeweils eine Fl•ache hinzuf•ugen (dranheften) und die verschie-
denen M•oglichkeiten der Anheftung durchgehen. Dabei werden kongruente Anordnun-
gen nicht beachtet und unm•ogliche Anordnungen ausgeschlossen. Die Seiten der Qua-
drate, die beim Falten des Polyeders zusammen geheftet werden, also eine Kante des
W•urfels bilden, kennzeichne ich durch entsprechende Farbgebung.
1. Bei dem ersten Quadrat gibt es noch keine Variationsm•oglichkeiten. 2. Egal an
welcher der vier Kanten das zweite Quadrat angeheftet wird,es entsteht immer eine
kongruente Figur. Daher bleibt auch hier nur eine Anordnung.
3. Das dritte Quadrat kann an sechs Seiten angeheftet werden, es ent- stehen dabei zwei
inkongruente Anordnungen. In der Anordnung 3.2. gibt es erstmalig zwei Seiten
•achen,
die beim Falten des Polyeders eine gemeinsame Kante bilden.4. Das vierte Quadrat
wird an beide Varianten von 3. angeh•angt. Es gibt vier m•ogliche Varianten. Au�erdem
entsteht hier die erste unm•ogliche Anordnung. 5. Das Anheften des f•unften Quadrates
erzeugt acht verschiedene m•ogliche Anordnungen. Zudem entstehen drei unm•ogliche
Strukturen.
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6. Durch das Anheften des sechsten und somit letzten Quadrates werden die elf endg•ulti-
gen regul•aren Netze des W•urfels vervollst•andigt.

Nun wollen wir aus diesen Netzen wirklich W•urfel falten, es sollen Videos hergestellt
werden. Dazu m•ussen die Seiten
•achen schrittweise gedreht werden. Derrotate -Befehl
dreht um die Koordinatenachsen, wir drehen also ein Quadrat, verschieben es um die
Kantenl•ange nach hinten, f•ugen vorn wieder ein Quadrat an, das wir mit dem ersten
durch eineunion-Anweisung verbinden und drehen nun dieses Objekt gemeinsam. Das
tun wir mit allen Seiten
 •achen. Nach einiger Zeit sieht es so aus:

#declare Fold_Angle = -90*clock;

union{ // A + B + C
object{ Square no_shadow} // C
union{ // A + B

object{ Square no_shadow} // B
object{ Square // A

rotate<Fold_Angle ,0,0>
translate<0,0,1> no_shadow

}
rotate<Fold_Angle,0,0>
translate<0,0,1>

} // end A + B
rotate<Fold_Angle,0,0>
translate<0,0,1>

} // end A + B + C
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object{ Square no_shadow} // D
object{ Square // E

translate<-1,0,0>
rotate<0,0,Fold_Angle> no_shadow

}
object{ Square // F

rotate<0,0,-Fold_Angle>
translate<1,0,0> no_shadow

}

8.10 Neun Punkte

Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt, eine Kurve zweiten Grades durch f•unf
Punkte, und eine quadratische Fl•ache durch neun Punkte.

8.11 Hyperboloid

Was f•ur Kurven entstehen, wenn man ein Hyperbolid mit einer Ebeneschneidet?
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Wenn man die lineare Gleichung der Ebene nach einer Variablen au
 •ost und dies in die
quadratische Gleichung der Ebene einsetzt, entsteht eine Gleichung zweiten Grades in
zwei Variablen, und diese stellt bekanntlich einen Kegelschnitt dar.
Ein Hyperboloid erh•alt man so:

quadric{<1,-1,1>,0,0,-1 pigment{color rgbt<1,0,0,0.8> }

Dies ist aber ein zweidimensionales Gebilde und eignet sichnicht zum Bilden von
Durchschnitten. Mas folgende Makro ergibt eine Hyperbel, die aus 800 Punkten zu-
sammengesetzt ist:

#macro hyp()
#local i = 4;
#local inc = 0.02;
union
{
#while (i >= -4)

punkt(<sqrt(1+i*i),i,0> pigment{color Yellow})
#local i = i - inc;

#end
}
#end

L•a�t man diese Hyperbel um diey-Achse rotieren, so erh•alt man ein dreidimensionales
Objekt aus Tausenden von Punkten und man kann den Durchschnitt mit einem d•unnen
Quader bilden:

Die Herstellung dieses Bildes dauerte 90 Minutan und es entstehen unsch•one scheifende
Schnitte. Besser ist also, die Schnittkurve zu berechnen und punktweise zu zeichnen.
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