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Kapitel -1
Vorwort

Dies ist eine Ausarbeitung einer Anfingervorlesung zur linearen Algebra, die ich seit
1985 mehrfach an der Humboldt-Universitidt gehalten habe.

Ich habe Ende der 60er Jahre an der Humboldt-Universitat Mathematik studiert und
war danach lange Zeit als Assistent beschéftigt. Dadurch hatte ich das Gliick, eine ganze
Reihe von Berliner Algebraikern bei ihren Vorlesungen zur linearen Algebra beobachten
zu konnen, wenn ich als Ubungsleiter in den entsprechenden Ubungen eingesetzt war.
Ich konnte so bei ganz verschiedenartigen Lesenden Erfahrungen sammeln und gleich-
zeitig in der Arbeit mit den Studenten feststellen, welche Art und Weise der Anordnung
des Stoffs und seiner Darstellung es den Studenten leichter oder schwerer macht, sich
die notwendigen Kenntnisse anzueignen.

In der linearen Algebra gibt es zunéchst drei Schwerpunkte, die zu bedienen sind:
e lineare Gleichungssysteme,
e Vektorrdume und lineare Abbildungen,
e analytische Geometrie.

Alle drei sind gleichwertig, genauer gesagt: Jeder wesentliche Satz in einer der drei
Komponenten ist auch in jeder der restlichen ausdriickbar. Es ist also schon eine Frage,
von wo aus man das Knéuel aufwickeln soll.

Ein zentraler und schwieriger Begriff ist der der linearen Unabhéngigkeit. Nachdem
man sich diesen Begriff angeeignet hat, sind gegebene Mengen von Vektoren auf lineare
Unabhéngigkeit hin zu iiberpriifen. Dazu ist meist ein lineares Gleichungssystem zu
16sen. Also ist es sicher nicht abwegig, die Theorie der linearen Gleichungssysteme an
den Anfang zu stellen. Dieser Weg ist von den meisten meiner Lehrer nicht beschritten
worden, ich selbst habe sogar auf Veranlassung eines dieser Herren wihrend meines
Studiums einen Beitrag zu einem Skript verbrochen, worin die Einfiihrung in die lineare
Algebra mit der Behandlung der Kategorie der Matrizen begann.

Wir beginnen also mit der Behandlung linearer Gleichungssysteme und dem Gaufischen
Algorithmus (Kapitel 1). Um die Struktur der Losungsmenge eines homogenen Glei-
chungssystems beschreiben zu kénnen, werden anschlieend die Grundlagen der Theorie
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6 KAPITEL -1. VORWORT

der Vektorraume gelegt (Kapitel 2). Die neuen Begriffe werden in die Sprache der Glei-
chungssysteme iibertragen (Kapitel 3). Im Kapitel 4 werden lineare Abbildungen und
Matrizen im Zusammenhang studiert. Im Kapitel 5 wird in die affine Geometrie ein-
gefiihrt (Beschreibung von Unterrdumen durch Gleichungssysteme, affine Abbildungen
und ihre Matrixdarstellungen). Das kurze Kapitel 6 behandelt den Begriff des dua-
len Vektorraums. Im Kapitel 7 werden Bilinearformen behandelt: Matrixdarstellung,
Lagrange-Diagonalisierung, Tragheitssatz. Ferner wird die Jacobi-Diagonalisierung und
Strassens schnelle Matrixmultiplikation eingefiihrt, als Anwendung der Diagonalisie-
rungssitze werden Quadriken klassifiziert. Die Einfithrung des Begriffs der Determinan-
te (Kapitel 8) folgt der Weierstra3schen Definition, der Laplacesche Entwicklungssatz
beweist die Existenz und die ,,Leibnizsche Definition“ die Einzigkeit der Determinanten-
funktion. Das Kapitel 9 fiihrt {iber die Quaternionen zum Skalar- und Vektorprodukt.
Im Kapitel 10 werden Eigenwerte und -vektoren von Matrizen behandelt. Zum Ende
des ersten Semesters werden ,zur Erholung® Polynome behandelt (Kapitel 11): groiter
gemeinsamer Teiler, Newtonsche Formeln fiir symmetrische Polynome und als Anwen-
dung eine Rekursionsformel zur Berechnung der Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms einer Matrix.

Der Beginn des zweiten Semesters wird durch eine Folge von langen Beweisen geprigt,
als deren Ergebnis die Jordansche Normalform erscheint (Kapitel 12). Zu bemerken
ist, dafl konsequent auf den Begriff des Faktorraums verzichtet wird, der in der Vektor-
raumtheorie ja eigentlich auch iiberfliissig ist. Als Anwendung werden rekursive Folgen
behandelt. Es folgt ein umfangreiches Kapitel 13 iiber Euklidische Vektorraume. Hier
wird neben dem Ublichen auf einige fiir numerische Anwendungen relevante Verfahren
eingegangen. Kapitel 14 behandelt einige Fragen der Euklidischen Geometrie und fiihrt
in die projektive Geometrie ein. Danach werden Polynommatrizen und deren Normal-
formen behandelt, ein Thema, das nicht zum Standardumfang der linearen Algebra
gehort, aber einen abrundenden Riickblick gestattet (Kapitel 15).



Kapitel 0

Einfiihrung

0.1 Mengen

! Bei jedem mathematischen Teilgebiet steht (mehr oder weniger deutlich) am Be-
ginn der Begriff der ,Menge“: Man betrachtet Mengen von , Elementen®, wobei diese
Elemente irgendetwas sein kénnen. Als erste Beispiele seien nur genannt: Die Menge

e N der natiirlichen Zahlen, d.h. der positiven ganzen Zahlen,

7, der ganzen Zahlen,

( der rationalen Zahlen,

R der reellen Zahlen,

der stetigen Funktionen im offenen Intervall von 0 bis 1,

der in diesem Augenblick lebenden Menschen,

der Atome des Universums, usw.

Fiir viele mathematische Untersuchungen geniigt es, wenn man die Mengen ,naiv"
auffafit: Danach ist eine Menge eine Zusammenfassung von wohl unterscheidbaren Ob-
jekten unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen. Darin soll einge-
schlossen sein, dafl von jedem ,Ding" an sich feststeht, ob es zur Menge gehort oder
nicht. Man verwendet die folgenden Bezeichnungen und Redeweisen:

!Diesen Abschnitt habe ich dem Skript ,Lineare Algebra“ von Max Koecher, Miinchen 1968 ent-
nommen
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Bezeichnung: Bedeutung;: Redeweise
reA x ist Element von A x aus A
g A x ist keine Element von A x nicht aus A
BCA fiir jedes x € B gilt z € A B Teilmenge von A
B=A BCAud ACB B gleich A
B¢ A BCAund B4 A B echte Teilmenge von A
A={a,b,...} A besteht aus den

nicht notwendig verschiedenen
Elementen a, b, . ..

die Menge der a, b, . ..

{z |z €A Ex)}

Die Menge der x € A,
welche die Eigenschaft F(z) haben

0 die Menge, die kein Element enthélt | leere Menge
AUB {z | x € Aoder x € B} Vereinigung von A und B
ANB {r|z € Aund x € B} Durchschnitt von A und B
ANB =1 A und B sind disjunkt

Ui [ € 1) = Ui A

{z | esgibt i e I mitx € A;}

Vereinigung der A;

(A [ i€ 1) = Nies A

{z| firalleie I gilt x € A;}

Durchschnitt der A;

(B|Bc A

Potenzmenge von A
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Rechenregeln:

ACA, ) C A, reAs {r} CA,

aus A C Bund B C C folgt A C C,

AUA=A, AnA=A,  ANBCACAUB,
AUD= A, ANd =0,
AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC,
AN(BNC)=(ANB)NC=ANBNC,
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Die beiden letzten Regeln kann man sich anschaulich klarmachen: Féarben Sie die ent-
sprechenden Bereiche!

Sie bediirfen jedoch eines Beweises, der z.B. wie folgt ablauft:
Behauptung: AU(BNC)C (AUB)N(AUC)

Beweis: z € AU(BNC) = (r € A)oder (x € Bundx € C) =2 € AUBund x €
AuC=z€(AUB)N(AUB). |

Behauptung: (AUB)N(AUB) C AU (BNC)

Beweis: x € (AUB)N(AUB) =2 € AUBunda € AUC = (z € Aoderz €
B)und (x € Aoderx € C') = (r € Aoder (xt € Bundz € C) = = € Aoder z €
BNC=2z€AU(BNC). O

Die andere Regel beweist man durch ,Dualisierung”: Man vertauscht N und U und
,2und“ und ,oder®.

Sind Ay, ..., A, endlich viele Mengen, dann bildet man die (geordneten) n-Tupel
(ay,...,a,) mit a; € A; furi=1,...,n

und definiert (ay, ..., a,) = (by,...b,) dann und nur dann, wenn a; = b; fiiri = 1,..., n.
Die Menge dieser n-Tupel nennt man das direkte Produkt der Mengen Ay, ..., A, und
schreibt

Ay x Ay x .o x Ay ={(a1,...,a,) | a; € A;}.

Rechenregeln:
AxB=0= A=0oder B=1, (AxC)U(BxC)=(AUB) xC,
(AxC)N(BxD)=(ANB)x (CND,).

Man beachte, das nicht alles, was hingeschrieben werden kann, eine Menge ist. Z.B. hat
es keinen Sinn, von der ,Menge aller Mengen* zu sprechen. In der Mathematik kommt
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man mit den folgenden ,,mengenerzeugenden® Prinzipien aus: {a} ist eine Menge; wenn
A eine Menge ist und B C A, so ist B eine Menge; wenn A und B Mengen sind, so ist
A x B eine Menge; wenn (A; | ¢ € I) eine Familie von Mengen ist, so ist (J,.; A; eine
Menge; wenn A eine Menge ist, so ist P(A) eine Menge; Z ist eine Menge.

0.2 Abbildungen

X und Y seien zwei nichtleere Mengen, F' C X x Y heifit Graph von X in Y, wenn es
zu jedem = € X genau ein y € Y mit (z,y) € F gibt. Man definiert dann f(x) = y, falls
(x,y) € F ist und nennt f die zum Graphen F' gehérige Abbildung (oder Funktion)
auf X mit Werten in Y. Hierfiir werden die folgenden Schreibweisen verwendet:

fiX —Y; xe fla)

Man nennt X die Quelle (den Definitionsbereich) und Y das Ziel (den Wertevorrat)
von f. Fir A C X, B C Y definiert man f(A) = {f(z) | x € A} als Bild von A und
fYB) ={z | x € X undf(z) € B} C X als Urbild von B. Ferner nennt man die
Abbildung f : X — Y surjektiv, wenn f(X) =Y, injektiv, wenn f(z) = f(y) nur fiir
x = y gilt, und bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

Die Abbildung f : X — Y induziert auf jeder Teilmenge A von X eine Abbildung
flA:A— Y vermoge (f | A)(x) = f(x) fiir x € A, sie heifit die Einschrinkung von
f auf A.

Die identische Abbildung = +— z von X auf sich wird mit idy bezeichnet.

Fiir zwei Abbildungen f: 2 — Y, g : Y — Z kann man die komponierte Abbildung
gof: X — Z xw— g(f(x)) erklaren.

Es gilt ho(go f)=(hog)o f.

Ist f: X — Y bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung f~! : Y — X, die durch
f~Hy) = z definiert ist, falls y = f(z) ist. Dann ist f~! ebenfalls bijektiv und es gilt
f o f_l = idy und f_l o f = idx.

Zwei Mengen heiflen gleichméchtig, wenn eine bijektive Abbildung zwischen ihnen gibt.
Eine Menge heiit endlich (bzw. unendlich), wenn sie nur endlich viele (bzw. unendlich
viele) Elemente besitzt. Eine zur Menge N gleichméichtige Menge X heifit abzdhlbar; ih-
re Elemente kann man durch die natiirlichen Zahlen indizieren: X = {a; | i =1,2,...}.

0.3 Aquivalenzrelationen

Sei A eine Menge. Eine Menge R C A x A heifit Aquivalenzrelation auf A, wenn gilt
1. Fir a € A gilt (a,a) € R (Reflexivitét).
2. Aus (a,b) € R folgt (b,a) € R (Symmetrie).

3. Aus (a,b) € R, (b,c) € R folgt (a,c) € R (Transitivitit).
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Fiir (a,b) € R schreibt man auch a ~ b, wenn klar ist, um welche Relation es sich
handelt.
Die Menge

lalp ={b€eA|b~a}

heift die Aquivalenzklasse von a. Es gilt
A=|J(a]r | a € A)

und es ist [a]g N [b]g & 0 genau dann, wenn a ~ b, also wenn die Aquivalenzklassen
ibereinstimmen.

Die durch
A/R ={[a]g | a € A}

definierte Teilmenge von P(A) heiit die Faktormenge von A nach R. Offenbar ist die
»kanonische* Abbildung p: A — A/R,a — [a]g ist surjektiv.

0.4 Zahlen

Das Losen von Gleichungen ist eine grundlegende mathematische Aufgabenstellung.
Eine Gleichung kann man in der Form AX = B schreiben, dabei seien A und B gegeben
und X gesucht. In jedem konkreten Sachverhalt mufl man sich aber dariiber im klaren
sein, was A, B, X fiir Objekte sein sollen, wie das Zeichen ,=* zu interpretieren ist
und wie aus A und X das Objekt AX entstehen soll. Wir werden sehen, dafl sich
sehr allgemeine Gleichungen in der beschriebenen Weise darstellen lassen, wenn diese

Interpretation in geeigneter Weise gewéhlt wird.

Beispiele fiir Gleichungen sind:
30 =9; 2° +ar +b=0; z, + 2xy = 5; sin(z) = 0, 5.

Meist kommen in Gleichungen Zahlenkoeffizienten vor und die Unbekannten sind Zah-
len aus einem bestimmten Zahlbereich. Sie kennen aus der Schule die folgenden Zahl-
bereiche:

N, die Menge der natiirlichen Zahlen,

7, die Menge der ganzen Zahlen,

(, die Menge der rationalen Zahlen,

R, die Menge der reellen Zahlen und

C, die Menge der komplexen Zahlen.

Die letzten drei dieser Bereiche haben gemeinsame Eigenschaften, die man in den fol-
genden Axiomen zusammenfafit:

Definition: Eine Menge R heifit Korper, wenn zu je zwei Elementen r,s € R eine
soumme” r + s und ein ,Produkt® rs gegeben ist (dies sollen wieder Elemente aus R
sein), so daf} folgendes gilt:

L (r+b+c=r+(b+c),
(Assoziativgesetz der Addition)
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. es gibt ein Element 0 mit » + 0 = r fiir alle 7,

(Existenz eines neutralen Elements)

. zu jedem 7 € R gibt es ein v’ mit r + 1’ = 0,

(Existenz eines zu r inversen Elements, man schreibt fiir v gewohnlich —r)

.r+s=s+r firallers

(Kommutativgesetz der Addition)

(Wenn die Eigenschaften 1...4 erfiillt sind, sagt man: R bildet beziiglich der
Addition eine kommutative Gruppe.)

rs)t = r(st)
Assoziativgesetz der Multiplikation)

(

(
(r+s)t=rt+st

(

Distributivgesetz)

. rs=S8r

(Kommutativgesetz der Multiplikation)

. es gibt ein Element 1 in R mit 1r = r fiir alle r,

(Existenz eines neutralen Elements)

(Wenn die Eigenschaften 1...7 erfiillt sind, so sagt man: R ist ein kommutativer
Ring mit Einselement.)

. zu jedem 7 # 0 aus R gibt es ein r” mit rr” = 1.

(Existenz eines zu r inversen Elements; man schreibt fiir " gewdhnlich r—1).

Ohne dafiir Beweise anzugeben, werden wir im folgenden stets benutzen, dal Z ein

Ring ist und dal Q, R, C Korper sind. Wir werden Korperelemente kurz als ,,Zahlen®

bezeichnen.

Im folgenden werden wir stets einen fixierten Zahlbereich R zugrundelegen; Sie konnen
ohne weiteres annehmen, daf dies der Kérper R der reellen Zahlen ist.

Wir werden einige Abkiirzungen verwenden, die hier aufgezéahlt werden sollen:

Mit f : A — B bezeichnen wir eine Abbildung f einer Menge A in eine Menge B, und
wenn C' C A eine Teilmenge ist, so bezeichnet f | C' die Einschrankung der Abbildung

f auf die Teilmenge C.
Das Ende eines Beweises wird so angezeigt: O



Kapitel 1

Lineare (Gleichungssysteme

1.1 Grundlagen

Lineare Gleichungssysteme sind Thnen aus der Schule bekannt. Wir betrachten ein
Beispiel: Das folgende Gleichungssystem sei gegeben:

ar+by = c
dv+ey = f

(a,..., f sind gegebene Zahlen, z,y sind gesucht).

Als Losung dieses Gleichungssystems bezeichnen wir jedes Paar (x,y) von Zahlen, das
beide Gleichungen erfiillt. Wir nehmen an, dafl eine Losung existiert und nehmen mit
den vier Zahlen ax + by, ¢, dz + ey, f, von denen je zwei gleich sind, folgende Umfor-
mungen vor: Wir multiplizieren die Zahlen der ersten Zeile mit e, die der zweiten mit
b, subtrahieren beides und erhalten:

ear +eby = ec
bdx +eby = bf

und
eax — bdxr = ec — bf,
also ist, falls ea — bd # 0 ist,

ec —bf _af —cd
ca—bd VT eca—bvd

Wir machen noch die Probe:
(aec —abf + baf —bed) : (ea — bd) = ¢

(usw.) Hier haben wir also eine eindeutig bestimmte Losung gefunden.

Im folgenden werden wir versuchen, beliebige lineare Gleichungssysteme zu 16sen.

13



14 KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Eine Losung eines Gleichungssystems ist ein Paar, ein Tripel,... von Zahlen (je nach
dem, wieviele Unbekannte das System hat).

Definition: Fir:=1,...,mund j =1,...,n seien Zahlen a;; und b; gegeben, dann
nennt man die folgenden Bedingungen

a1121 + a12&2 + ... + AT, = bl
a91T1 + Q22T + ... + A2pTy = b2
11 + Qa2 + ..o+ Ty, = bm
ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und den n Unbekannten x4, ..., z,.
Die Menge aller n-tupel
r=(x1,...,2,)
bezeichnen wir mit R". Ein n-tupel (1, ..., x,), dessen Komponenten die Gleichungen

erfiillen, heifit eine Losung des Systems S; die Menge aller Losungen von S bezeichnen
wir mit LM (.S). Ein Gleichungssystem, wo alle b; gleich Null sind, heifit homogen, wenn
dies nicht der Fall ist, heiit es inhomogen. Zum gegebenen (inhomogenen) Gleichungs-
system

Zaijxj:bi,izl,...,m (S)
j=1

nennen wir das homogene Gleichungssystem
D ayr;=0,i=1,...,m (H)
j=1

das zu S gehorige homogene System.

Bemerkung zur Verwendung des Summenzeichens:

Aus schreibtechnischen Griinden werden wir oft auf die Angabe des Summationsindex
und seiner Grenzen verzichten. Meist ist aus dem Zusammenhang klar, welche Werte
dieser Index zu durchlaufen hat. Auflerdem ist der Summationsindex von anderen In-
dizes leicht zu unterscheiden: er tritt in dem dem ) -Symbol folgenden Term doppelt
auf!
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1.2 Eigenschaften homogener und inhomogener
Gleichungssysteme

Wir fithren zunéchst in R™ die folgenden Operationen ein: Seien x und y n-tupel und
r eine Zahl, dann setzen wir

r+y=(r14+ys, .., Tn+Yn)

und
re = (rey, ..., re,).
Sei
Zaijszo,izl,...,m (H)

ein homogenes Gleichungssystem. Dann gilt:

1. Es existiert stets eine Losung von H, ndmlich die triviale Losung (0,...,0).

2. Wenn z = (x1,...,2,) eine Losung von H und r eine Zahl ist, so ist auch das
Vielfache rx = (ray,...,rz,) eine Losung von H.

3. Wenn z = (x1,...,2,) und y = (1, - .., ¥,) Losungen von H sind, so ist auch die
Summe = +y = (1 + Y1, .., Ty + Yp) eine Losung von H.
Wenn z,y,z,... € R" und r,s,t,... Zahlen sind, so nennen wir das n-tupel

rr + sy +tz + ... eine Linearkombination von z,vy, z, . ..

Dann erhalten wir sofort

4. Jede Linearkombination von Losungen des Systems H ist eine Losung von H.

Sei nun wieder
Zaijxj:b,-,izl,...,m (S)

ein inhomogenes System und

Z&i]’l’j:o,i:]_,...,m (H)

das zugehorige homogene System.

5. Wenn y eine Losung von S und x eine Losung von H ist, so ist  + y eine Losung
von S.

Beweis: Y a;;(z; +y5) =D aijz; + > aiy; = b + 0.

6. Sei y eine Losung von S; dann hat jede Losung von S die Form y + x, wo z eine
geeignete Losung von H ist.

Beweis: Seien y und 3’ Losungen von S, d.h. es gilt

Zaijyj:bi,izl,...,m
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und
Zaijy/j = bZ,Z = 1,...,m.

Durch Subtraktion dieser Zahlen erhalten wir

Zaij(yj'—yj):0,i:1,...,m,

d.h. das n-tupel x = ' — y ist eine Losung von H und es gilt ¢/ = y + x. O

In Bezug auf lineare Gleichungssysteme werden wir die folgenden drei Fragen behan-
deln:

1. Wann existieren Losungen ?

2. Wie kann man alle Losungen berechnen ?

3. Welche Struktur hat die Losungsmenge 7

1.3 Elementare Operationen

Wir werden nun Operationen mit den Gleichungen eines gegebenen Gleichungssystems
einfithren, die uns bei der Bestimmung der Lésungsmenge niitzlich sein werden.
Sei das folgende lineare Gleichungssystem gegeben:

1121 + a2 + ... + AT, = bl

A1 T1 + Q2o + ...+ QT = by,

Typ 1. Sei ¢ # 0 eine Zahl, 1 < k < m, dann sei S; das folgende System:

a11T1 -+ a12T9 4+ ...+ ATy, = bl
cap1T1 + cara®s + ...+ cappxt, = cby
A1 L1 + QmaTo + ...+ QT = by,

(Die k-te Gleichung wird mit ¢ multipliziert.)
Typ 2. Sei 1 <4,k < m; dann sei Sy das folgende System:

a11T1 + A12T9 + ...+ ALy = bl
(a1 + ag1)zr + (a2 + ag2)r2 + ... + (Qin, + agn)Tn, = b+ by

Am1T1 + Am2To 4+ ...+ AnLy = bm

(Die i-te Gleichung wird zur k-ten addiert.)
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Typ 3. Sei 1 <4,k < m; dann sei S3 das folgende System:

a1 + @122 + ...+ apT, = b
ap1x1 + aQreXe + ... + Qpp®y = bk
1T + %2 + ... + AjpTy, = bl
Am1T1 + QpmaZ2 + ..o+ QppTy = bm

(Die i-te und k-te Gleichung werden vertauscht.)

Dann gilt der folgende

Satz 1.3.1 Die Operationen vom Typ 1, 2, 3 verdindern die Losungsmenge des Glei-
chungssystems nicht, d.h. es gilt

LM(S) = LM(S,) = LM(S3) = LM(S3).
Beweis: 1. Sei x = (x1,...,x,) € LM(S), dann gilt
Z&ijl'j :bl fir i = 1,...,m.

Wir betrachten die k-te Gleichung:

E A5 = bk
c g ay;x; = cby,

die anderen Gleichungen sind auch erfiillt, also ist € LM (.S;).

Folglich ist LM (S) bei beliebigen Operationen vom Typ 1 in LM (S;) enthalten; um-
gekehrt 148t sich S; durch eine Operation vom Typ 1 (ndmlich durch Multiplikation
der k-ten Gleichung mit %) in S iiberfiithren, also miissen beide Losungsmengen gleich
sein.

2. Sei wieder x = (x1,...,x,) € LM(S), also

Dann ist auch

E aijxj:bi furZ:l,,m

Wir betrachten die i-te und die k-te Gleichung:
Z CLZ'jLUj = bl
Z A5 = bk
Zaijzvj + Z&kjl'j = bz + bk = Z(CLU + &kj)l'j

Dann ist
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also © € LM (S,) fiir beliebige Operationen vom Typ 2.

Umgekehrt 148t sich Sy durch Operationen der Typen 1 und 2 wieder in S iiberfiihren,
also stimmen beide Losungsmengen iiberein.

3. Eine Operation vom Typ 3 148t sich aus Operationen der Typen 1 und 2 zusammen-
setzen, jedesmal bleibt die Losungsmenge ungeédndert. O

Folgerung 1.3.1 Seic # 0 € R,1,7 < m; wenn das c-fache der i-ten Gleichung von
S zur k-ten Gleichung addiert wird, so andert sich die Losungsmenge nicht. O

Mit diesen elementaren Operationen kénnen wir Gleichungssysteme in eine iibersicht-
liche Form bringen, wo die Losungsmenge leicht abzulesen ist.
Es erhebt sich die Platzfrage: Wie schreibt man ein Gleichungssystem rationell auf ?
Zum Beispiel:
r1 — 25(72 - 31’3
—41’1 + Ty — 21’3
—3x1 4+ dx9 + 13 =

|
SRS

Alle Information steckt im folgenden Schema (einer sogenannten Matrix):

1 -2 -3 4
-4 1 =2 5
-3 9 1 6

Wir streben an, die Matrix durch elementare Operationen mit ihren Zeilen, die den
obigen Operationen mit Gleichungen entsprechen, in die Form

o O =
O = O
— o O
o o Q

in eine ,reduzierte Form“ zu iiberfiihren; dem entspricht dann das Gleichungssystem

x1
i) =)
r3 = ¢,
dessen Losungsmenge man sofort ablesen kann (das wird nicht in jedem Fall moglich

sein). Uberlegen Sie sich, welche Operationen bei der folgenden Rechnung angewandt
wurden:

1 -2 -3 4 1 -2 -3 4 1 01 =2 1 0 0
0O -7 =14 21| =10 1 2 3|—=(012 -3|]—=10120
0 -1 -8 18 0 0 -6 15 00 1 =2 0 0 1

2

also erhalten wir die einzige Losung (%, 2, —g)

I [NORNIE
N ot
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1.4 Gauflscher Algorithmus

Wir wollen dieses Verfahren nun fiir ein beliebiges Gleichungssystem durchfiihren; das
folgende Verfahren wird als GauBscher Algorithmus bezeichnet.

Sei also ein Gleichungssystem

1121 + a2 + ... + A1pT, = bl

A1 T1 + Q2o + ...+ QpnTn, = by,

gegeben, dazu gehort die Matrix

aiq o Qip bl
(0751 . (0779 bl
Am1  --- Qmn bm

Wir setzen zuerst k = 1 (wir beginnen mit der ersten Zeile). Wir suchen den kleinsten
Spaltenindex j > k, so daf} die j-te Spalte ein von Null verschiedenes Element a;;,¢ > k
enthélt, und bringen die i-te Zeile durch Zeilenvertauschung in die k-te Zeile (falls
nicht schon ag; # 0 war). Nun multiplizieren wir die k-te Zeile mit (ax;)~', dann
steht an der Stelle (k, j) eine 1. Unter- und tiberhalb der 1 werden in der j-ten Spalte
Nullen erzeugt, indem wir das a;;-fache der k-ten Zeile von der i¢-ten subtrahieren
(1<i<kk<i<m).

Schliefflich erhchen wir, falls £ < m ist, den Index k& um 1 und beginnen von vorn, bis
wir keine von Null verschiedene Zahl mehr finden kénnen. Die entstandenen Spalten,
die eine 1 in der 1., 2., ... Zeile und sonst nur Nullen enthalten, heiflen ausgezeichnete
Spalten.

Als Ergebnis erhalten wir eine Matrix, die im allgemeinen folgende Gestalt haben kann
(in konkreten Fillen werden einige [nichtausgezeichnete| Spalten fehlen; die ausgezeich-
neten Spalten haben die Nummern k; ... k,):

0 ... 1 arpy41 -+ @lhy—1 0  Qrpyy1 ... Qig—1 O ..o by
0 ... 0 ... 0 1 agpyrr - aop—1 0 agpy1 ... bo
0 ... 0 1t o by
0 0 b
0 - e 0 by

Das dieser Matrix entsprechende Gleichungssystem, das dieselbe Losungsmenge wie das
gegebene besitzt, hat dann die folgende Gestalt S”:
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Ty + Q1 41T 41+ oo Qo 1Thy—1 0 A1 g1 Ty 1 +apr, = b
Ty + Q2 k1 1Tkot1 + e = by
Tk, + Qr ko +1 Lk 41 + .ot amT, = br
0 = br—l—l
0 = bn
Nun kénnen wir die Losungsmengen LM (S) = LM (S") ablesen:
Wenn die Zahlen b,,q,...,b, von Null verschieden sind, so existiert keine Losung,
andernfalls existiert eine Losung, was wir wie folgt einsehen:
Die ausgezeichneten Spalten entsprechen ausgezeichneten Unbekannten xy,, . . ., xy,, fiir

die restlichen (nicht-ausgezeichneten) Unbekannten wihlen wir beliebige Werte
ri=t,i=1,....n, i Fk, l=1,...r

Dann ist jedes n-tupel (x4, ..., x,) mit

eine Losung von S.

Wir fithren dies an einem Beispiel aus: Wir haben ein Gleichungssystem

ry + T2 + 31’4 = 2
25(71 + 25(72 + x3 —+ 71’4 = 6
—3.]71 - 3:172 - X3 — 10254 = -8

Dazu gehort die Koeefizentenmatrix

1 1 0 3 2 11
2 2 1 7 6 | — (0 0 1 1 2
-3 -3 -1 —-10 =8 0 0 -1 -1 =2

deren reduzierte Form ist

1
0
0

S O =
S = O
S = W
S NN

also sind x; und z3 ausgezeichnete Unbekannte, x5 = 5 und x4 = t4 konnen beliebig
gewahlt werden, also

ol 2 — 3t4 - tg 2 -1 -3
) . tg . 0 1 0
o | T 22s | T2 TR o | TR 2
T4 7 0 0 1
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Ein formaler Algorithmus

Eine Basis des Losungsraums eines homogenen Gleichungssystems 143t sich leicht er-
mitteln, wenn die ,, Anfangseinsen® in der reduzierten Zeilenstufenform ,am Anfang"
stehen. Der allgemeine Fall 148t sich wie folgt erledigen:

1. Fiille die reduzierte Form so durch Nullzeilen auf, dafl die Anfangseinsen in der
Diagonalen stehen.

O
— O
P
o O

2. Subtrahiere die ,,Einheitsmatrix*

o O
O =
— O

3. Die von Null verschiedenen Spalten bilden eine ,Basis” des Losungsraums.

Wir fithren das am obigen Beispiel durch:

110 3

00 1 1

00 00
1 1 0 3 1 0 0 0 0 1 0 3
0000 01 00| [0 =10 0
0011 |oo1o0of| 0o 0o o0 1
00 0 0 00 0 1 0 0 0 -1

Abschlieflend beweisen wir den folgenden

Satz 1.4.1 Sei Y a;jz; = 0,1 = 1,...,m, ein homogenes Gleichungssystem, fir das
n > m gilt (es gibt also mehr Unbekannte als Gleichungen) dann existiert eine Ldisung

(X1, ..., 2) # (0,...,0).
Beweis: Die reduzierte Form der Koeffizientenmatrix sieht etwa folgendermaflen aus:

1

—_
o O O O

1

Sie habe m Zeilen und n Spalten, davon r ausgezeichnete. (Wir haben nur die ausge-
zeichneten Spalten angedeutet.)

Da die Einsen der ausgezeichneten Spalten in verschiedenen Zeilen stehen, sind es
derer hochstens m, also weniger als n, es gibt also mindestens eine nichtausgezeichnete
Unbekannte, deren Wert von Null verschieden gewihlt werden kann. O
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1.5 Computerlésungen

Man kann einen Computer zur Losung linearer Gleichungssysteme nutzen. Ich habe
einige Java-Programme geschrieben, die im Java-Paket HUMath.Algebra zusammenge-
fafit sind, deren Dokumentation findet man unter
http://www.mathematik.hu-berlin.de/~1lamour/software/JAVA/HUMath/

Es gibt dort eine Klasse DM. java, wo mit Matrizen gerechnet wird, deren Komponen-
ten FlieBkommazahlen (double) sind, und eine Klasse QM, wo die Matrixkomponenten
rationale Zahlen sind, dort wird also ohne Rundungsfehler gerechnet.

Wir schreiben ein kurzes Java-Programm:

import HUMath.Algebra.x*;
public class 1g
{
public static void main(String[] arg)
{
QM a = QM.fromFile("ein");
QM.write(a);
QM b = QM.GAUSS(a) ;
QM.write(b);
QM e = QM.loesung(b);
QM.write(e);
}
}

In der Datei ein steht die Koeffizientenmatrix unseres Gleichungssystems, zuerst die
Zeilen-, dann die Spaltenzahl, dann die Kompotenten, jeweils in einer neuen Zeile. Diese
Datei wird gelesen und die Matrix ausgegeben. Dann wird der Gauflsche Algorithmus
angewand und das Ergebnis interpretiert: Die letzte Spalte ist eine spezielle Losung des
(inhomogenen) Gleichungssystems, die Spalten davor sind Losungen des zugehorigen
homogenen Gleichungssystems (spater werden wir sehen, dafi sie eine ,Basis* bilden).
Die Ausgabe des Computers sieht so aus:

23410
46523
6 9345
13/2 00 4
00 10-1
00 01-4
-3/2 4
1 0
0 -1
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Die allgemeine Losung ist also

3
o) [
L +1 0
—4 0
Wenn das Programm MATLAB verwendet wird, wéire einzugeben:

a [23410;46523; 69 34H5]
b = [0; 3; 5]
X a\b

Das Kommando rref (a b) ergibt die reduzierte Zeilenstufenform; mittels rrefmovie (a)
kann man die einzelnen Schritte der Rechnung verfolgen.
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Kapitel 2

Grundbegriffe der Theorie der
Vektorraume

2.1 Vektorraume, Unterrdume, lineare Hiillen

Sei R ein Korper. Eine Menge V' heifit R-Vektorraum, wenn zu je zwei Elementen
v,w € V ein Element von V existiert, das mit v + w bezeichnet wird und Summe von
v und w heilt, und wenn zu v € V und jeder Zahl » € R ein Element rv € V existiert
(dies wird als Produkt von r und v bezeichnet), so dafl fiir alle u,v,w € V und alle
r,s € R folgende Eigenschaften erfiillt sind:
L (u+v)+w=u+ (v+w)

(Assoziativgesetz),
2. es gibt ein Element o € V', so dafi fiir alle v € V gilt v + 0 = v

(Existenz eines neutralen Elements),
3.zujedem v € V gibtesein v’ € V mit v +v = o

(Existenz des zu v inversen Elements)
4 v+w=w+v

(Kommutativgesetz),
5. 7(sv) = (rs)v

(Assoziativgesetz),
6. 7(v+w)=rv+rw

(1. Distributivgesetz),
7. (r+s)v=rv+sv

(2. Distributivgesetz),
8. 1lv =w.
Die Elemente eines Vektorraums werden Vektoren genannt. Das neutrale Element o
wird der Nullvektor von V' genannt, wir werden das Symbol ,,0* hierfiir reservieren;

25
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anstelle von v schreiben wir —v und anstelle von v + (—w) einfach v — w. !

Beispiele:

a) V = Menge der Verschiebungen der Ebene (eine Verschiebung kann man durch einen
Pfeil kennzeichnen), die Summe zweier Verschiebungen ist die Nacheinanderausfithrung
beider Verschiebungen, das Produkt einer Verschiebung mit einer reellen Zahl ist die
entsprechend ,,verldngerte® Verschiebung.

b) V = R™ = Menge aller n-tupel (rq,...,r,), Addition und Multiplikation sind (wie
im Kapitel 1) komponentenweise definiert.

c) V' = Menge aller Losungen des homogenen Gleichungssystems

E aij:)sjzo, izl,...,m,

die Addition und Multiplikation sind wie in R™ definiert.
d) Sei V' ein Vektorraum. Wenn vy,...,v, € V und rq,...,7, € R sind, so heifit der
Vektor riv; + ...+ r,v, € V eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,.

Sei & (vy,...,v,) die Menge aller Linearkombinationen von vy, ..., v,, also
ﬂ(vl,...,vn) ={veV ] esgibtry,...,r, € Rmitv= Zrivi}.

Diese Menge heifit die lineare Hiille von vy, ..., v,.

Lemma 2.1.1 & (vy,...,v,) ist ein Vektorraum (Summe und Produkt sind wie in V
definiert).

Beweis: Wir iiberpriifen die Axiome. Die Summe zweier Linearkombinationen von
vq, ..., 0, ist ebenfalls eine Linearkombination von vq,...,v,

D orvi+ Y sivi= > (ri+ s,

das Vielfache einer Linearkombination von vy, ..., v, ist ebenfalls eine Linearkombina-

tion von vy, ..., U,:
r E T,V = E (TT’Z')’UZ‘.

Der Nullvektor o ist eine Linearkombination von vy, ..., v,:

O:ZOUZ'

Hermann Giinther Grafimann (1809 — 1877) Gymnasialprofessor in Stettin, Verfasser
der ,Linealen Ausdehnungslehre” (1844), hier wurde die Theorie der Vektorrdume
dargestellt. In der 2., iiberarbeiteten Auflage von 1878 heifit es in der Vorrede:

Das Wert, deflen weite Auflage idy biermit der Oeffentlichteit iibergebe, bat in den erften 23 Jabren nady feinem
erften Crfdheinen nur eine geringe und meift nur gelegentlide Deadytung gefunden. Diefen Mangel an Erfolg fonnte
idy nidt der bebandelten Wifenfaft al8 folder sur Loft legen; denn idy fannte deren fundamentale Widtigteit, ja
deren Nothwendigleit vollfommen; fondern idy fonnte die Urfacdhe davon nur in der fireng wiffenfaftlicyen, auf die
urfpriingliden Begrifie juriidgehenden BehanblungBeife finden. Eine foldye BehandlungBiveife erforberte aber ein
nidyt blogs gelegentlides Auffafen diefer oder jener Refultate, fondern ein fidy verfenten in die su Grunde liegenden
Toeen und eine gufammenhingende Auffafung ded gangen auf died Fundament aufgefiibrten Baues, deffen eingelne
Theile ert durdy dad Ueberfhauen de8 Gangen ihr volled Verftdndnis erhalten fonnte. ... Meine Hoffnung, einen
atademifdyen Lebrftubl su gewinnen, und daburd jiingere Krdfte in die Wiffenfhaft eingufiibren und fie sum weiteren
Ausbau berfelben anguregen, fdlug febl.
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und der zu > r;v; inverse Vektor auch:

— ZTZ‘UZ' = Z(—T’Z)UZ

Die Giiltigkeit der Axiome 1.4,...,8 versteht sich von selbst, da dies ja fiir alle Elemente
von V gilt. O

Definition: Sei V ein Vektorraum und U # () eine Teilmenge von V', so dafl mit u, v’ €
U und r € R auch u + u' sowie ru Elemente von U sind. Dann heifit U ein Unterraum
von V.

Also haben wir gezeigt, da8 & (vy,...,v,) ein Unterraum von V ist.

Allgemeiner: Sei V' ein Vektorraum und M eine (nicht notwendigerweise endliche) Teil-
menge von V, dann setzen wir

cg(M) ={veV | esgibtvy,...,v, € M und ry,...,7, € R mit v = ryv+...+r,0,}.

& (M) heift die Menge der Linearkombinationen iiber M. Es ist wieder klar, das & (M)
ein Unterraum von V ist. Wir sagen, daB M den Unterraum & (M) erzeugt.

Satz 2.1.1 Sei V ein Vektorraum und M C V eine Teilmenge. Dann ist & (M) der
kleinste Unterraum von V', der M enthdlt, d.h. wenn U ein Unterraum von V 1ist, der
M enthilt, so ist £ (M) in U enthalten.

Beweis: Trivialerweise ist M in & (M) enthalten. Wenn andererseits M eine Teilmenge
von U ist, so sind alle Linearkombinationen von Elementen von M, also alle Elemente
von & (M) in U enthalten, d.h. & (M) C U. O

Definition: Sei V ein Vektorraum und M C V eine Teilmenge, so daB & (M) = V
ist. Dann heifit M ein Erzeugendensystem von V.

Beispiele:

1. v sei eine Verschiebung der Ebene, dann ist & ({v}) die Menge aller Vielfachen von
v, also die Menge aller Verschiebungen in der Richtung von v. Wenn v und w zwei
Verschiebungen mit verschiedenen Richtungen sind, so ist & {v,w}) die Menge aller

Verschiebungen der Ebene.
2. V=R v=(1,2,0),w=(21,0), dann ist

L{v}) ={ve R®|v=(r2r0) mit beliehigem r € R},
L ({v,w}) = {v=(r,s,0) | r,s beliebig}.

(Den Beweis der letzten Aussage iiberlassen wir dem Leser.)
3. Wir betrachten den Losungsraum des folgenden homogenen Gleichungssystems, den
wir natiirlich erst einmal bestimmen miissen:

1+ 319 + 223 + 24
200 — 29 + 313 — 4y =
3x1 — dxy + 423 — 914 =
1+ 1729 + 43+ 1324 =

o O O O
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Dazu gehort die folgende Matrix, die wir dem Gauflschen Algorithmus unterwerfen:

1 3 2 1 0 1 3 2 1 0
2 -1 3 -4 0 0o -7 -1 -6 0
— —
3 =5 4 -9 0 0 —14 -2 —-12 0
1 17 4 13 0 0 14 2 12 0
13210 10 % -2 0
0 1 % g 0 _ 0 1 % g 0
00 0 0 O 0 0 O 0 O
00 0 0 O 0 0 O 0 O
Dazu gehort wiederum das Gleichungssystem
+11 11 0
—T3— —Ty =
I 7 3 7 4
$2+?$3+?$4 = 0,

wo wir x3 = s und x4 = t als Parameter wéhlen konnen; die Losungsmenge hat dann
die Form

_u 1

1 6

L(S) = 17 s+ 07

0 1

Wie Sie sehen, finden wir so ein Erzeugendensystem des Losungsraums.

t|s,t aus R beliebig

2.2 Lineare Unabhingigkeit, Basen, Dimension

Sei nun M = {vy, ..., v} ein Erzeugendensystem des Vektorraums V', also & (M) = V.
Dann ist auch & (M U N) = V fiir jede Teilmenge N C V. Es erhebt sich daher die
Frage, ob man aus einem gegebenen Erzeugendensystem den einen oder anderen Vektor
weglassen und den Vektorraum mit den restlichen erzeugen kann. Dies fiihrt auf die

Definition: Ein Erzeugendensystem M von V' heifit minimal, wenn fiir jeden Vektor
we M gilt (M\{w}) #L (M) =V.

Welche Erzeugende kann man denn nun weglassen?
Es sei M = {vy,...,v}. Der Vektor vy, ist iiberfliissig, wenn & (M\{v}) = &£ (M) ist,
also wenn v, € & (vy, ..., vp_1) ist. Dann gibt es also Zahlen 7y, ..., 7,_; mit

Vp, =701+ ...+ Th1Vk—1

bzw.
0="T1V1 + ...+ TKVg

mit 7, # 0 (ndmlich r, = —1). Anders ausgedriickt: Der Nullvektor lafit sich als
Linearkombination der v; darstellen, wobei nicht alle Koeffizienten gleich Null sind.



2.2. LINEARE UNABHANGIGKEIT, BASEN, DIMENSION 29

Definition: Die Menge {vy,..., v} C V heifit linear unabhéngig, wenn aus
UL+ ...+ TEUR :O(’/’i GR)

folgt, dafl 1y = ro = ... = r; = 0 ist. Nicht linear unabhéngige Mengen heiflen linear
abhéngig, fiir diese gilt: Es gibt eine Darstellung riv1 + ... + v, = o und mindestens
ein r; ist nicht Null.

Minimale Erzeugendensysteme werden wie folgt charakterisiert:

Satz 2.2.1 Fin Erzeugendensystem M von V ist genau dann minimal, wenn M linear
unabhdngig ist.

Beweis: Sei M = {vy,...,v;} ein minimales Erzeugendensystem von V. Wir nehmen
zuerst an, M wére linear abhéngig. Dann gibt es Zahlen rq, ..., r, von denen etwa r;
ungleich Null ist, so daf3

™MV + ...+ TRV =0

gilt. Es folgt

also wére v; in M iiberfliissig, was der Voraussetzung widerspricht.
Nun sei M linear unabhéngig. Wére M nicht minimal, so wire etwa

Vp =7T1V1 + ... +TE_1Vk_1
und damit
O=7TV1+...+TE_ 1V_1— 1’Uk.

In dieser Linearkombination ist ersichtlich ein Koeffizient von Null verschieden, was
der vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit widerspricht. O

Satz 2.2.2 Jede Teilmenge M, einer linear unabhdngigen Menge My von Vektoren ist
linear unabhdngig.

Den Beweis fiithren wir indirekt: Sei M; = {vy,...v,} linear abhéngig, d.h. es gibt
Zahlen ry, ... r,, unter denen etwa r; # 0 ist, so daBl 0 = rv; + ... + 1,0,.

Wir nehmen weitere Vektoren v,,41, ..., v, hinzu (die Gesamtmenge sei M5) und er-
halten die folgende nichttriviale Linearkombination

o=rv+ ...+ 10, + 0,1 + ... 4 0vpy,

damit ist auch die groflere Menge linear abhéngig, ein Widerspruch. O

Sei nun M eine linear unabhéngige Teilmenge von V. Wir stellen die Frage, ob man
weitere Vektoren aus V' zu M hinzunehmen kann, so dafl auch die groBlere Menge linear
unabhéngig bleibt. Wenn dies nicht moglich ist, nennen wir die Menge M eine maximale
linear unabhéngige Teilmenge:

Definition: Eine linear unabhéngige Teilmenge M C V heifit maximal, wenn M U{w}
fiir jeden Vektor w aus V' linear abhéngig ist.

Der folgende Satz charakterisiert maximale linear unabhéngige Teilmengen:
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Satz 2.2.3 Sei M C V linear unabhdngig. M ist genau dann eine mazximale linear
unabhdngige Teilmenge, wenn &”(M) =V, also wenn M ein minimales Erzeugenden-
system ist.

Beweis: M = {vy,..., v} sei eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Sei v € V
ein beliebiger Vektor. Wir wissen, dal M U {v} linear abhéngig ist, also 148t sich der
Nullvektor wie folgt kombinieren:

0="7U1 + ...+ 7LV + 10,
mindestens ein Koeffizient ist von Null verschieden. Wére r = 0, so bliebe
0 =TV + ...+ TV,

worin noch ein von Null verschiedener Koeffizient vorkommen soll, was der linearen Un-
abhéingigkeit von M widerspricht. Also mufl  von Null verschieden sein, dann 148t sich
aber v als Linearkombination aus den v; darstellen, d.h. M ist ein Erzeugendensystem
von V.

Sei umgekehrt M linear unabhiingig und & (M) = V. Sei w € V beliebig, dann liegt w
in & (M), also ist MU{w} linear abhiingig, d.h. M ist eine maximale linear unabhéingige
Teilmenge. O

Wir kommen damit zu einem zentralen Begriff:

Definition: Eine Teilmenge B C V heifit Basis von V', wenn B eine maximale linear
unabhéngige Teilmenge von V ist.

Es ist dquivalent:

1. B ist eine Basis von V/,

2. B ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V',
3. B ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V,
4. B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

Satz 2.2.4 Sei B = {vy,...,v} eine Basis von V und v € V, dann gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen ryi,...,ry, so daff v =1riv; + ...+ rpvg st

Beweis: Die Existenz folgt aus & (B) = V. Sei etwa

V="T1V01 + ...+ 7TV, = S1V1 + ...+ SpUn,

dann ist

o= (r1 —sp)v1+ ...+ (Tn — Sn)vn,
wegen der linearen Unabhéngigkeit von B folgt r; —s; =0 firs = 1,...,k. O
Die Zahlen ry, ..., r; heilen die Koordinaten von v beziiglich der Basis B.

Im obigen Beispiel 3 (Losungsraum eines homogenen Gleichungssystems) sind die er-
zeugenden Vektoren linear unabhéingig, die Zahlen s,t sind also die Koordinaten der
Losung (z1,...,x4).
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Im Vektorraum R™ der n-tupel gibt es eine sehr einfache Basis, die aus den ,Einheits-
vektoren*
e; =(0,...0,1,0,...0)
T i-te Stelle
besteht. Die Bezeichnung ,,e;* wollen wir fiir diese ,,kanonische” Basis des R" reservieren.

Als néachstes beweisen wir den

Satz 2.2.5 (Beschriankungssatz) Seienvi,...,vp € V undwy,...,w, € cg(vl, Ceey Uk).
Wenn {w, ..., wy} linear unabhdngig ist, so ist m < k.

Beweis: Wir nehmen an, es gelte m > k. Dann betrachten wir eine Linearkombination
w = rywi+...+rnw,. Wir fragen uns, ob denn die Zahlen 1, . . ., 7, so gewéhlt werden
konnen, daf nicht alle gleich Null sind, aber dennoch w = o ist. Es sei w; = ) a;;v;,
dann ist

w=r g a1V + ...+ 1y E AV = E (ria1; + -« 4 TGy )v;.
Nun ist sicher w = o, wenn die Koeffizienten der v; null sind, also wenn

r1a11+...+rmam1:0

T+ ...+ T = 0

gilt. Dies ist aber ein homogenes Gleichungssystem fiir die r; mit k& Gleichungen und
m Unbekannten, wegen m > k besitzt gibt es ein m-tupel (ry,...,7r,) # (0,...,0), das
diese Gleichungen erfiillt, fiir diese Zahlen gilt also

wW=7rw+...+rpW, = o0,

d.h. {ws,...,w,} wire linear abhéngig, was der Voraussetzung widerspricht. Folglich
ist m < k. O

Folgerung 2.2.1 Die Maximalzahl linear unabhdngiger Vektoren im R™ ist gleich n.

Beweis: Wir haben ein Erzeugendensystem aus n Elementen. O

Wir benotigen das einfache

Lemma 2.2.1 Wenn {uy,...,u;} linear unabhdngig ist und ug, kein Element von
Lluy, .. ug)) ist, soist {uy, ..., upsr} linear unabhingig.

Beweis: Es sei riuy + ... + rppiugs1; = o. Wenn r 1 # 0 wére, so konnte man durch

rg+1 dividieren und hétte vy, als Linearkombination von vy, ..., v, dargestellt, was
nicht moglich ist. Folglich ist 7,1 = 0 und es bleibt rjuy + ... + rgur = 0. Wegen der
linearen Unabhéngigkeit von {uy,...,ux} ist auch r;y = ... =7, =0. O

Satz 2.2.6 Sei V' ein Vektorraum, der ein endliches Erzeugendensystem besitzt und
U CV ein Unterraum. Dann besitzt U eine (endliche) Basis.
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Beweis: Wir konstruieren eine maximale linear unabhéngige Teilmenge B. Falls U = {o}
ist, so sei B die leere Menge. Andernfalls wihlen wir ein u; # o aus U. Die Menge {u;}
ist natiirlich linear unabhingig. Falls U = & (u;) ist, so sei B = {u;}. Andernfalls
wihlen wir ein uy € U, das nicht in & (u;) liegt. Nach dem Lemma ist {uy,us} linear

unabhingig.Und so weiter: Sei eine linear unabhingige Teilmenge {uq,...,u;} schon
gefunden. Wenn U = L{uy,...,ug} ist, so sei B = {uyq,...,ux}. Andernfalls wihlen
wir ein w4y, das nicht in & {uy, ..., u,}) liegt, dann ist wieder {u, ..., upe1} linear
unabhéngig.

Nach hochtens so vielen Schritten, wie das Erzeugendensystem von V' Elemente hat,
muB das Verfahren abbrechen, d.h. es tritt der Fall U = & (u1,...,ug) ein und wir
haben eine Basis konstruiert. O

Satz 2.2.7 Je zwei endliche Basen eines Vektorraums V' besitzen gleichviele Elemente.

Beweis: Seien {uq, ..., u;} und {vy, ..., v} Basen von V, dann gilt einerseits vy, ..., v, €
(% (uq,...,u;), diese Vektoren sind linear unabhéngig, also ist & < [. Analog zeigt man
[ <k. O

Definition: Die Zahl der Elemente einer Basis von V heif3t die Dimension dimV von
V.

Wir setzen im folgenden stets voraus, daf alle betrachteten Vektorrdume eine endliche
Basis besitzen.

Nun beweisen wir den

Satz 2.2.8 (Austauschsatz) Sei E CV ein Erzeugendensystem des Vektorraums V
und M C 'V eine linear unabhdingige Teilmenge. Dann gibt es eine Teilmenge F' C F,
so daff F'U M eine Basis von V' ist.

Beweis: Sei etwa M = {uq,...,un}, F = {vi,...,v}. Die Menge E U M erzeugt V.
Wir lassen nun schrittweise Elemente aus £ weg, solange dies moglich ist, wobei wir
stets sichern, dafl die verbleibende Menge noch den Vektorraum V' erzeugt. Sei nun
F={v,...,v,} und F UM sei ein Erzeugendensystem von V, aus dem kein Element
von F' weggelassen werden darf, ohne das Erzeugnis zu verkleinern. Wir zeigen, dafl
F U M linear unabhéngig ist. Sei also

E r,-vi—l—g SjUj = 0

und wir nehmen an, das nicht alle Koeffizienten verschwinden. Nun konnen nicht alle
r; gleich Null sein, da {us, ..., u,} linear unabhéngig ist. D.h. r; # 0 fiir ein 7, dann
1Bt sich also v; durch die restlichen Vektoren linear kombinieren, kann also aus F
weggelassen werden, was der Konstruktion von F widerspricht. Also ist F' U M eine
Basis von V. O

Als Folgerung erhalten wir den

Satz 2.2.9 (Erginzungssatz) Jede linear unabhdngige Teilmenge M C V' kann zu
einer Basis von V' erginzt werden.
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Beweis: Wir wenden den Austauschsatz fiir £ =V an. O

Satz 2.2.10 Sei U C V ein Unterraum. Dann gilt dimU < dim V' und wenn dim U =
dim V' st, so qilt U = V.

Beweis: In U kann es nicht mehr linear unabhéngige Vektoren als in V' geben, also ist
dimU <dimV.

Sei nun dim U = dim V. Sei B = {uy, ..., u,} eine Basis von U. Wir betrachten B als
Teilmenge von V; sie ist linear unabhéngig, kann also zu einer Basis B’ von V' ergénzt
werden. Da B’ ebenfalls m = dimV Elemente haben muf}, ist B = B’ und damit
V=¢B)=U. O

Seien U und W Unterrdume des Vektorraums V. Wir iiberlassen es dem Leser zu zeigen,
daB auch der Durchschnitt U N W ein Unterraum von V' ist.

Wir {iberlassen es ebenfalls dem Leser, sich davon zu iiberzeugen, dafl die Vereinigung
U UW im allgemeinen kein Unterraum ist (die Summe eines Vektors aus U und eines
Vektors aus W liegt nicht notwendigerweise in U U W).

Definition: Seien U und W Unterrdume des Vektorraums V. Dann heiit U + W =
(U UW) die Summe von U und W. U + W ist also der kleinste Unterraum von V/,
der U und W enthalt.

Lemma 2.2.2 U+ W ={v| esgibtu e U undw € W mit v =u+ w}.

Beweis: Jedes Element von U + W ist eine Linearkombination von Vektoren aus U oder
w. O

Nun folgt der
Satz 2.2.11 (Dimensionssatz) dim(U + W) =dimU + dim W — dim(U N W)

Beweis: UNW ist ein Unterraum von U und von W, diese sind Unterrdume von U + .
Wir wihlen nun eine Basis B = {vy,...,v;} von U N W, ergénzen sie mit Hilfe von
By = {uy,...,w} zu einer Basis BU By von U sowie durch By = {wy, ..., w,} zu einer
Basis BU By von W. Dann ist

U+W=4UuW)=&(BUB,BUB,)) =¢(BUB,UDB,).

Wir zeigen, dal B U By U By linear unabhéngig ist. Es sei also

vai + Z Sju; + Ztkwk =o, (15,5, ts € R),

also ist der Vektor
Z’/’i’(}i + ZSjUj = —Ztkwk
sowohl in U wie in W enthalten, also in UNW. Er ist also durch die Basis B darstellbar:

— Z trwy = Zpivi
Zpﬂfi + Z lywy = o,

oder
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da B U By linear unabhingig ist, sind alle Koeffizienten gleich Null, also — > t;w; = o,

d.h.
vai + Z Sjuj = 0

und aus der linearen Unabhéngigkeit von B U B, folgt, dafi auch hier alle Koeffizienten
verschwinden. Also ist B U By U By eine Basis von U + W und es gilt

dm(U+W)=k+Il4+m=dimU +dimW — kDo

Veranschaulichen Sie sich den Sachverhalt an folgenden Skizzen:

Definition: Wenn U NW = {o} gilt, so heifit die Summe U + W direkt; man schreibt
dann U @ W.

Es folgt dimU & W = dim U + dim W.

Lemma 2.2.3 Die Summe von U und W sei direkt. Dann ist die Darstellung von
veUdWalsv=u+w mitue U, weW eindeutig bestimmd.

Beweis: Sei v = u 4+ w = v/ + w' mit u,v €U,w,w" €W. Dann ist v — v’ = w' — w
sowohl in U als auch in W gelegen, also

/
u—u/:w—w = 0.0

Diese Eigenschaft wollen wir zur Definition einer direkten Summe mehrerer Summan-
den verwenden:

Definition: Die Summe der Unterrdume Uy, ..., Uy von V heifit direkt, wenn die Dar-
stellung jedes Vektors v = > u; mit u; € U; eindeutig bestimmt ist.

Satz 2.2.12 Die Summe der Unterrdume Uy, ..., U, ist genau dann direkt, wenn fir
alle v gilt

U; N Ui = {o}.

ki
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Beweis: Sei die Bedingung erfiillt und v = > u; = > /; mit u;, v'; € U;. Dann ist

wp =y =Y (' — up),

ki
dies ist ein Vektor aus U; N 3, ; Uy = {o}.
Die Umkehrung ist genausoleicht zu zeigen. O

Beispiele fiir Vektorraume

Eine Abbildung von einer Menge M ind eine Menge N ist eine Vorschrift f, wie jedem
Element aus M ein Element aus N zuzuordnen ist.
Die aus der Schule bekannten ,Funktionen“ sind Abbildungen, hier sind der Definiti-
onsbereich und der Wertevorrat Teilmengen von R:

filz) =52+ 7, fo(x) =2?, fs(r) = sin(z).
Wenn V ein Vektorraum ist, so haben wir Abbildungen

add : V xV — V, add(v,w) = v+ w,

mult : R XV — V, mult(r,w) = rw.

Sei M eine Menge, sei Abb(M, R) = {f : M — R} die Menge aller Abbildungen von
M in R. Wir fiihren folgende Operationen ein: Wenn f, fo : M — R, so setzen wir

(fi+ fo)(m) = fi(m) + fo(m), dann gilt
((fi+fa)+f3)(m) = (fit fo)(m)+ f3(m) = (fi(m)+f2(m))+ fs(m) = (fi+(fatf3))(m)

fiir alle m € M, also (fi + f2) + fs = fi + (fo + f3). Fiir die Nullabbildung o(m) = 0
fiir alle m € M gilt f4+0=o0+ f = f, die Abbildung —f mit (—f)(m) = —f(m) ist
zu f ist additiv invers zu f und es gilt fi + fo = fo + f1. Fiir r € R definieren wir
(rf)(m) =rf(m) und die restlichen Axiome sind genausoleicht nachzuweisen.

2.3 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Sei
ay A1n
A= a1 (0779
Am1 -+ Qmp

eine Matrix. Wir bezeichnen ihre Zeilen mit

21 = (all...aln), HR zm:(aml...amn).

Die Vektoren zi, ..., 2z, erzeugen den Unterraum & (21, ..., 2,) = Z(A) von R, den
sogenannten Zeilenraum von A. Die Dimension von Z(A) heifit der Zeilenrang zr(A)
von A:

2r(A) = dim& (21, ..., 2m).

Der Zeilenrang ist die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen der Matrix A.
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Satz 2.3.1 Wenn A’ durch elementare Zeilenoperationen aus A hervorgeht, so ist
2r(A) = zr(A').

Beweis: Es ist aﬁ,ﬂ(zl,...,zm) :ﬂ(zl,...,czi,...,zm) :aﬁ,ﬂ(zl,...,zkjtzi,...,zm), also
stimmen sogar die Zeilenrdume iiberein (¢ # 0). O

Mittels des Gaufischen Algorithmus kénnen wir A in eine reduzierte Form bringen,
dabei éndert sich der Zeilenraum und damit der Zeilenrang nicht. Wenn die Anzahl
der ausgezeichneten Spalten gleich r ist,so sind die ersten r Zeilen linear unabhéngig,
also ist zr(A) =r.

Sel nun
a1, + a9 + ...+ a1y = bl
911 + Q929 + ... + a9y, = bg
A1 T1 + AQaZTa + ...+ ampnTn, = bn

ein lineares Gleichungssystem. Wir wollen annehmen, das die reduzierte Form seiner
Koeffizientenmatrix die einfache Form

1 Alpp1 .- Gip by
01 azr+1 ... Qo2p b2
0 ... 1 arpyr ... QG b
0 ... 0
0 ... 0

besitzt (nach Spaltenvertauschen wire das zu erreichen). Dann kann man die Losungs-
menge folgendermafien beschreiben: Jede Losung hat die Form

T by Ay r+1 a1 n
X2 by a2 r+1 Q2n
Ty = br —t Qp 41 — o=ty Qr
Try1 0 1 0
Ty 0 0 1

Wir sehen also, dafl die Zahl der Parameter nicht vom Losungsweg abhéngt.

Folgerung 2.3.1 Sei H ein homogenes Gleichungssystem mit n Unbekannten und der

Koeffizientenmatriz A. Dann ist dim LM (H) = n — zr(A). O
Sei wieder
an Ain
A= Q41 Qip,
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Wir bezeichnen die Spalten von A mit

ai a1n
S1 =] Gia yerey Sn = | Qi
am,l Qmyn
Diese erzeugen & (si1,...,s,) = S(A), den Spaltenraum von A. Die Dimension von

S(A) heift Spaltenrang von A und wird mit sr(A) bezeichnet, dies ist die Maximalzahl
linear unabhéngiger Spalten.
Es gilt der wichtige

Satz 2.3.2 Wenn die Matriz A" durch elementare Zeilenoperationen aus der Matriz
A hervorgegangen ist, so gilt sr(A) = sr(A’).

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, daf§ die Spalten

a1 ay
S1 = (78] 5. , 81 = Q]
Am,1 Am,l

linear unabhéngig sind. Bei einer Zeilenoperation (vom Typ 2) gehen sie iiber in Spalten

a1 ay
hh=| ai+tags |, .., =] Qg+ ag
Qm,1 Am,l

Wir zeigen, daB {t1,...,#;} linear unabhéngig ist. Sei ndmlich

Tltl—l—...—i—’l"ltl:O,

d.h.
rai + ...+ 1raqy = 0
ri(an +ap) + ...+ r(ag +aw) = 0
T1Qm1 + ...+ TGy = 0.

Aus diesen Gleichungen folgt aber sofort

rlall—l—...—l—rlau = 0

ra;1 + ...+ rag = 0

rQml + ...+ "Qy = 0.
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Dieses Gleichungssystem hat aber nur die triviale Losung, weil sq, ..., s linear unab-
hingig sind. Also gilt sr(A’) > sr(A) und die Gleichheit folgt aus Symmetriegriinden.
O

Satz 2.3.3 Fir jede Matriz A gilt zr(A) = sr(A). Diese Zahl wird als Rang rg(A)
von A bezeichnet.

Beweis: Wir iiberfithren A in die reduzierte Form

0 ... 1 a1 ki4+1 -+ A1 k-1 0 a1 ko+1 -+ A1 k—1 0 .. Qip
0 ... 0 ... 0 1 a2 ko+1 -+ A2 k. —1 0 az k. +1 .. Q2
0 ... 0 e 1 arp1 -0 G
0 0
0 . 0

Esist zr(A) = r, denn die ersten r Zeilen sind linear unabhéngig. Und es ist sr(A) = r,
da die r ausgezeichneten Spalten linear unabhéngig sind, die iibrigen aber Linearkom-
binationen davon sind. O

Satz 2.3.4 (Kronecker/Capelli) Das Gleichungssystem ) a;jx; = b; ist genau dann
losbar, wenn

a1 e Q1 a1 e Q1 bl
rg =rg
Aml - Gmn A1 - Gmn  bm
15t.
Den Beweis iiberlassen wir dem Leser. O

Abschlielend erwiahnen wir, daf}, wie aus dem oben Gesagten folgt, der Gauflsche Al-
gorithmus geeignet ist, die Dimension und eine Basis eines Unterraums des R™ zu be-
stimmen, der durch ein Erzeugendensystem gegeben ist. Dazu werden die erzeugenden
Vektoren zeilenweise in eine Matrix A geschrieben, auf die Matrix werden entsprechen-
de Zeilenoperationen angewandt, die ja neue Zeilen produzieren, die im selben Vek-
torraum liegen. Die Dimension des Unterraums ist gleich rg(A) und die ersten rg(A)
Zeilen bilden eine Basis des Unterraums.




Kapitel 3

Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1 Grundlegende Eigenschaften

Wir beginnen mit einem Beispiel.

Sei V' ein zweidimensionaler Vektorraum und B = {u, v} eine Basis von V. Dann kann
man einen beliebigen Vektor w € V in eindeutiger Weise als w = ru + sv (r,s € R)
darstellen, dabei sind die Zahlen r und s die Koordinaten von w beziiglich der gewéhlten
Basis. Wir ordnen dem Vektor w dieses Zahlenpaar zu: Sei

kp:V — R? mit k(w) = (r,s)

die ,Koordinatenabbildung®, die jedem Vektor aus V sein Koordinatenpaar zuordnet.
Diese Abbildung £ hat folgende Eigenschaften:

Sei w’ ein weiterer Vektor aus V' mit den Koordinaten (r/,s’), also kg(w’) = (1, ).
Wegen w' = r'u + s'v gilt

w+w = (r+r)u+(s+ ),
also
kp(w+w') = (r+1,s+s") =kg(w)+ kg(w').
Sei t eine Zahl, dann hat der Vektor tw die Koordinaten (tr,ts), also gilt

kp(tw) = (tr,ts) = tkg(w).

Es ist sicher versténdlich, daf§ Abbildungen, die sich derart gut gegeniiber den Operatio-
nen in Vektorrdumen verhalten, in der Theorie der Vektorrdume eine gewisse Rolle
spielen werden.

Definition: Seien V und W R-Vektorrdume und f : V' — W eine Abbildung von V'
in W, fiir die fiir beliebige u,v € V und r € R

flu+v) = f(u)+ f(v) (f ist ,additiv®) sowie

f(rv) =rfv) (f ist ,homogen*)

gilt, dann heifit f ,lineare Abbildung®.

Beispiele fiir lineare Abbildungen:

39
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1. Wenn dim V' = n und eine Basis B von V gewéhlt ist, so erhalten wir in Ver-
allgemeinerung des obigen Beispiels die Koordinatenabbildung kg : V. — R™,
die jedem Vektor sein Koordinaten-n-tupel beziiglich B zuordnet. Dieses Beispiel
wird uns spéter noch beschéftigen.

2. Sei ¢ < n, wir betrachten die ,, Projektionsabbildung*
bi: R" — R> pi(rb oo arn) =T,
sie ist linear.

3. Allgemeiner: Sei V = U @ W direkte Summe von Unterrdumen und fiir v € V' sei
v=u+w mit u € Uyw € W; dann ist p : V. — U mit p(v) = u die Projektion
auf U.

4. Die ,identische* Abbildung id : V' — V| id(v) = v fiir alle v € V ist linear.

5. Zwischen beliebigen Vektorrdumen VW gibt es eine Nullabbildung o: V — W,
o(v) = o fiir alle v € V| hierbei bezeichnen die beiden ersten o’s die Abbildung,
das dritte o ist der Nullvektor von W. Die Bezeichnungskonfusion darf man aus-
nahmsweise durchgehen lassen, denn wir werden sehen, dafi die Nullabbildung
das neutrale Element eines gewissen Vektorraums ist, und fiir derartige Vektoren
hatten wir ausdriicklich das Symbol o reserviert.

Fiir Abbildungen mit bestimmten Eigenschaften haben sich Attribute eingebiirgert, die
wir nun kurz aufzéhlen wollen.

Seien A und B Mengen und f : A — B eine Abbildung von A in B. Die Abbildung
f heifit ,injektiv* (oder ,1-1-deutig”), wenn aus f(a) = f(a’) stets a = o’ folgt, wobei
a, a’ beliebige Elemente von A sind.

Die Abbildung f heifit ,surjektiv® , wenn fiir jedes Element b € B ein Element a € A
existiert, so dafl f(a) = b ist (eine surjektive Abbildung von A auf B heifit auch
,Abbildung auf B“ [es gibt keine deutsche Ubersetzung des Adjektivs ,surjektiv“]). Die
Abbildung f heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Lineare Abbildungen werden gelegentlich auch als ,,Homomorphismen* von Vektorréu-
men bezeichnet. Davon leiten sich die folgenden, haufig anzutreffenden Bezeichnungen
ab:

ein ,,Monomorphismus* ist eine injektive lineare Abbildung,

ein ,,Epimorphismus® ist eine surjektive lineare Abbildung,

ein , Isomorphismus” ist eine bijektive lineare Abbildung,

ein ,,Endomorphismus® ist eine lineare Abbildung eines Vektorraums V' in sich,

ein ,, Automorphismus® ist ein bijektiver Endomorphismus.

Untersuchen Sie, welche Attribute fiir die in den obigen Beispielen angegeben linearen
Abbildungen zutreffen!

Wir wollen nun Operationen zwischen linearen Abbildungen einfiihren:
Seien f,g : V — W zwei lineare Abbildungen von V in W. Wir konstruieren eine
lineare Abbildung f+g¢:V — W von V in W wie folgt:
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(f+g)(v)=f(v)+g(v) fur alle v € V.
Sei s € R eine Zahl, wir konstruieren eine lineare Abbildung sf : V' — W wie folgt:

(sf)(v) = sf(v) fir alle v € V.
Lemma 3.1.1 Die Abbildungen f + g und sf sind linear.
Beweis: Wir priifen die Axiome nach: Seien v,v' € V und r € R, dann gilt

(f+g9)(v+r) = flv+r)+glv+rv)
nach Definition von f + g,
= () +7rf) + gv) +rg(®)

wegen der Linearitdt von f und g,

= (f+9)w)+r(f+g)()

wieder nach Definition von f + g. Fiir » = 1 erhalten wir die Additivitdt von f + g, fiir
v = o erhalten wir die Homogenitéat. Weiter ist

(sflv+r) = sf(v+rd)
= s(f(v) +rf(0)
= sf(v) + (sr)f(V)
= (s/)(v) +r(s)H) o

Definition: Die Menge aller linearer Abbildungen eines Vektorraums V in einen
Vektorraum W wird mit Hom(V, W) bezeichnet.

Satz 3.1.1 Hom(V, W) ist ein Vektorraum.

Beweis: Summen und Vielfache linearer Abbildungen sind linear, wie wir eben gesehen
haben. Es bleiben die Vektorraumaxiome zu iiberpriifen. Da wire etwa die Frage nach
der Existenz eines neutralen Elements zu stellen. Wir zeigen, das die Nullabbildung
der Nullvektor von Hom(V, W) ist:

Sei f: V — W eine beliebige lineare Abbildung, dann ist (f + 0)(v) = f(v) + o(v) =
f(v) + o= f(v) fur beliebige Vektoren v € V', also ist f+ o0 = f.

Wir wollen lediglich noch ein Distributivgesetz beweisen, der Rest bleibt dem Leser
iiberlassen. Seien f,g : V' — W lineare Abbildungen von V in W, v € V und r € R,
dann gilt:

(r(f+9)w) = r{(f+g)))
= r(f(v)+g(v))
= rf(v)+rg(v)
= (Tf +rg)(v),

und zwar fiir beliebige v € V. Das heifit, dafl die Abbildungen r(f + ¢) und rf + rg
gleich sind. O
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Wir fithren noch eine weitere Operation zwischen linearen Abbildungen ein: Seien g :
V — W und f: W — U lineare Abbildungen. Wir konstruieren die Abbildung fo g :
V — U wie folgt:

(feg)(v) = flg(v)) firveV.

Nur in dieser Situation (der Definitionsbereich von f stimmt mit dem Wertevorrat von
g iiberein) ist das ,,Produkt® (oder die ,Komposition“) von f und g definiert.

Lemma 3.1.2 Die Abbildung f o g ist linear.

Beweis: Seien v,v" € V und r € R, dann gilt

(fog)v+rv) = flg(v+rv))
nach Definition,
= flg(v) +rg(v))
wegen der Linearitdt von g,
= flg(v)) +rf(g(v))
wegen der Linearitdat von f,
= (fog)w)+r(fog) )

nach Definition von f o g.

O

Beziiglich dieser (nicht uneingeschriankt ausfiihrbaren) Multiplikation verhalten sich die
verschiedenen identischen Abbildungen wie ,, Einselemente‘:

Lemma 3.1.3 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und seien idy : V — V sowie
idy - W — W die jeweiligen identischen Abbildungen, dann gilt f oidy = f = idyof.

Beweis: (f oidy)(v) = f(idy(v)) = f(v) = idw(f(v)) = (idw o f)(v) fiir alle v € V,
also folgt die Behauptung. O

Wenn die lineare Abbildung f : V. — W bijektiv ist, so existiert eine Abbildung
g: W — V mit fog=1idy und go f = idy, wir konstruieren niamlich g wie folgt:
Sei w € W gewihlt, da f surjektiv ist, gibt es ein v € V mit f(v) = w. Dieser Vektor
v ist eindeutig bestimmt, denn wenn noch f(v’') = w wére, so folgt v = v aus der
Injektivitat von f. Wir setzen dann g(w) = v.

Lemma 3.1.4 Die Abbildung g ist linear.

Beweis: Sei g(w) = ( ') = v/ sowie r € R. Dies ist genau dann der Fall, wenn
f(v) =wund f(v') = w' ist. Aus der Linearitéat von f folgt f(v+rv') = w+rw', d.h.
g(w+rw') = g(w) + rg(w’). =

Definition: Die soeben konstruierte Abbildung ¢ heifit die zu f inverse Abbildung,
sie wird mit f~! bezeichnet.

Zu einer linearen Abbildung f : V' — W gehoren zwei Unterrdume von V' bzw. von W:
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Definition: Sei f:V — W eine lineare Abbildung.
Ker(f) ={ve V| f(v) = o}
heif3t der Kern von f.
Im(f) ={w e W | esgibt ein v € V mit f(v) =w} = f(V)
heiflt das Bild von f.
Lemma 3.1.5 Ker(f) CV und Im(f) C W sind Unterrdume.

Beweis: Seien v,v" € Ker(f) und r € R, d.h. es ist f(v) = f(v') = o. Dann ist
flo+rv) = f(v)+rf(v) =04 0= 0. Seien w,w' € Im(f) und r € R, d.h. es gibt
v, € V mit f(v) =wund f(v') =w'. Dann ist w+rw’ = f(v)+rf(v') = f(v+rv') €
Im(f). |

Niitzlich, wenn auch trivial ist das folgende

Lemma 3.1.6 Die lineare Abbildung f : V. — W ist genau dann surjektiv, wenn
Im(f) = W. Die lineare Abbildung f : V — W ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) =

{o}.

Beweis: Die erste Aussage ergibt sich aus der Definition, ist also wirklich trivial.

Sei nun f injektiv und v € Ker(f), also f(v) = o. Nun gibt es aber einen Vektor u € V,
der auf alle Fille im Kern von f liegt, ndmlich u = o (es ist f(0) = 0). Wegen der
Injektivitdt von f muf also v = u = o sein, also ist Ker(f) = {o}.

Sei umgekehrt Ker(f) = {o} und sei f(v) = f(v'), dann ist f(v—2") = f(v)—f(V') = o,
also liegt v —v' im Kern von f, also v —v' = 0, d.h. v = v/, folglich ist f injektiv. O

Wir wollen im folgenden untersuchen, wie lineare Abbildungen auf linear abhéingige
bzw. unabhéngige sowie erzeugenden Teilmengen wirken.

Mit f(M) bezeichnen wir die Menge
f(M)={weW| esgibtve M mit f(v) =w}.
In diesem Sinne ist Im(f) = f(V).

Satz 3.1.2 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und M C 'V ein Erzeugendensystem
von V. Dann ist f(M) ein Erzeugendensystem von Im(f).

Beweis: Sei w € Im(f), dann gibt es ein v € V mit w = f(v). Es sei

V= ZW% mit v; € M,

dann ist

w=">Y "rif(v;) € L(f(M)). O
Sei nun f : V. — W eine lineare Abbildung und {vq,..., v} eine linear abhéingige
Teilmenge von V. Dann gibt es Zahlen 71, ..., r., die nicht alle null sind, so dafl rv; +

e TRV = 0.
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Durch Anwendung von f und Ausnutzung der Linearitdt von f erhalten wir

o = f(T1U1+...+TkUk)
= flro) +...+ f(rwor)
= rif(n)+...+7f(ve),

also ist auch {f(vy),..., f(vx)} linear abhéngig.
Wir erhalten den

Satz 3.1.3 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und vq,...,v, Vektoren aus V.
Wenn {f(v1),..., f(vr)} linear unabhdingig ist, so ist {vi,...,vx} auch linear unab-
hingig. O

Satz 3.1.4 Sei f : V — W eine lineare Abbildung, weiter sei U C 'V ein Teilraum von
V', so daf$ der Durchschnitt von U und Ker(f) nur den Nullvektor enthdlt. Wenn nun
{v1, ..., v} eine linear unabhdngige Teilmenge von U ist, so ist auch {f(v1),..., f(ve)}
linear unabhdngig.

Beweis: Sei > r;f(v;) = o = f(O_rv;), also liegt > r;v; im Durchschnitt von Ker(f)
und U, also gilt > 7;v; = o und aus der linearen Unabhéngigkeit von {vy, ..., v} folgt
r=...=71p=o0. =

Den folgenden Satz werden wir oft anwenden:

Satz 3.1.5 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, dann gibt es einen Unterraum
UCV mitU®Ker(f) =V und es gilt dim V' = dim Ker(f) 4+ dim Im(f).

Beweis: Wir wéhlen eine Basis {vq,...,vx} von Ker(f) und ergénzen sie zur Basis
{v1,...,v,} von V. Wir setzen U = & ({vj11...,v,}), dann ist Ker(f) ® U = V. Da
L({vr,vp}) = Vound f(o) = ... = fu) = oist, gilt & ({f(v),..., f(va)}) =

L ({f(rs1), ..., f(vn)}) = Im(f). Nach dem vorigen Satz ist {f(vjs1),. .., f(va)} li-
near unabhéngig, also eine Basis von Im(f) und es folgt

dimV =n=Fk+ (n—k) =dimKer(f) + dimIm(f). o

Folgerung 3.1.1 Wenn f :V — W ein Isomorphismus ist (also eine bijektive lineare
Abbildung), dann ist dim V = dim W,

Beweis: Es ist Ker(f) = {0} und Im(f) = W, nach der obigen Dimensionsformel ist
dimV =dim W. O

3.2 Darstellungsmatrizen

Der folgende Satz zeigt, dafl eine lineare Abbildung schon durch die Bildvektoren einer
Basis bestimmt ist.
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Satz 3.2.1 (Prinzip der linearen Fortsetzung) Sei B = {vy,...,v,} eine Basis
von V und wy, ..., w, € W beliebig gewdhlte Vektoren. Dann gibt es genau eine lineare
Abbildung

f:V =W mit f(v;) =w; firi=1,... n.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Einzigkeit: Sei f eine derartige Abbildung und v € V,
es sei v = Y _ v, dann folgt aus der Linearitdt von f, daf§

flv) = Z rif (vi) = Z TiW;

ist. Zur Existenz: Wir setzen fiir v = > rv; € V fest:

fv) = Z riw;.

Diese Abbildung ist linear: Sei noch v' = " rlv; und r € R. Dann ist
flo+r) = Z(n + 1) w;
= Z raw; + 1 Z riw;
= fl)+rf(v)o

Lemma 3.2.1 Sei B = {vy,...,v,} eine Basis des Vektorraums V', dann ist die durch
kp(vi) = e; = (0,...,1,...,0) gegebene Koordinatenabbildung kg : V- — R" ein Iso-
morphismus.

Beweis: Die Abbildung ist surjektiv, denn ein gegebenes n-tupel (rq,...,7,) ist Bild
von »_ r;v;. Sie ist injektiv, denn falls kg(v) = (0, ...,0) ist, ist v = o. O

Wir wenden das Prinzip der linearen Fortsetzung an, um lineare Abbildungen zahlen-
méBig beschreiben zu kénnen:

Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Wir wihlen Basen B = {vy,...,v,} von V
und C' = {wy, ..., w,} von W. Dann kénnen wir jeden Vektor f(v;) durch die Basis C'

ausdriicken:
f(UZ) = Z fjiwj, 1= 1, o, .

In der i-ten Splate stehen die Koordinaten des Bildes des i-ten Basisvektors.

Die Matrix (fj;) (mit m Zeilen und n Spalten) bezeichnen wir mit

Apc(f) = (f5)
und nennen sie die f beziiglich B und C' zugeordnete Darstellungsmatrix.

Beispiel:

f: R* — R? sei die folgende (lineare) Abbildung:
flw,z,y,2) = (w+2x+y,z—w—2x),

B = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)},

C =1{(1,0),(0,1)} seien die ,kanonischen* Basen, dann ist
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Es ist klar, dafl sich (bei gegebenen Basen) die lineare Abbildung f und die ihr zuge-
ordnete Matrix Apc(f) gegenseitig eindeutig bestimmen, wir haben also eine bijektive
Abbildung

ABC : Hom(V, W) — an,

dabei bezeichnet M,,,, den Vektorraum der Matrizen mit m Zeilen und n Spalten. Wir
zeigen, dafl die Abbildung Apge linear ist: Seien also f, f' : V' — W lineare Abbildungen
und 7 € R, B = {vy,...,v,} sei eine Basis von V, C = {wy,...,w,,} eine Basis von

W und
f(vi) = Z fiiwj, flv) = Z fiiwj,
also
Apc(f) = (fi1) Apc(f) = (f1) -
Dann ist

(f +rf)w) = fl)+rf ()
= Z fjiwj +7r Z fjlzwj
= Z(fji + ng/'z)wj

Also ist
Apc(f+rf') = Apc(f) +rAsc(f)

Damit erhalten wir die

Folgerung 3.2.1 Sei dimV =n und dimW =m, dann sind die Vektorrdume
Hom(V, W) und M,,, isomorph, sie haben die Dimension m - n. )

3.3 Matrixmultiplikation, Inverse von Matrizen

Seien nun lineare Abbildungen f : V — W und g : W — U gegeben, dann ist g o f
eine lineare Abbildung von V' in U. Wir bestimmen nun die g o f zugeordnete Darstel-
lungsmatrix. Dazu wéhlen wir Basen B = {vy,...,v,} von V, C' = {wy,...,w,} von
W und D = {uy,...,u} von U. Es sei

Fo) =Y fiawy, g(w;) = grjun,

dann ist
goflv) = g (Z sz'wj)
= ijig(wj)
= ijizgkjuk
j k
= Z (Z gkjfji) Uk,

kj
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also ist
App(go f) = <Z gkjsz) :

Wir kommen damit zur

Definition: Die Matrix (hy;) € M), mit hy; = Y gx; f;; heiBt das Produkt der Matrizen
(gkj) S Mlm und (f]z) S an~

Damit gilt
App(go f) = Acn(9)Apc(f)-

Es ist niitzlich, sich die Art und Weise, wie zwei Matrizen multipliziert werden, genau
zu merken: um die (k,7)-Komponente des Produkts GF der Matrizen G und F zu
erhalten, werden die Komponenten der k-ten Zeile von GG mit denen der i-ten Spalte von
F multipliziert und alles addiert. Dazu miissen natiirlich die Anzahl der Komponenten
in den Zeilen von G (also die Spaltenzahl von G) und die Zahl der Komponenten in
den Spalten von F' (also die Zeilenzahl von F') iibereinstimmen, dies ist durch die
Voraussetzungen gesichert.

Beispiel:

1 2 3 b2 22 28 b2 1 2 3 9 1215

15 6/ 3 4| = 19 64 ) 3 4|- 15 6/ 19 26 33
5 6 5 6 29 40 51

Der Leser moge sich bitte selbst iiberlegen, daf fiir die Matrixmultiplikation die folgen-
den Eigenschaften gelten
H(GF) = (HG)F,

H(G+F)=HG+ HF,
(H+G)F=HF +GF.

Man kann diese Identitdten entweder durch Nachrechnen verifizieren, oder man iiber-
legt, dal die Matrixmultiplikation so definiert wurde, dafl bei dem obigen Isomorphis-
mus zwischen dem Raum der linearen Abbildung und dem Raum der Matrizen das
Produkt von Abbildungen dem Matrixprodukt entspricht, und daf} fiir Abbildungen
analoge Identitdten gelten.

Betrachten wir die identische Abbildung id : V' — V. Wir wéihlen eine Basis B =

{v1,...,v,} von V, dann ist id(v;) = v;, also
1 0 ... 0
0O 1 ... 0
App(id) =
0O ... 1 0
0 ... 0 1

Diese Matrix heifft Einheitsmatrix, wir reservieren hierfiir die Bezeichnung FE,, oder
auch einfach F. Dann gilt F,,F = F = FE,,.
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Wenn die lineare Abbildung f : V' — W ein Isomorphismus ist, so existiert eine zu f
inverse Abbildung f~!: W — V und fiir die zugeordneteten Matrizen gilt

Apc(f)Acs(f7) = Acclidw) = E.

Dies motiviert die folgende

Definition: Wenn fiir zwei quadratische Matrizen F, G gilt FG = GF = E, so heifit
G die zu F inverse Matrix, wir schreiben G = F~!. Wenn F eine Inverse besitzt, so
nennen wir F' regulédr, andernfalls singular.
Also gilt

Acp(f™) = Ape ()"
Mit der oben eingefiihrten Matrixmultiplikation kann man ein lineares Gleichungs-
system

a1, + a9 + ...+ a1y = bl
by

(9121 + A92Xo + ... + GonTy,

Am1T1 + Q2o + ...+ ATy = bm
als Matrixprodukt schreiben:

a1 192 ... Ap al bl
921 929 ... QAop i) bg

Aml Ama - Gmn Tn b,

oder kurz AX = B, wo A € M,,, die Koeffizientenmatrix, X € M,; der Spaltenvektor
der Unbekannten und B € M,,; die rechte Seite des Gleichungssystems ist.

Wenn nun A eine reguldre Matrix ist (das kommt vor), so kann man die eindeutig
bestimmte Losung des Gleichungssystems AX = B sehr leicht bestimmen, wenn A~}
bekannt ist: X = A~ B.

Es stellen sich also wieder zwei Fragen:
Wann existiert eine Inverse einer Matrix?
Wie kann man eine Inverse einer Matrix berechnen?

Zunéichst beweisen wir den

Satz 3.3.1 Sei f : V — W eine lineare Abbildung, B eine Basis von V und C' eine
Basis von W, dann ist rg(Apc(f)) = dim Im(f).

Beweis: Sei B = {vy,...,v,}, dann ist {f(v1),..., f(v,)} ein Erzeugendensystem von
Im(f), sei oBdA. {f(v1),..., f(v,)} eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Die
Spalten von Apc(f) sind nun die Bilder ko (f(v;)) der f(v;) unter der Koordinatenabbil-
dung k¢. Da diese ein Isomorphismus ist, sind die ersten r Spalten linear unabhéngig
und die restlichen sind Linearkombinationen der ersten r Spalten. Also ist rg(Apc(f)) =
T |
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Wir fassen eine gegebene Matrix F' € My, wie folgt als Abbildung von R¥ in R' auf: Das
Bild des Spaltenvektors X € RF sei einfach das Matrixprodukt FX. Die Abbildung
F : RF — R!ist offenbar linear.

Sei nun wieder f : V. — W eine lineare Abbildung, B,C Basen von V bzw. W und
F = Apc(f). Dann setzen wir aus den Abbildungen kg, k¢, f und F' das folgende
,Diagramm® zusammen:

v Low
S
R L pe

Wir zeigen, dafl k¢ o f = F o kg gilt (ein derartiges Diagramm heifit . kommutativ“):
Es sei also f(v;) =Y fjiw; und v = > rv;. Dann gilt

> rifu
ke(f() = ke(FO_rw)) = ke(Y_rif(v:) = ke()_ rifjw;) = :
“ Z Tifmi
und

1 > furi

Fop)=F-| : | = : |

T'n > fmiti

das heift, die Koordinaten von f(v) erhélt man, wenn man die Darstellungsmatrix mit

dem Koordinatentupel von v multipliziert.

Beispiel: Wir betrachten f: R*> — R?, f ;7 = —322;—%@ .

. 3 -1 -1 3 -1 —1 -5
DannlstF—<_2 5)undf< 2)—(_2 5 )( 2)—<12>.
Nun kénnen wir sagen, wann eine zu F' inverse Matrix existiert:

Satz 3.3.2 F~! existiert genau dann, wenn f~! existiert.

Beweis: Wenn f~! existiert, so ist die zugehoérige Matrix zu F invers. Wenn F~! exi-
stiert, so setzen wir f' = k' o F~' o k¢, dabei haben wir wie oben die Matrix F~! als
Abbildung aufgefafit. Man rechnet schnell nach, daf§ f' o f =id und fo f' =idist. O

Wir haben auch gleich gesehen, dafl F'~! eindeutig bestimmt ist.

Folgerung 3.3.1 Sei F' € M, F ist genau dann regulir, wenn rg(F') = n ist.

Beweis: Die Abbildung f : V' — V ist genau dann ein Isomorphismus, wenn Ker(f) =
{o} und Im(f) = V ist. Wir haben also n = dim V' = dim Im( f) 4+ dim Ker(f) = rg(F).
O

Folgerung 3.3.2 Seien G und F multiplizierbare Matrizen, dann ist rg(GF) < rg(G)
und rg(GF) <rg(F). Wenn G reguldr ist, so gilt rg(GF) = rg(F').
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Beweis: Anstelle von Matrizen betrachten wir lineare Abbildungen f : V — W und
g: W — U. Sei {vy,...,v,} eine Basis von V', dann ist {f(v1),..., f(v,)} ein Erzeu-
gendensystem von Im(f), also dimIm(f) < dimV und ebenso folgt dim g(f(V)) <
dim f(V), also rg(GF) < rg(F). Weiter ist Im(g o f) in Im(g) enthalten, also ist
dimIm(g o f) < dimIm(g), also rg(GF) < rg(G).

Wenn ¢ ein Isomorphismus ist, so ist dim 7" = dim ¢g(7") fiir jeden Unterraum 7" C W,
also ist dimIm(g o f) = dim Im(f). O

Als néchstes wollen wir eine Beziehung zu den elementaren Zeilenoperationen des Gauf3-
schen Algorithmus herstellen. Wir betrachten die folgenden sogenannten Elementar-
matrizen aus M,,,:

1 0 0 1 0 . 0

0o 1 ... 0 0 1 0
M(i,r) = . AL ) =

0 ... r 0 01 ... 0

0 ... 01 0 .01

Dabeiist r € R, r # 0, in M (i, r) steht diese Zahl in der i-ten Zeile und i-ten Spalte, in
A(i, j) steht die Eins aulerhalb der Diagonalen in der i-ten und j-ten Zeile und Spalte.
Der Rest sind Nullen.

Sei nun F' eine Matrix aus M,,,, dann stimmt, wie man durch Nachrechnen findet, die
Matrix M (i,7)F bis auf die i-te Zeile mit F iiberein, die i-te Zeile aber ist das r-fache
der i-ten Zeile von F. Auch die Matrix A(i, 7)F' unterscheidet sich von F' nur in der
i-ten Zeile, hier steht die Summe der ¢-ten und der j-ten Zeile von F.

Wir sehen also, dafl die elementaren Zeilenoperationen als gewisse Matrixmultiplikati-
onen aufgefait werden kénnen.

Lemma 3.3.1 Die Elementarmatrizen sind requldr.
Beweis: Es ist M (i,r)™' = M(i,r7') und A(s,7)"! = 2E — A(4, j). O
Wir erhalten damit etwas bereits bekanntes:

Folgerung 3.3.3 Die elementaren Zeilenoperationen dndern den Rang der Matriz
nicht. -

Es sei nun [ eine reguldre Matrix aus M,,,. Wir werden ein Berechnungsverfahren fiir
F~! vorstellen:

Es ist rg(F') = n, also ist die reduzierte Form von F' die Einheitsmatrix, d.h. F' kann
durch elementare Zeilenoperationen z1, ..., z; in E iiberfiihrt werden. Jeder dieser Zei-
lenoperation ordnen wir die entsprechende Elementarmatrix Z; zu, dann ist

Ly ZhF =E.

Folglich ist die Matrix Zj, - - - Z; zu F invers. Nun kénnen wir das Produkt Z, - - - Z; aber
auch als Anwendung elementarer Zeilenoperationen auf die Einheitsmatrix interpretie-
ren:

Ty =Ty ZE.
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Also: Wenn dieselben Zeilenoperationen, die F' in die Einheitsmatrix iiberfiihren, auf
die Einheitsmatrix angewandt werden, erhilt man F~1,

Damit man nicht vergifit, welche Operation man auf F' angewandt hat, schreibt man
am Besten die Einheitsmatix gleich neben F' und wendet den Gaufischen Algorithmus
auf die ,, grofe” Matrix an.

Als Beispiel wollen wir die Inverse der allgemeinen 2 x 2-Matrix berechnen:

a b 10 1 1o 1 b1 0
— — —
ad—bc c —c a
c d 01 0 a T a 1 0 1 ad—bc ad—bc
d b
10 5 -5
01 -5 %

wobei D = ad — bc ist. Die Inverse existiert also, wenn D # 0 ist.

3.4 Basiswechsel

Die Zuordnungen

Vektor — Koordinaten und

Abbildung — Matrix

héngen natiirlich von der Wahl der Basen ab. Wir fragen uns also, wie sich die Koor-
dinaten eines Vektors beziiglich verschiedener Basen zueinander verhalten.

Seien also B = {vy,...,v,} und C = {wy,...,w,} Basen von V. Dann existieren

Zahlen rj; € R mit
V; = E T Wy, 1= 1,...,n.
Wir kénnen dies auch anders interpretieren:
idv(Ui) = V; = E Tjiw]',

d.h. die Matrix A = (rj;) ist die Darstellungsmatrix der identischen Abbildung beziig-
lich der Basen B, C.

Wie oben betrachten wir das Diagramm

oAy
k:Bl ch
TR

und sehen: Das Koordinatentupel kc(v) des Vektors v beziiglich der Basis C' erhalten
wir als

kc(v) = ke(id(v)) = Akg(v),

also als Produkt der Matrix A mit dem Koordinatentupel von v beziiglich B.



52 KAPITEL 3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

Beispiel:
Sei V = R3, die Basis B bestehe aus den Vektoren by = (1,1,1), by = (1, -1, —1), b3 =
(1,1,—1) und C aus den Vektoren e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0, 1). Dann hat
die Ubergangsmatrix von B zu C die Form
1 1 1
A=11 -1 1
1 -1 -1
und das Koordinatentupel von v = 5b; + Tby + 2b3 = (14,0, —4) beziiglich B ist
5 5 14
kp(v) = | 7 |, wahrend das Koordinatentupel von v beziiglich C' gleich A | 7 | = | 0
2 2 —4

ist.

Seien nun eine lineare Abbildung f : V' — W und Basen B, B’ von V und Basen
C,C" von W gegeben. Um den Zusammenhang von Age(f) und Agc(f) zu erkennen,
betrachten wir das folgende Diagramm:

f
v 1474
f
1 W
]{JB/ ]{JC/
kp R" o R™
A 1Y
App(idy) ~7° (£) Accr (idy)
R" R™
Apc(f)

Alle Diagramme auf den Seitenflichen und der Deckfliche sind kommutativ, damit ist
auch das Diagramm auf der unteren Fldche kommutativ und wir erhalten

Apci(f) = Acer (idw) Ape(f) App (idy) ™.

Wir wissen, dafl eine beliebige Matrix mit Hilfe von Zeilen- und Spaltenoperationen in
die Form

1 0 ... 0
0o 1 ... 0
0O ... 1 0O
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gebracht werden kann. Daraus erhalten wir das

Lemma 3.4.1 Sei f : V — W eine lineare Abbildung; dann gibt es Basen {vy,...,v,}
von V und {wy, ..., wy,} von W, so daf§ f(v;) =w; firi=1,...,r und f(v;) = o fiir
1> gilt. O

Wir wollen nun die sogenannte LU-Zerlegung einer Matrix herleiten. Die Matrix A
habe den Rang r. Wir setzen voraus, dafl die ersten r Spalten von A linear unabhéngig
sind, dann hat die reduzierte Form von A die Gestalt

1 0 ... 0
0o 1 ... 0
0 1 0
0O ... 0 O

Genauer gesagt: Mit Zeilenoperationen, die nur Vielfache der ,,oberen* Zeilen zu unteren
addieren, kann A in die Form

a, * ... %
0 a9 *
0 a, *
0 0 O

tiberfithrt werden (der Stern bedeutet, daf dort irgendeine Zahl steht), also gilt

a * ... %
0 ay ... %
U:MleA: 0 a, * 5
0O ... 0 O
dies ist eine obere Dreiecksmatrix und die M; haben die Form
1 0O ... 0
0O 1 ... 0
T 1 0|’
0O ... 0 0

dies sind also untere Dreiecksmatrizen, die auf der Diagonalen nur Einsen zu stehen
haben. Dann ist auch L = (M, ... M;)™" eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf
der Diagonalen und wir erhalten den

Satz 3.4.1 (LU-Zerlegung) Unter der genannten Voraussetzung gibt es eine obere
Dreiecksmatriz U und eine untere Dreiecksmatriz L, die auf der Diagonalen nur Finsen
besitzt, so daff A= LU gilt. |
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3.5 Idempotente Abbildungen und direkte Summen

Wir betrachten noch eine Reihe spezieller Matrizen und Endomorphismen.

Definition: Sei f : V — V eine lineare Abbildung von V in sich, also ein Endo-
morphismus von V. Die Abbildung f heifit idempotent, wenn f o f = f? = f gilt, sie
heit involutiv, wenn f? = id gilt, und nilpotent, wenn eine natiirliche Zahl n existiert,
so daB f* = o ist. Matrizen mit entsprechenden Eigenschaften werden entsprechend
benannt.

Zum Beispiel sind die Matrizen (é 8 ) und < ) idempotent, die Matrix < :le (1) )

NN |+
NN

ist involutiv und die Matrix (:Z ;) ist nilpotent.

Wir betrachten zuerst nilpotente Abbildungen:
Satz 3.5.1 Wenn f:V — V nilpotent ist, so gibt es ein m < dim V' mit f™ = o.

Beweis: Zunéchst ist Im(f) C V ein echter Unterraum, denn bei Im(f) = V hétten
wir dim Ker(f) = 0, also wére f injektiv und niemals nilpotent. Ganz genauso sieht
man, dafl Im(f?) ein echter Unterraum von Im(f) ist. Insgesamt erhalten wir eine echt
absteigende Folge

V O Im(f) D Im(f?*) > ... > Im(f™ ") D Im(f™) = {o}

von Unterrdumen von V', die beim Nullraum endet. Da die Dimension dieser Unterdume
sich bei jedem Schritt verkleinert, mufi m < dim V' sein. O

Satz 3.5.2 Wenn f ein nilpotenter Endomorphismus ist, so ist g = id + [ ein Iso-
morphismus.

Beweis: Sei [ = o, wir setzen h =id — f + f> — ...+ (=1)""1f»~!. Dann ist

gh = (id+ f)(id—f+f = .+ ()"
= dd— [+ D) = P ()R

= 1dO
Beispiel:
123\ " 100 0 2 3 0 0 8 1 -2 5
01 4 ={010]|]-(004]4+4({0O0O0]=10 1 -4
0 01 0 01 000 000 0 0 1

Wir betrachten nun idempotente Abbildungen. Typische Beispiele sind Projektionen:
Sei V.= U @& W eine direkte Summe der Unterrdume U und W. Wir konstruieren
folgendermafen einen Endomorphismus von V: fiir v = u 4+ w (v € U,w € W) setzen
wir p(v) = u. Dann ist Im(p) = U und fiir u € U ist u = u + o die einzige Zerlegung
von u in Summanden aus U und W, also ist p(u) = u, d.h p? = p. Wir nennen p die
Projektion von V' auf U (in Richtung von W). Es gilt Ker(p) = W, wir sehen, dafl das
kein Zufall ist:
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Satz 3.5.3 Wenn f:V — V idempotent ist, so gilt V = Ker(f) & Im(f).

Beweis: Sei v € V, dann liegt f(v) in Im(f) und v — f(v) in Ker(f), da f(v — f(v)) =
f(v) — f(v) = oist. Also ist V' die Summe der Unterrdume Ker(f) und Im(f). Sei nun
ein Vektor v sowohl in Ker(f) als auch in Im(f) enthalten, dann ist f(v) = o und es
gibt einen Vektor w mit v = f(w). Dann gilt aber o = f(v) = f(f(v)) = f(w) =v. O

Satz 3.5.4 Wenn f : V. — V idempotent ist, so ist g = id — 2f involutiv. Wenn
g involutiv ist, so ist f = %(zd — g) idempotent. Wenn f idempotent ist, so ist auch
(id — f) idempotent und es gilt (id — f)f = o.

Den Beweis moge der Leser durch einfaches Nachrechnen fiihren. O

Satz 3.5.5 Seien f,g : V. — V idempotente Abbildungen mit f + g = id. Dann ist
V =Im(f) ® Im(g).

Beweis: Wir zeigen Im(g) = Ker(f). Es ist ¢ = id — f, also gf = fg = 0. Sei g(v) €
Im(g), dann ist f(g(v)) = o, also ist g(v) € Ker(f). Sei umgekehrt v € Ker(f), dann
ist f(v) = o, also g(v) =v — f(v) = v, d.h. v liegt in Im(g). O

Wenn umgekehrt V' die direkte Summe von Unterrdumen U und W ist, so haben wir
zwei Projektionen f, g von V mit Im(f) = U und Im(g) = W und fiir v = v + w mit
welU, weWgilt f(v) =u, g(v) =w, also (f +¢)(v) =u+w=v, d.h. f+ g =1id.

Satz 3.5.6 Seien fi,..., fr : V — V idempotente Abbildungen, fiir die f; o f; = o fiir
1 # j sowie fi + ...+ fr =1id gilt. Dann ist

V=Im(fi)®...oIm(f)

Beweis: Sei v ein beliebiger Vektor aus V', dann ist v = id(v) = (fi + ... + fx)(v) =
fi(v)+...4 fe(v), also Im(f;) +...+Im(fx) = V. Sei weiter v ein Vektor, der in Im(f;)
und in der Summe der Im(f;) (j # ¢) liegt. Dann gibt es w;, so dafl

v=filw) = fi(w;)

J#i

gilt. Dann ist fi(v) = f2(w;) = fi(w;) = v und fi(v) =3 fi( fj(w;)) = o0, also v = 0. O
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Kapitel 4

Affine Geometrie

4.1 Affine Riume und Unterrdume

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einfachen geometrischen Objekten, wie Punk-
ten, Geraden, Ebenen beschéftigen.

Wenn in der Ebene ein Koordinatensystem gegeben ist, so kann man Punkte durch
ihre Koordinaten und Geraden z.B. durch eine Gleichung y = max +n beschreiben. Wir
wollen diese Begriffe im folgenden prézisieren.

Definition: Sei A eine Menge und V' ein R-Vektorraum. Das Paar (A, V') heifit affiner
Raum, wenn eine Operation + : A x V' — A gegeben ist, die dem Paar (P,v) mit P €
A, v € V das Element P + v zuordnet, so dafl

1.(P4+v)+w=P+ (v+w) fir alle P € A, v,w € V gilt und

2. zu beliebigen P,Q) € A ein eindeutig bestimmter Vektor v existiert, so dafl Qj

P + v ist (dieser Vektor heifit der Verbindungsvektor von P und @) und wird mit PQ
bezeichnet).

Die Elemente von A nennen wir dann Punkte.

Manchmal sagen wir auch, dal A ein affiner Raum ist, wenn klar ist, welches der
zugehorige Vektorraum sein soll. Dieser Vektorraum ist durch A eindeutig bestimmt:
Er besteht aus der Menge aller Verbindungsvektoren der Punkte aus A.

Beispiele:

1. Sei A die Menge der ,,Punkte” einer Ebene und V' der Vektorraum aller Verschiebun-
gen der Ebene in sich. Wenn P ein Punkt und v eine Verschiebung ist, so sei P + v
das Ergebnis der Verschiebung v auf P. Dann ist die obige Bedingung 1 erfiillt und zu
zwei Punkten gibt es genau eine Verschiebung der Ebene, die den ersten in den zweiten
iberfiihrt.

2. Sei V' ein Vektorraum, wir setzen A = V, die Addition von Punkt und Vektor
definieren wir durch die Addition in V. Dann ist (V, V') ein affiner Raum.

3. Sei S ein beliebiges Gleichungssystem und H das zugehorige homogene Gleichungs-
system, dann ist (LM (S), LM (H)) ein affiner Raum.

o7



58 KAPITEL 4. AFFINE GEOMETRIE

Wir wissen nun, was Punkte sind, ndmlich Elemente eines affinen Raums. Wir prézisie-
ren nun solche Begriffe wie ,,Gerade”, ,Ebene,. ..

Definition: Sei (A,V) ein affiner Raum. Eine nichtleere Teilmenge H von A heifit
affiner Unterraum von A, wenn es einen Punkt P € H und einen Unterraum U von V
gibt, daf

H=P+U={Q| esgibt einu € U mit Q =P + u}

ist.
Lemma 4.1.1 Sei H = P+U ein affiner Unterraum von (A, V). Dann ist H = Q+U
fiir alle Q € H. Weiter gilt: aus H=P+U =Q + W folgt U =W.

Beweis: Sei Q € H, also Q = P+u fiireinu € U, dannist Q+U = P+v+U = P+U =
H.Wenn P+U = Q+W ist, so liegt Q auch in P+ U, alsoist P+U = Q+U = Q+W.
Sei nun u € U, dann gibt es ein w € W mit Q) +u = @) + w, da der Verbindungsvektor
von @ und Q)+ u eindeutig bestimmt ist, gilt u = w, d.h. u liegt in W, also gilt U C W,
analog folgt W C U, also U = W. O

Definition: Sei H = P + U ein affiner Unterraum, wir setzen dim H = dim U.

Nulldimensionale Unterrdume bestehen also aus einem einzigen Punkt, eindimensionale
Unterrdume nennen wir ,,Geraden”, zweidimensionale ,,Ebenen* usw.

Wir sagen, dafl die Punkte Py, P;,... P, € A sich in allgemeiner Lage befinden, wenn
es keinen (k — 1)-dimensionalen Unterraum von A gibt, der sie enthilt.

Zum Beispiel sind zwei verschiedene Punkte in allgemeiner Lage, drei Punkte sind in
allgemeiner Lage, wenn sie nicht auf einer Geraden liegen usw.

Satz 4.1.1 Die Punkte Py, ..., Py sind genau dann in allgemeiner Lage, wenn die
—

—
Vektoren vy = PyPy, ..., vy = PyPy linear unabhdngig sind.

Beweis: Seien die Punkte P, . .., Py in allgemeiner Lage. Wir setzen H = Py+L{v, ... vy},
dann ist Py € H, die P, = Py + v; liegen auch in H und es ist dim H < k. Wenn

dim H < k wéire, so wéren die Punkte Fy, ..., P, nicht in allgemeiner Lage, folglich ist
dim H = k, d.h. {vy,..., v} ist eine linear unabhéngige Menge.

Sei {vy, ..., v} linear unabhéngig. Wir nehmen an, dafl die Punkte Py, ..., Py in einem
Unterraum H = Q + U mit dimU < k — 1 liegen. Es ist Py € H, also H = Py + U und
damit liegen die v; in U, also ist dimU > k. O
Lemma 4.1.2 Seien Py, ..., P, € A Punkte in allgemeiner Lage, dann gibt es einen
eindeutig bestimmten k-dimensionalen Unterraum H von A, der Py, ..., P enthdlt.

—_— —
Beweis: Die Existenz ist klar: H = Py + L{FPy Py, ..., PP} hat die Dimension k.
Sei umgekehrt H = P+ U = Py + U irgendein Unterraum, der die P; enthélt, dann

—

— —
liegen die Vektoren PyP; in U, also ist L{PyP,..., PhP:} in U enthalten und beide
Réume haben dieselbe Dimension, sind also gleich. O

Definition: Sei H = P + U ein affiner Unterraum von A und {by, ..., b} eine Basis
von U, dann heifit {P, by, ...,bx} ein Koordinatensystem von H.
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Wenn ein Koordinatensystem {P, b,...,b,} von H = P 4+ U gegeben ist, so gibt es
fiir jeden Punkt @ von H eindeutig bestimmte Zahlen 7, ... 7, mit Q = P+ > r;b;,
diese ,,Punktkoordinaten® fassen wir in einem (k + 1)-tupel (1,ry,...,r) zZusammen
(die fithrende 1 soll anzeigen, dafl es sich um Koordinaten eines Punkts handelt).

Zum Vektor u € U haben wir Zahlen si, ..., s, mit u = >_ s;b;, diese ,Vektorkoordina-
ten“ fassen wir im (k + 1)-tupel (0, s1, ..., sx) zusammen.

Die Operationen im affinen Raum spiegeln sich wie folgt in den Koordinaten wider:

Lemma 4.1.3 Sei{P,by,...,b} ein Koordinatensystem von H = P+U, das Koordina-
tentupel des Punkts QQ € H sei (1,q1,...,qx), das von S sei (1,s1,...,5;) und das des
Vektors v € U sei (0,71,...,1). Dann ist das Koordinatentupel von @ + v gleich
(Lqu + 71, ..., qr + ri) und der Verbindungsvektor von Q nach S hat die Koordinaten

(0781 _q17"'a8k_Qk)‘
Den Beweis iiberlassen wir dem Leser. O

Sei nun {P, ey, ...,e,} ein Koordinatensystem des affinen Raums A selbst. Seien Ma-
trizen (a;;) € My, und (b;) € M,,; gegeben, dann ist die Menge H der Punkte X mit
dem Koordinatentupel (1,1, ..., x,), fiir die

E aijxj:b,-, izl,...,m

gilt, ein affiner Unterraum von A (oder leer). In der Tat: Sei

€ y41 n—r C1;
= +2 t
T, DPn i=1 Cni

die Losungsmenge des Gleichungssystems, dann gilt

(1>$1> s axn) - (Lpla s >pn) + Z(Oaclia e '>Cni)ti

oder
H = (P + Zpiei) + L{Z Cj1€j5, .+, chnej}.
J J
Beispiel:
Wir betrachten den R? mit dem Koordinatensystem {(0,0,0), ey, €2, €3} und das Glei-
chungssystem x; + x5 +x3 = 1. Der Losungsraum des zugehorigen homogenen Systems

18t
U= LM(SL’l +ZTo+ 23 = 0) = L{(—l,O, 1), (0, —1, 1)}

und eine spezielle Losung des inhomogenen Systems ist (1,0,0), also
H = (1a 07 0) + L{63 —€1,€3 — 62}'

Wir werden nun sehen, daf jeder affine Unterraum durch ein lineares Gleichungssystem
beschrieben werden kann:
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Satz 4.1.2 Sei H ein affiner Unterraum von A, {P,e1,...,e,} ein Koordinatensystem
von A. Dann existiert ein lineares Gleichungssystem Y a;;x; = b, i = 1,...,m, so
daf$ der Punkt X genau dann in H liegt, wenn sein Koordinatentupel (1,xq,...,x;,)

das Gleichungssystem erfillt.

Beweis: Wir wihlen ein Koordinatensystem {Q, by, ..., b;} von H. Dann gilt fiir X € A,
daB X genau dann in H liegt, wenn es Zahlen rq, . .., r gibt, so dal X = Q+ > r;b; ist.
Wir stellen dies im Koordinatensystem {P, ey, ..., e,} dar: Die Koordinatentupel von
b;, X und @ seien (0,by;,...,bu), (1,x1,...,2,) bzw. (1,¢1,...,¢,). Dann bedeutet
die obige Relation, das

buri+...+bury = T1—@q
bnlrl +...+ bnkrk = Tnp —(qn
genau dann eine eindeutig bestimmt Losung (71, ...,7x) besitzt, wenn X in H liegt.

Dies ist genau dann der Fall, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix gleich k ist. Das
heifit, dal die reduzierte Form der Koeffizientenmatrix folgendermaflen aussieht:

10 .. fi(z)
10 ... fa(z)
0 fr1()
Der Rang dieser Matrix ist genau dann gleich k, wenn die n — k£ Gleichungen
fera(z) = 0
fn(x) = 0

erfiillt sind. Dies ist unser gesuchtes (inhomogenes) Gleichungssystem.

Beispiel:
Sei H = (1,1,1) 4+ & (e; + ey, €2 + €3) im affinen Raum R?. Der Punkt (2, 2y, x3) liegt
genau dann in H, wenn (z; — 1,25 — 1,23 — 1) in &((1,1,0), (0,1, 1)) liegt, also wenn

1 0 r;—1
1 1 + 1 To = Ig—l
0 1 Ig—l

Wir wenden den Gauflschen Algorithmus auf die Koeffizientenmatrix an:

1 0 -1 1 0 -1
1 1 z9—1 | = 0 1 z9—m
01 z3—1 0 0 z3—224+21—1
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also liegt der Punkt genau dann in H, wenn x3 — x5 + 21 = 1 ist.

Als nachstes wollen wir uns mit dem Durchschnitt affiner Unterraume befassen. Seien
H, =P, + U, und Hy, = P, + U, zwei affine Unterrdume eines affinen Raums A.

Lemma 4.1.4 Der Durchschnitt Hy N Hy ist leer oder gleich P+ Uy NUsy, wobet P ein
beliebiger Punkt von Hy N Hy ist.

Beweis: Sei P € H; N Hy, dann ist H; = P + U; und Hy = P + U,. Ein Punkt X
liegt genau dann im Durchschnitt, wenn es Vektoren u; € Uj,us € Uy gibt, so daf
X =P+ u = P+ usyist, d.h. esist u; = uy € Uy N Us. O

Wenn die Koordinaten des Punktes X € H; bzw. Hy beziiglich eines in A gewihlten
Koordinatensystems durch die Gleichungssysteme

MX =Bbzw. NX =C

beschrieben werden, so sind die Koordinaten von Punkten aus H; N H, gerade die

Losungen von
M B
(¥)x-(e)

denn X liegt genau dann in H; N Hy, wenn M X = B und NX = C ist.

Lemma 4.1.5 Fin k-dimensionaler Unterraum H eines n-dimensionalen affinen Raums
ist als Durchschnitt von n — k (n — 1)-dimensionalen Unterrdumen (sog. Hyperebenen)
darstellbar.

Beweis: Wir wéhlen ein Gleichungssystem mit n — k& Gleichungen, das die Koordina-
ten der Punkte von H beschreibt. Jede einzelne Gleichung hat als Losungsmenge die
Koordinaten der Punkte einer Hyperebene, der Durchschnitt dieser Hyperebenen ist
gerade H. O

Definition: Zwei affine Unterrdume H; = P, + U; und Hy, = P, + U, heiflen parallel,
wenn U; C U, oder Uy C Uy gilt. Wenn sie nicht parallel sind und ihr Durchschnitt leer
ist, so heiflen sie windschief.

Satz 4.1.3 Sei dim A = 3 und Hy, Hy zwei Geraden in A. Dann sind die Geraden
entweder parallel oder windschief oder sie schneiden sich.

Beweis: Wir wihlen ein Koordinatensystem und stellen H; und H, durch zwei Glei-
chungssysteme mit je zwei Gleichungen dar:

1121 + a12%2 + a13x3 = by

2171 + A29%2 + A23T3 = by

und
a3171 + azaTo + aszrz = b3

4171 + Qg2T2 + 4373 = by
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Alle vier Gleichungen zusammen beschreiben den Durchschnitt beider Geraden. Es sei
r der Rang der , kleinen* Koeffizientenmatrix und R der Rang der ,, groflen® Koeffizien-
tenmatrix. Esist 2 <r < R < 4.

1. Fall: r = R = 2, dann ist H; = H».

2. Fall: r =2, R = 3, dann ist U; = Uy und der Durchschnitt der Geraden ist leer, also
sind sie parallel.

3. Fall: r = R = 3, dann hat das Gleichungssystem eine eindeutig bestimmte Losung,
also schneiden sich die Geraden in einem Punkt.

4. Fall: r = 3, R = 4, dann ist U; # U, und der Durchschnitt ist leer, also sind die
Geraden windschief. O

Satz 4.1.4 H, und H, seien Hyperebenen in einem n-dimensionalen affinen Raum,
dann tritt einer der folgenden Fille auf:

1. H; = H,,
2. Hy und Hy sind parallel,
3. HyN H, hat die Dimension n — 2. O

Definition: Seien H;, H, C A Unterrdume, H = H; V H, sei der kleinste Unterraum,
der H; und H, umfaflt, er heifit der Verbindungsraum von H; und Hs.

Lemma 4.1.6 Sei Hy = P, + Uy, Hy = P, + Uy. Wenn der Durchschnitt von Hy und
Hy nichtleer ist, so liegt der Verbindungsvektor von Py und Py in Uy + Us.

Beweis: Es sei P ein Punkt von H; N H,, dann ist P, = P + uy, P, = P + us mit
—_ — —_—

Uy € Ul,’lLQ € Ug, also ist PLP,=P,P + PPo= —uqy +uy € Uy + Us. O
—
Satz 4.1.5 H1 V H2 = Pl +ag(P1P2) + (Ul + Ug)

—
Beweis: Sowohl H; als auch H, sind in P, + ¢ (P1P) + (Uy + Us) enthalten. Sei
—
H:H1VH2:P1+U:P2—|—U Dann ist Ul QU, UQQU, P1P2 hegt in U, also ist
—
P+ &(PP)+ (U +Uy) CH. O

Folgerung 4.1.1 Wenn H, N Hy nichtleer ist, so ist
Wenn Hy N Hy leer ist, so ist

d1mH1 \/Hg = dlmHl —l—dlmH2 —d1mU1 ﬂUQ + 1.0

4.2 Affine Abbildungen

Definition: Seien (A4,V), (A, V') affine Rdume, dann heifit /' : A — A’ eine affine
Abbildung, wenn eine lineare Abbildung f : V' — V' existiert, so dafi F(P + v) =
F(P)+ f(v) ist.
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Beispiele:

1. Parallelprojektion: Sei (A, V') ein affiner Raum und H = P + U C A ein affiner
Unterraum, U’ ein Komplement von U in V, d.h. V = U @& U’. Sei ) ein Punkt von
A, Q =P+u+d, wou e U und v € U ist. Wir setzen F(Q) = P + u und
f(u+u') =u, dann ist f linear und es gilt F'(Q 4+ w) = F(Q) + f(w), wie man sofort
sieht.

2. Translation: Seien Punkte P, Q) gegeben, wir setzen T(P +v) = Q 4 v, t = id, dies
ist die Verschiebung des Raums um den Verbindungsvektor von P nach Q.

Satz 4.2.1 Sei H C A ein Unterraum und ' : A — A’ eine affine Abbildung, dann ist
F(H) C A ein affiner Unterraum und dim F(H) < dim H. Wenn H und H' parallel
sind, so sind auch F(H) und F(H') parallel.

Beweis: Sei H = P + U, dann ist F(H) = F(P) + f(U) ein affiner Unterraum und
dim f(U) < dim U. Sei noch H' = P’ + U’ parallel zu H, etwa U C U’, dann ist auch
f(U) C f(U'), also sind die Bilder auch parallel. 0

Dem Leser iiberlassen wir die folgende Aussage zum Beweis:

Folgerung 4.2.1 Das Bild einer Geraden ist eine Gerade oder ein Punkt. Wenn H
und H' parallele Geraden und F(H) ein Punkt ist, so ist F(H') auch ein Punkt. O

Seien nun (A,V) und (A4, V') affine Rdume und F' : A — A’ eine affine Abbildung.
Wir wihlen Koordinatensysteme:

A=P+&by,....b)und A =P +&V,,....0).

Wir wollen der Abbildung F' eine Matrix zuordnen, die F' eindeutig bestimmt.
Sei @ ein beliebiger Punkt von A mit dem Koordinatentupel (1,74,...,7,), d.h. Q =
P +> " r;b;, dann ist

F(Q) :F(P)_'_f(zribi) :F(P)+Zrif(bi)u

also ist F' durch F'(P) und f(by),..., f(b,) eindeutig bestimmt, also durch die Darstel-
lungsmatrix (f;;) der Abbildung f und das Koordinatentupel (1, sy, ..., S,,) des Punk-
tes F'(P). Wir schreiben dies alles in die folgende Matrix

1 0 ... 0
s1 fu oo Jfin
Sm fml fmn

in deren Spalten die Koordinaten von F'(P), f(by),..., f(b,) stehen.

Wir wollen nun nachzuweisen, dafl bei einer derartigen Matrixzuordnung das Produkt
affiner Abbildungen dem Matrixprodukt der Darstellungsmatrizen der affinen Abbil-
dungen entspricht.
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Wir betracheten drei affine Raume A, B, C und zwei affine Abbildungen F': A —
B, G : B — C. Wir wihlen Koordinatensysteme (P, by,...,b,) von A, (Q,c, ..., cn)
von B und (R,dy,...,d;) von C. Es sei

F(P):QﬂLijCj, f(bi):ijz’Cj>

G@Q) =R+ gdr,  glc;) = grjdr-
Dann ist
GoF(P) = G(Q)+g(>_ fic;)
= R+> _gedi+ Y £ guidn
= R+ Z(gk + ngjfj)dk
k J

Die Ausdriicke in den Klammern sind gerade die Komponenten der ersten Spalte der
Produktmatrix

1 0 0 1 0 0
91 911 --- Gim f1 f11 fln
g1 g s 9im fm fml s fmn

Die Koordinaten y; des Punkts F'(X) kann man aus den Koordinaten von X wie folgt
berechnen: Sei der Einfachheit halber F': A — A, X = P+ > x;b;, dann ist

F(X)=F(P)+> xif(b)=Q+ > _(fi+ > fuw)bj =P+ > yib;

also
1 0 0 1 1
f1 f11 fln T _ Y1
fm .fml fmn T, Yn

Sei zum Beipiel d die Drehung um den Ursprung um 90 Grad und v die Verschiebung
um den Vektor (1,1). Dazu gehoren die Matrizen

0
-1 bzw. V =

1
D=10
0 0

_ O O
— =
o = O
_ O O

Zum Produkt d o v gehort die Matrix

DV=1[-1 0 -1
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also ist
1 0 O 1 1
dv(X)=| -1 0 -1 r|=[-1-y
1 1 0 Y 1+

Wir fragen abschlieBend, ob dv einen Fixpunkt besitzt (d.h. dv(X) = X). Wir finden,
daB der Punkt (—1,0) fest bleibt. (Machen Sie eine Skizze!)

N
Seien A, B,T drei Punkte auf einer Geraden Und es sei T' = A + k AB, dann heif3t
die Zahl k das Teilverhéltnis der Punkte A, B, T, dies wird mit dem Symbold (AT B)
bezeichnet.

Sei nun F eine affine Abbildung und f die zugehorige lineare Abbildung. Dann gilt

—

F(T) = F(A+k AB) = F(A) + kf(AB) = F(A) + k F(A)F(B),

das heifit & = (F(A), F(T)F(B)), das Teilverhéltnis dreier Punkte bleibt bei affinen
Abbildungen erhalten.



66 KAPITEL 4. AFFINE GEOMETRIE

4.3 Zweidimensionale Geometrie I

Die folgenden Ausfithrungen lehnen sich an Koecher/Krieg, Ebene Geometrie an. Wir
betrachten R? als affinen Raum, in diesem Abschnitt bezeichnen wir mit r, s, ¢, u Ele-
mente von R \ {0}, a,b, ¢, d bezeichnen Punkte, grofle Buchstaben Geraden und mit
a V b wird die Verbindungsgerade von a und b bezeichnet.

Satz 4.3.1 Wir fiihren die Abkiirzung [a, b] = a1by—agby ein, dann ist der Schnittpunkt
der Geraden G = {a+rb|r € R} und H = {c+ sd|s € R} durch

(e, d]a — [a, b]d)

[b, d]

gegeben.

G

Satz 4.3.2 (Strahlensatz) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Die Verbindungsgeraden ra V tb und sa V ub sind parallel.
2. ru = st

Beweis: Die Verbindungsgeraden sind genau dann parallel, wenn ra — tb und sa — ub
linear abhéngig sind, wenn also £ = % gilt. O
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Satz 4.3.3 (Desargues) Seien F,G,H paarweise verschiedene Geraden durch den
Punkt o und a,a’ € F,b,b' € G und ¢, € H mitaVb| a V¥ undbVcl| bV, dann
gilt auch aV el o' V.

Beweis: Nach Voraussetzung ist ' = ra,b’ = sb, ¢ = te, die Voraussetzungen und die
Behauptung sind nach dem Strahlensatz gleichwertig mit s = r;t = s sowie t =r O

Satz 4.3.4 (Pappus) Seien F,G verschiedene Geraden, die sich in o schneiden, und
seien a,a’,a” € F'\ G und b,b', 0" € G\ F jeweils paarweise verschieden. Wenn a V
V|a Vv undad Vbl a" VI, sogiltaVb| a Vv

Beweis: Nach Voraussetzung sind a,b linear unabhingig, wir setzen o' = ra,a” =
sa, b’ = tb,b" = ub. Aus dem Strahlensatz folgt u = rt und s = rt, also u = s. Dann
gilt aber auch a Vb | a” V1. O
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Kapitel 5

Linearformen

Die Menge aller linearer Abbildung Hom(V, W) eines Vektorraums V' in einen Vektor-
raum W ist selbst ein Vektorraum, speziell ist V* = Hom(V, R) ein Vektorraum, der
dieselbe Dimension wie V' besitzt. Wir nennen die Elemente von V* Linearformen auf
V.

Wir wiederholen:

Wenn [ und !’ Linearformen auf V' sind, so ist fiir v € V und r € R stets (I +1')(v) =
l(v) +U'(v) und (rl)(v) = ri(v). Die Linearformen {l,...,l;} auf V sind genau dann
linear unabhéngig, wenn aus ) r;l; = 0 folgt, dafl alle r; Null sind, also: Wenn fiir alle
v € V die Relation ) r;l;(v) = o gilt, so ist r; =0 fir i = 1,..., k.

Zur Abkiirzung hat sich die folgende Funktion ¢ eingebiirgert:
5. — 0 fir ¢ # 7,
Y 1fir e =g,

sie wird als ,,Kroneckersymbol“ bezeichnet.

Satz 5.0.5 Seien {v1,..., v} linear unabhingige Vektoren aus V', dann gibt es linear
unabhdnigige Linearformen ly,... 1, € V*, so daf$ l;(v;) = ;.

Beweis: Sei V = &”(vl, ..., V) ® U eine direkte Summe, dann hat jeder Vektor v € V
eine eindeutig bestimmte Darstellung v = > 70, + w, wobei w in U liegt. Wir setzen
ZZ(U> =Ty, dann ist li(Uj) =0 fiir ¢ #] und lz(vz> =1.

Wir zeigen noch die lineare Unabhéngigkeit: Sei ) s;l;(v) = 0 fiir alle v € V. Wir
setzen speziell v = v;, dann ist 0 = Y s;l;(v;) = > si0;; = s;, also sind alle s; Null. O

Folgerung 5.0.1 Zu einer gegebenen Basis B = {b1,...,b,} vonV ezistiert eine Basis
{ly, ..., I} von V* mit 1;(b;) = d;;, sie heifit die zu B duale Basis. O

Wenn die zur Basis B von V' duale Basis von V* bekannt ist, kann man die Koordinaten
eines Vektors leicht berechnen:

Sei v =Y mb;, dann ist [j(v) = D> rili(b;) = > 105 =15, also ist v = > ;(v)v;.

Wir betrachten als Spezialfall den Vektorraum R"™ der Zeilenvektoren und es sei X €

R™. Sei weiter
ai

I —

Qn

69
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ein Spaltenvektor, dann ist X L € My, also eine Zahl, und die Zuordnung [ : X — XL
ist eine Linearform.

Es gibt Mengen aus n linear unabhédngigen Spaltenvektoren, dazu gehoéren n linear
unabhéngige Linearformen, die Basen von R™* bilden, also kann der Raum der Spalten-
vektoren als der zum Raum der Zeilenvektoren duale angesehen werden.

Definition: Sei M C V eine Teilmenge, wir setzen
Ann(M) = {l € V* | I(m) = 0 fiir alle m € M},
und fiir L C V* setzen wir
Ann(L) ={v eV |l(v) =0 fir alle [ € L}.
Lemma 5.0.1 Ann(M) ist ein Unterraum von V*, Ann(L) ist ein Unterraum von V.

Beweis: Wenn [ly(m) = lo(m) = 0 fir alle m gilt, so ist auch (rly + lp)(m) = 0,
also rly +lo € Ann(M). Aus I(vy) = l(ve) = 0 fiir alle [ folgt I(rvy + vy) = 0, also
rvy + vy € Ann(L). O

Lemma 5.0.2 dim Ann(M) = dimV — dim & (M).

Beweis: Wir wiihlen eine Basis {v1, ..., v,,} von & (M) und ergéinzen sie zu einer Basis
{vi, ..., Umy Vg1, - - ., Uy } von V, die dazu duale Basis von V* sei {vf, ..., v5, v5 1, ...,
vi}. Dannist | = ) r;0f genau dann aus Ann(M), wenn [(vy) = ... = I(v,,) = 0. Es ist
(v;) = 3 rpvi(v;) = 1y, also ist [ genau dann aus Ann(M), wenn I € & (vf, ..., v%)
1st. O

Lemma 5.0.3 Ann(Ann(M)) = & (M).
(

Beweis: Wenn m in M liegt, so ist [(m) = 0 fir alle [ € Ann(M), also ist m €
Ann(Ann(M)) und damit ist & (M) € Ann(Ann(M)) und aus Dimensionsgriinden

folgt die Gleichheit. O

Satz 5.0.6 Ann(U+ W) = Ann (U)NAnn (W), Ann(UNW) = Ann (U)+Ann (W),
wober U, W C V' Teilrdume sind.

Beweis: Seil € Ann(U + W), d.h. [(u+w) = 0 fiir alle u € U,w € W. Dann ist speziell
[(u) =0 fir alle w € U und [(w) = 0 fiir alle w € W, also [ € Ann(U) und [ € Ann(WW),
also [ € Ann(U) N Ann(W), also Ann(U + W) C Ann(U) N Ann(W).

Seinun [ € Ann(U)NAnn(W), also I(u) = I(w) = 0 fir alle u, w, dann ist [(u+w) = 0,
also | € Ann(U + W). 0

Sei f : V — W eine lineare Abbildung und sei [ € W* beliebig, d.h. [ : W — R ist
auch linear. Dann ist [ o f : V' — R linear, also liegt [ o f in V*.

Definition: Die Abbildung f* : W* — V* mit f*(I) = [l o f heifit die zu f duale
Abbildung.

Lemma 5.0.4 Seien f :V — W,g : W — U lineare Abbildungen und f* : W —
V* g*: U* — W* die dualen Abbildungen. Dann gilt (go f)* = f*o g*.
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Beweis: Sei l € U*, dann ist (go f)*(I) =l(go f) = (lo(gof) =(log)of =g*(l)o f =
f(g(1) = frog*(l). o
Satz 5.0.7 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und f* : W* — V* die dazu duale.

Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn f* surjektiv ist, und f ist genau dann
surjektiv, wenn f* injektiv ist.

Beweis: Wir berechnen Ker(f*) und Im(f*): Genau dann ist [ € Ker(f* ) INUE
If =0, also wenn I(f(v)) = 0 fiir alle v € V gilt, also ist Ker(f*) = ( m(f)).
Speziell: Wenn Ker(f*) = {0} ist, so gilt Im(f) = W.

Sei weiter k € Im(f*), dann gibt es ein [ € W* mit k = f*(I) = [f, also gilt k(v) =
I(f(v)) fiir alle v € V. Wenn nun v in Ker(f) liegt, so ist k(v) = 0, folglich ist Ker(f)
in Ann(Im(f*)) enthalten. Schlieflich ist

dim Ann(Im(f*)) = dim V* —dim Im(f*) = dim V* — (dim W* — dim Ker(f*))

=dimV —dim W + dim Ann(Im(f)) = dimV —dim Im(f) = dim Ker(f)

und wegen Ker(f) € Ann(Im(f*) folgt die Gleichheit der Vektorrdume. Wenn also
Ker(f) = {0} ist, so ist Im(f*) = V* und umgekehrt. O

Seien nun in V und W Basen B und C gewéahlt, f : V' — W sei eine lineare Abbildung
und f* : W* — V* sei die dazu duale Abbildung. Wir wollen die Darstellungsmatrix
Ac+p+(f*) bestimmen.

Sei B = {by,...,b,}, C ={c1,...,cm}, C* =A{cf,....c,} und B* = {bj,...,0},}.
Schliefllich sei f(b;) = > fjics, also F' = (f;;) = Apc(f).

Wir betrachten nun f*(¢j) : V — R, es ist
fr(e)(bi) = ¢ f(bi meck fii = Fixbi(bi)
k

also ist

(6}) = > Fnbi
k
Die Matrix F" = (f};) mit f/; = f; heit die zu F' transponierte Matrix. So erhalten
wir den
Satz 5.0.8 AC*B* (f*) = (ABc(f))T, (AB)T = BTAT, (A + B)T = AT + BT. O

Zum Abschluff betrachten wir den Vektorraum V** = Hom(V*, R). Wir haben hier
eine kanonische Abbildung
1:V =V

die folgendermaflen gegeben ist: Fiir v € V legen wir die Linearform i(v) auf V* durch
i(v)(l) =l(v) (I € V*) fest. Die Abbildung i ist linear:

i(v+r) (1) =1lv+7r)=1v)+ri(W) =i(v)() +ri(v) (1) = (i(v) +ri(v") ()
fir alle [ € V*.
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Die Abbildung i ist injektiv: Andernfalls gibt es ein v # o mit i(v) = o, d.h. i(v)(l) =
l(v) =0 fiir alle [ € V*. Wir ergéinzen v = vy zu einer Basis von V| die duale Basis sei
{vf,...,v;}, nun wihlen wir [ = v] und erhalten den Widerspruch v;(v;) = 0. Da V
ein endlichdimensionaler Vektorraum ist, ist ¢ ein Isomorphismus.

Dies sollten Sie sich merken.



Kapitel 6

Bilinearformen

6.1 Darstellungsmatrizen und Basiswechsel, Diago-
nalisierung

Sei V' ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform b auf V' ist eine Abbildung b : V xV — R,
die in jeder Komponente linear ist, d.h.

b(v+ 10, w) = blv,w) + ro(v', w),

b(v,w +rw') = b(v,w) + rb(v,w")
fiir alle v, v, w,w’ € V und r € R.

Beispiele:
1. V=R, b: Rx R — R sei die Multiplikation. Die Bilinearitdt ist durch das
Distributivgesetz gesichert.

2. V=R" b((z1,--yxn), (Y1, -, Yn)) = D Tils-
Mit B(V') bezeichnen wir die Menge aller Bilinearformen auf V. Durch die Festlegungen

(b+ V) (v,w) = b(v,w) + V' (v,w) und (rb)(v,w) = rb(v, w)
wird B(V) ein Vektorraum.
Lemma 6.1.1 B(V) ist isomorph zu Hom(V, V*).

Beweis: Sei f: V — V* linear, dann setzen wir b(v,w) = f(v)(w), dies ist sicher eine
Bilinearform. Sei umgekehrt b € B(V'), dann legen wir die Abbildung f : V — V*
durch f(v)(w) = b(v,w) fest, f ist natiirlich linear.

Wir setzen nun H (b) = f, dann ist H eine bijektive Abbildung von B(V') in Hom(V, V*)
und aus der obigen Definition der Operationen mit Bilinearformen ergibt sich die Li-
nearitdt von H. O

Es ist
Ker(H (b)) = Ker(f) ={ve V| f(v) =0}

={v eV | f(v)(w) =0 fir alle w € W}
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={v eV |blv,w) =0 fiir alle w € V}.
Definition: Die Bilinearform b heifit nichtausgeartet, wenn Ker(H (b)) = {o} ist.

Lemma 6.1.2 Die Bilinearform b ist genau dann nichtausgeartet, wenn zu jedem v €
Viv # o, einw € V existiert, so daf$ b(v,w) # 0 ist.

Beweis: Andernfalls gibt es ein v # o, so daf fiir alle Vektoren w gilt b(v,w) = 0, d.h.
v liegt in Ker(H (b)). O

Beispiele:
1. V=R b((x1,22), (y1,92)) = T1y1 + T2ys, dies ist genau dann fiir alle yy, o
gleich Null, wenn 7 = 25 = 0 ist, d.h. b ist nicht ausgeartet.

2. V=R b((x1,22), (y1,y2)) = (x1 + 22)(y1 + y2), dies ist eine ausgeartete Biline-
arform, denn b((1, —1), (y1,y2)) = 0 fiir alle (y;,ys).

Wir wollen nun Bilinearformen durch Matrizen beschreiben. Sei dazu C' = {vy,...,v,}
eine Basis von V und b : V x V — R eine Bilinearform. Es sei b(v;, v;) = b;; und wir

setzen
bll e bln

Mc(b) = B = ,
bt - bum

dies sei die beziiglich C' zu b gehorige Darstellungsmatrix. Wenn nun v = > rv;, w =

ZSZ'UZ', dann ist b(’U, U}) = b(z TV, ZSJ"U]‘) = Z ZTiSjb(’UZ‘,’Uj> = ZZribijsj oder in

Matrixschreibweise

bll e bln S1
b(v,w) = (r1,...,m) e .| = k() Ma(b)ke(w).

bnl e brm Sn

Der Summe von Bilinearformen entspricht die Summe der Darstellungsmatrizen, ebenso
ist es mit der Vervielfachung, also ist B(V') isomorph zu M, (dimV = n).

Lemma 6.1.3 Mc(b) = AC,C’* (H(b))T

Beweis: Sei C' = {vy,...,v,} und C* = {v],...,v}} die zu C duale Basis, weiter sei
H(b)(vi) = 22 frivi- Dann ist by; = b(vi, v5) = H(0)(vi)(v) = 22 frivi(v;) = 22 frilrj =
Jii- O

Folgerung 6.1.1 Die Bilinearform b ist genau dann nichtausgeartet, wenn Mc(b) re-
quldr ist.

Beweis: Genau in diesem Fall ist H(b) injektiv. O

Wir zeigen nun, wie sich die Darstellungsmatrizen von Bilinearformen beim Basiswech-
sel verhalten.

Satz 6.1.1 Seien C' = {vy,...,v,} und D = {wy, ..., w,} BasenvonV, A= Acp(id), B =
Me(b), B' = Mp(b), dann gilt B = ATB'A.
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Beweis: Wegen (idy)* = idy« ist das folgende Diagramm kommutativ:

H(b
, o,
idy l l ids,
H(b)
A A A

also H(b) = idy+ o H(b) oidy, d.h. fiir die Darstellungsmatrizen gilt
Mc(b) = Ap«c«(idy, )Mp(b) Acp(idy)

und die Darstellungsmatrix der dualen Abbildung ist die Transponierte der originalen
Darstellungsmatrix, daraus ergibt sich die Behauptung. O

Definition: Die Bilinearform b heifit symmetrisch, wenn fiir alle v, w € V gilt b(v, w) =

b(w,v), und alternierend (oder antisymmetrisch), wenn b(v, w) = —b(w, v) ist.

Lemma 6.1.4 Zu einer symmetrischen Bilinearform b gehort beziiglich jeder Basis
von V' eine symmetrische Matrizx. O

Der folgende wichtige Satz besagt, dafl symmetrische Matrizen ,,diagonalisierbar* sind.
Wir geben zwei dquivalente Formulierungen an, beweisen aber nur die erste.

Satz 6.1.2 1. Sei b eine symmetrische Bilinearform auf V', dann existiert eine Basis
B von V', so dafs

d 0 . 0
0 d,

eine Diagonalmatrix ist.
2. Wenn A eine symmetrische Matriz ist, so existiert eine requldre Matriz C', so dafs

d 0 ... 0
ctTAc =1 0
0 . d,

eine Diagonalmatrix ist.

Beweis: Wir fithren die Induktion iiber dim V. Der Induktionsanfang ist trivial. Die
Behauptung sei fiir alle Vektorrdume mit einer Dimension, die kleiner als die von V
ist, bereits bewiesen. Wenn b(v, w) = 0 fiir alle v, w, € V gilt, so ist nichts zu zeigen.
Seien also u, w € V so gewahlt, dal b(u, w) # 0 ist. Wir suchen einen Vektor v, fiir den
b(v,v) # 0 ist.

Falls b(u,u) # 0 ist, so wéhlen wir v = u, wenn b(w,w) # 0 ist, so wéhlen wir v = w.
Wenn aber b(u,u) = b(v,v) = 0 ist, so setzen wir v = u + w, in der Tat ist

b(v,v) = b(u + w,u+ w) = b(u,u) + blu,w) + b(w, u) + b(w, w) = 2b(u, w) # 0.



76 KAPITEL 6. BILINEARFORMEN

Nun wollen wir den Vektor v so zu einer Basis {v; = v, vy,...,v,} von V erginzen,
daBl b(vq,v;) = 0 fur i > 1 ist. Beziiglich dieser Basis gehort dann zu b die Matrix
b(v,v) 0 ... 0
0 FOR ¢
0
0

und das Problem wére auf ein kleineres reduziert.
Sei also {vy,wy, ..., w,} (mit v; = v) irgendeine Basis und w = ) r;w;, der Bilinear-
form b entspreche die Matrix M, genau dann ist b(v, w) = 0, wenn

™
(r o ... OM|---]=0

Tn

ist. Dies ist eine Gleichung mit n Unbekannten, der Losungsraum hat also die Dimension
n — 1. Sei {vg,...,v,} eine Basis des Losungsraums. Dann ist b(vy,v;) = 0 fiir ¢ > 1.
Wir zeigen, dafl {vy,...,v,} linear unabhéngig ist.

Sei also > rv; = o, dann gilt

0= b(vy, Zrm) = r1b(vy,v1) + reb(vy, v2) + ...+ 1Rb(v1, V),

die letzten n — 1 Summanden sind null und b(wvy, v;) ist nicht null, es folgt 7 = 0. Da
{va,...,v,} bereits linear unabhéngig waren, sind auch die iibrigen r; null. Beziiglich
der Basis {vy,...,v,} hat also b eine Darstellungsmatrix der Form

0 ... 0
o7

o O O ¥

und diese Form hat sie auch beziiglich jeder Basis {vy,ws,...,w,}, wenn nur die
w; € ¢ (vg,...,v,) sind, denn es ist b(vy,w;) = 0. Wir schranken nun die Bilinear-
form b auf den Unterraum & (vy, ..., v,) zu ' ein, in diesem Vektorraum gibt es nach
Induktionsvoraussetzung eine Basis (0BdA sei es bereits {vs,...v,}), so dal die Dar-
stellungsmatrix von o' Diagonalgestalt hat. Beziiglich der Basis {vy,...v,} hat dann
die Bilinearform b eine Diagonalmatrix als Darstellungsmatrix. O

Beispiel:
Wir betrachten die Bilinearform b((x1, z2), (Y1, %2)) = y1202+1y22; auf dem R?. Beziiglich

1 .
1 o) Es ist b(eq,e1) =
b(ea, by) = 0 und b(ey + €2, €1 + €3) = 2. Also setzen wir v = (1, 1). Wir suchen a, b mit
(1 1) (O 1) (a) =(1 1) (Z) = 0 und finden w = (1, —1). Beziiglich der Basis
2 0
0 -2
Wir konnen die Aussage des obigen Satzes noch verschérfen:

der kanonischen Basis {eq, ey} ist ihre Darstellungsmatrix

1 0 b

{v,w} hat b die Darstellungsmatrix



6.1. DARSTELLUNGSMATRIZEN UND BASISWECHSEL, DIAGONALISIERUNGT7

Satz 6.1.3 Zur Bilinearform b auf V' gibt es eine Basis, beziiglich derer die Darstel-
lungsmatriz von b die Form

1

hat.

Beweis: Sei {vy,...,v,} eine Basis von V, beziiglich derer die Darstellungsmatrix von b
Diagonalform hat. Nach einer eventuellen Anderung der Reihenfolge der Basisvektoren
sind etwa die ersten Diagonalelemente positiv, die folgenden negativ und die letzten
null, also

d fir 1<i<s,

b(vi,v;) = —d? fir s+1<i<r
0 fir >
. o1 1 . ) .
Nun gehen wir zur Basis {d—vl,...,d—vr,vrﬂ,...,vn}uber und haben hier die ge-
1 T
wiinschte Darstellungsmatrix. O

Satz 6.1.4 (Trégheitssatz von Sylvester) Sei

1 fir 1<1<s,
bv,v;) =< —1 fir s+1<i<r
0 fur ©>r.

Dann sind die Zahlen s und r von der Wahl der Basis unabhdingig.

Beweis: Sei {wy, ..., w,} eine Basis mit b(w;, w;) = 0 fiir ¢ # j und b(w;,w;) = 1 fir
1<i <t b(wg,w;) =—1flirt+1 <14 <r sowie b(w;,w;) =0 fiir ¢ > r.

(In beiden Féllen steht dasselbe r, dies ist der Rang der Darstellungsmatrix, der natiir-
lich von der Basis unabhéngig ist.) Es geniigt zu zeigen, dal s < ¢ ist. Wir zeigen, dafl
die Menge {v,...,vs, Wt1, ..., w,} linear unabhéngig ist, dann folgt s +n —t < n,

also s < ¢. Sei also
S n
ZT’Z"UZ' — ZS]"LU]' = 0
i=1 j=t

Dann ist

E r;U; = E sjwj,
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also
b(z Vi, Z V) = Z r? = b(z S;W;, Z Sjw;) = — Z s?,
diese Zahl ist sowohl nichtnegativ als auch nichtpositiv, alsoist ry = ... =35, =0. O

Wenn man eine symmetrische Matrix A nur in eine Diagonalgestalt tiberfithren will
und an der Transformationsmatrix (bzw. an der neuen Basis) gar nicht interessiert ist,
so kann man den ,symmetrischen Gauflschen Algorithmus anwenden, d.h. zu jeder
Zeilenoperation hat man ,,dieselbe” Spaltenoperation auf A anzuwenden. Denn sei

1
Fi — IR |
1

eine Elementarmatrix, wo an der Stelle (¢, j) eine Eins steht. Dann entsteht £ A aus
A durch Addition der j-ten Zeile zur i-ten, wihrend AE7" aus A durch Addition der
j-ten Spalte zur i-ten entsteht. Wenn wir also eine Zeilenoperation auf A anwenden,
die die Komponente a;; zu Null macht, so verschwindet wegen der Symmetrie von A
nach der entsprechenden Spaltenoperation die Komponente a;;.

6.2 Jacobi-Diagonalisierung

Von Jacobi (also aus dem 19. Jahrhundert) stammt das folgende Iterationsverfahren
zur Uberfithrung einer symmetrischen Matrix in eine Diagonalform.
Es sei eine symmetrische Matrix A gegeben, wir betrachten Matrizen

1

1

die sich nur an vier Stellen von der Einheitsmatrix unterscheiden und wo s? 4+ ¢? = 1
ist. Die Zahlen ¢ und s kénnen wir als Cosinus bzw. Sinus eines Winkels w auffassen,
dann ist die Matrix J;;(w) die Darstellungsmatrix einer Drehung in der ¢, j-Ebene um
den Winkel w.

Wir werden die Matrix A mit einer Folge derartiger Drehmatrizen transformieren, also

Operationen der Form

durchfithren, und zwar suchen wir die Drehmatrizen so aus, dafl in jedem Schritt die

Zahl
off(A) = E a;
i#]
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kleiner wird. Die Matrix A néhert sich also immer weiter an eine Diagonalmatrix an.
Wir wihlen die Drehmatrix so, dal nacheinander an den Stellen (1,2), (1,3), ..., (1,n),
(2,3), ..., (n—1,n) Nullen entstehen. DaB eine solche Wahl gelingt, wollen wir uns im
Fall von 2 x 2-Matrizen verdeutlichen.

bll 612 . c —S a1 a12 C S
bgl 622 S C 21 A2 —S C
2 2 2 2
. c a1 — CS(agl + a12) + s Qo2 C Q921 + CS(CLll — a22) — 719
SC(CLH — a22) — 32a21 + 02a12 82CL11 + 80(@12 + CL21) + 02822

Wir berechnen

Es soll nun
bgl = SC(CLH — a22) + (02 — 82)CL21 =0

sein, d.h. es muf} gelten

02 — 82 a29 — A11

Y

2cs 2a91
die Zahl x ist bekannt, ¢ bzw. s sind gesucht.
Wir denken daran, dal ¢ = cos(w) und s = sin(w) ist, dann ist * = cot(2w) =
1 cot(w)—1 tan w. Wir setzen tan(w) = ¢ und erhalten 2:)3—Z+t =0 oder t*+22t—1 =

1
0 und damit ¢t = —z £ Va2 + 1, also ¢ = , s =tc
V1412

Genauso geht das natiirlich auch fiir n x n-Matrizen.

Wir bezeichnen die Zahl ) a7; mit F((A), dies ist die sogenannte Frobenius-Norm der
Matrix A.

Lemma 6.2.1 Sei J eine Drehmatriz wie oben, dann ist F(JTAJ) = F(A).
Beweis: Wir setzen der Einfachheit halber i = 1, j = 2 und berechnen

c —S a1
S C 921
JTA = 1 . =

ca11 — Sa91
say1 + cao

und sehen
2 2 2 2
(cary — sagr)” + (san + cag)” = aj; + a3,

d.h. bereits fiir je zwei benachbarte Stellen bleibt die Quadratsumme konstant, und
dies gilt auch beim Ubergang von A zu AJ. O

Wie unterscheiden sich nun off(A) und off(B)? Wir bemerken zunéchst, daf sich A und
B iiberhaupt nur in der 1. und 2. Zeile bzw. Spalte voneinander unterscheiden. Es ist
weiter off(4) = F(A) — Y a2 und es gilt

off(B) = F(B) — Zbi = F(A) = b}, — b3, — Za?m

1>2
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da A = bu fir 7 > 2. Weiter gllt

also

off(B) = off(A) — 2a3, + 2b], = off (A) — 2a3,.
Es sei also a,, das betragsgrofite Element von A auflerhalb der Diagonalen, wir trans-
formieren A mit .Jp,(w) mit geeignetem w, dabei wird off(A) um 2a2, verkleinert.
Es sei N = w die Zahl der Elemente von A oberhalb der Diagonalen. Dann ist
Qaf)q > LJ(VA), also, wenn A;, das nach k Schritten erhaltene Ergebnis ist, gilt

off(Ay) = off(A_1) — 22, < (1 - %)oﬁ(Ak_l) <(1- %)k off(A),

also konvergiert das Verfahren.

6.3 Strassens schnelle Matrixmultiplikation

Normalerweise benttigt man zur Berechnung des Produkts zweier n x n-Matrizen n?

Multiplikationen. Im folgenden stellen wir ein Verfahren vor, das es gestattet, grofie
Matrizen mit nur n*® Multiplikationen zu multiplizieren.

Wir nehmen an, wir hiitten schon ein schnelles Verfahren zur Multiplikation von 3 X 3-
Matrizen. Dann teilen wir die n x n-Matrix in vier § x - Matrizen und wenden auf
diese Blockmatrizen das schnelle Multiplikationsverfahren fiir 2 x 2-Matrizen an. Es
bleibt also nur eine schnelle Multiplikation fiir 2 x 2- Matrizen zu finden. Wir werden
sehen, dafl man 2 x 2-Matrizen mit 7 (anstelle von 8) Multiplikationen multiplizieren

kann.

Wir betrachten das Produkt zweier 2 x 2-Matrizen:

a, Qs by b\ [
as ay bs bs) \cz <
und fassen die Matrizen als Elemente des R* auf. Die ¢; sind dann Bilinearformen auf

R*:

¢ = a1b; + axbs
co = a1by + asby
c3 = asby + asbs
¢4 = asby + aqby.

Beziiglich der kanonischen Basis des R* entsprechen den ¢; die folgenden Matrizen:

1000 0100 0000 0000
.. looroq. 0001 | 0000 0000
"10000]™ 0000/ 1000/ o100

0000 0000 0010 0001
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Jede der obigen Bilinearformen ,enthélt® zwei Produkte, ihre Darstellungsmatrizen
haben den Rang 2.

Eine Bilinearform, die nur ein Produkt enthélt, hat die Form
(rlal + roaq + r3a3 + 7“4@4)(8161 + Sgbg + Sgbg + $4b4),

ihre Darstellungsmatrix
181 T2S1 T351 Tas1
T1S2 T9S2 T3S2 T4S2
183 T2S3 T3S3 T4S3
1S4 T2S4 T3S4 T4S4

hat den Rang 1. Das Problem besteht nun darin, die den ¢; entsprechenden Matrizen
als Summe méglichst weniger Matrizen vom Rang 1 darzustellen. Strassen zeigte 1969,
das hierfiir die folgenden 7 Matrizen ausreichen:

00 0 0 1 00 1 1 1 0 0
00 1 1 o o0 o0 0 0 0 0 0
™M=l 0 0 0 =g 00 0] ™T]l -1 -1 0 0
0 0 —1 -1 1 00 1 0 0 0 0
00 0 1 01 0 —1 0 0 0 0
00 0 1 000 0 0 0 0 0
™=l 00 0] ™Tlo o0 o0 o0 =L 0 0 0 0
00 0 0 000 0 -1 0 1 0

00 0 0

. 00 0 0

110 0 0

1 000

Diesen Matrizen entsprechen die folgenden Bilinearformen:

(CLQ — a4)(b3 + b4), (a1 + a4)(b1 + b4), (a1 — ag)(bl -+ bg),

(a1 -+ ag)b4, al(bg — b4), CL4(b3 — bl), (a3 + CL4)b1.
Die Bilinearformen cq, ..., ¢4 lassen sich aus diesen linear kombinieren:
€1 = My + Mg — My + Mg, Cog = My + M5, C3 = Mg+ My, C4 = My — M3+ M5 — M.

Vom Numerik-System LAPACK wird Strassens Methode genutzt.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts wollen wir unsere Kenntnisse in der Geometrie an-
wenden.
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6.4 Klassifikation der Quadriken

Sei A ein affiner Raum und {P,vy,...,v,} ein Koordinatensystem, ein Punkt X € A
habe die Koordinaten (1,z1,...,z,). Wie wir wissen, 148t sich die Zugehorigkeit des
Punkts X zu einem gegebenen Unterraum H von A daran erkennen, ob sein Koordina-
tentupel eine Losung eines gewissen linearen Gleichungssystems ist. Also: Eine lineare
Gleichung beschreibt eine Hyperebene.

Wir wollen nun ,quadratische Gleichungen betrachten und feststellen, was fiir ein
geometrisches Gebilde die Losungstupel solcher Gleichungen darstellen.

Definition: Sei { P, vy, ..., v,} ein Koordinatensystem des affinen Raums A. Die Menge
aller Punkte X mit den Koordinaten (1,21, ..., z,) mit

QZ zn: Qi T ‘l'QZn:CLiZL'i—FCLQ =0
i=1

1,7=1

heifit eine Quadrik (oder quadratische Hyperflache).
Wir kénnen die linke Seite der Gleichung auch als Matrixprodukt schreiben:

apg a1 ... Qp 1

ay apj; ... ap x
Q:(l T .. :L'n) "

Ap Ap1 ... Qpp Tn

Wir kénnen oBdA festlegen, daf§ a;; = a;; ist, daf also die Matrix A = (a;;) symmetrisch
ist. Mit dieser Abkiirzung konnen wir die quadratische Gleichung einfach in der Form
XTAX = 0 schreiben (wir haben hier den Punkt X mit seinem Koordinatentupel
identifiziert).

Bei einem anderen Koordinatensystem moge der Punkt das Koordinatentupel X’ ha-
ben, dann gilt X = BX' fiir eine gewisse regulidre Matrix B. Dann ist aber

XTAX = X" (BYAB)X/,

also ist BT AB die Matrix, die die gegebene Quadrik beziiglich des neuen Koordinaten-
systems beschreibt.

Wir fragen uns nun, ob es ein Koordinatensystem gibt, beziiglich dessen die die Quadrik
beschreibende Matrix ,, méglichst einfach® aussieht.

Dazu betrachten wir zunéchst die symmetrische Bilinearform

b(v,w) = Zaijviwj.

Wir wissen, das es eine Basis {uq,...,u,} gibt, so dal b(u;, u;) = d;d;; gilt, d.h. die
Darstellungsmatrix hat eine Diagonalgestalt. Also konnen wir fiir A die Gestalt

apy a; ... Qp ... Qp
a; aigp 0 ... 0
a. 0 Apr 0
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annehmen. Dann wird die Quadrik ¢) durch die Gleichung

iaiix? —i-QZaixi +ag=0
i=1

beschrieben. Fiir ¢ = 1, ... r fithren wir eine quadratische Ergdnzung durch, wir setzen

a;

’ i
T, = Z; + —,
(077

die Gleichung fiir @ hat dann in den gestrichenen Koordinaten die Form
T n
Z aiixf + Z CLZ'LU; + CLE) =0.
i=1 i=r+1

Wenn alle a; null sind oder » = n ist, so hat die Gleichung die einfache Gestalt

§ : 2 1

Nun betrachten wir den Fall, dafl » < n ist, es sei mindestens ein a; # 0, etwa a,, # 0.

Wir setzen firi=1,...,n—1 2z =2} und
Aryq Ap—1 ar
"o ! T / n— / 0
T, =, + Loyt F T, 1+ —
an n CLn

dann erhélt die Gleichung in den zweigestrichenen Koordinaten die Form
Z aixl? 4 2a,z! = 0.

Unter den Koeffizienten a;; seien oBdA die ersten p positiv und die restlichen r — p
negativ, wir ersetzen sie durch +d;, wobei d; > 0 sein soll. Wir ersetzen die gestrichenen
Koordinaten wieder durch die urspriinglichen und dividieren noch durch aq (falls von
Null verschieden) bzw. 2a,,.

Insgesamt konnen folgende drei Fille auftreten:

p " 0 (Falll)
Z dix} — Z dir? = 1 (Fall 2)
i=1 i=p+1 zr41  (Fall 3).

In den folgenden Tabellen geben wir eine Ubersicht iiber alle Quadriken fiir n = 2
(quadratische Kurven) und n = 3 (quadratische Fldchen), dabei sind di,... durch
a,b,cund xq,... durch x,y, z ersetzt:
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n=2
(p,r) || Fall 1 Fall 2 Fall 3
(2,2) | ax?+by* =0 |az*+by*=1
Punkt Ellipse
(1,2) | ax? —by? =0 |az®—by*=1
Geradenpaar Hyperbel
0,2) | —az* —by* =0 | —ax? —by* =1
Geradenpaar leer
(1,1) | az®* =0 ar® =1 ar? =y
Gerade parallele Geraden | Parabel
(0,1) | —az*=0 —ar? =1 —ar? =y
Punkt leer Parabel
n=3
(p,r) || Fall 1 Fall 2 Fall 3
(3,3) || az® +by* +c22 =0 |azx® +by* +cz? =1
Punkt Ellipsoid
(2,3) || az® +by* —c2? =0 |ax® +by* —cz? =1
Doppelkegel einschaliges Hyperboloid
(1,3) || az® —by? —c2> =0 |ax® —by* —cz? =1
Doppelkegel zweischaliges Hyperboloid
(2,2) || ax® +by? =0 ar’ + by =1 ar’® +by? = z
Gerade elliptischer Zylinder Paraboloid
(1,2) | ax® —by?> =0 ar’ —by? =1 ar® —by* =z
schneidende Flédchen | hyperbolischer Zylinder hyperbolisches Paraboloid
(1,1) || az® =0 ar? =1 ar? =y
Ebene parallele Ebenen parabolischer Zylinder
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6.5 Biliearformen in der Analysis

Sei C'(a, b) die Menge der im Intervall (a, b) stetigen Funktionen, dies ist ein unendlich-
dimensionaler Vektorraum. Fiir Funktionen f,g € C(a,b) ist durch

b
1(f,g) = / f(2)g(z)da

eine symmetrische Bilinearform gegeben.

Wir betrachten den endlichdimensionalen Unterraum & (sin(nz) | n = 0,1,...%) und
das Intervall (—m, ), beziiglich dieser Basis ist die Bilinearform I diagonalisiert: Es
gilt
1
sin(maz) sin(nz) = 5(608((771 —n)x) — cos((m +n)x))

und damit fiir m # n

/7r sin(maz) - sin(nz)dx = %/W (cos((m —n)x) — cos((m + n)z))dx

—T —T

™

_ % [m L sin(m - n)x)] _ _ % [m 1+ sin((m+n)z)| =0

und fiir m = n haben wir
1 (7 1 (7
— / ldx — 5 / cos(2mz)dx = 7w+ 0.

2 -7 -7

Im Vektorraum P, = {>_""  a;2'} der Polynome vom Grad < n betrachten wir die
Bilinearform

I(f.g) = / J@)g(aldr

Fiir die Legendre-Polynome
1 1
LO('I> =1, ll('r) =7, L2(x) = 5(33:2 o 1)7 Lg(l‘) = 5(5373 - 31’),
allgemein
(k+1)Lgi(z) = 2k + D - Lg(x) — k- L1 (x)
gilt
! 2
/ Lo () Lo () = — 26,
-1 2m+1
Wenn wir die Bilinearform

1(f.g) = / falgta) !

T dz

wiahlen, so leisten die Tschebyscheff-Polynome

To(x) =1, Ti(z) =z, Thi1(x) = 22T, (z) — T—1(x)
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Kapitel 7

Determinanten

7.1 Existenz und Eindeutigkeit

Es sei (A, V) ein affiner Raum; wir wollen den Begriff des Flacheninhalts fassen.

Sei dazu O ein Punkt und seien v, w Vektoren, diese bestimmen ein Parallelogramm
mit den Eckpunkten O, O+v, O +w, O +v+w, dessen , Fliacheninhalt“ wir mit F'(v, w)
bezeichnen wollen. Der Fldcheninhalt soll die folgenden Eigenschaften haben:

1. F(rv,w)=rF(v,w)=F(v,rw) (r € R),
2. F(
3. F(v,w+w)=F(v,w)+ F(v,w'),
4. F(
Diese Forderungen haben zu Folge, daf} gilt

0=Fv+wv+w)=F(v,v)+ F(v,w) + F(w,v) + F(w,w) = F(v,w) + F(w, v),
d.h. der Fldcheninhalt, falls es so eine Funktion {iberhaupt gibt, ist , orientiert®.
Sei {e1, e2} eine Basis von V' und

UV =711€1 + T9ea, W = S1€1 + S22,

dann ist

Fv,w) = F(rieq + raeq, s1e1 + Sg€9)
= rsiF(er,er) +risaF (e, ea) + ros1F(eg, €1) + rosoF (e, €3)
= (r182 —1251)F (1, €2),
d.h. wir brauchen nur den Fldacheninhalt des Parallelogramms, das von e, ey aufge-

spannt wird, festzulegen und konnen F'(v,w) aus den Koordinaten der Vektoren be-
rechnen.

89
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Der Term 159 — 1987 wird als Determinante der aus den Koordinatentupeln gebildeten

Matrix
o S
T2 S2

bezeichnet.
Wir wollen dies verallgemeinern:
Definition: Eine Funktion F : (M,;)"” — R heifit Multilinearform, wenn fiir fixierte
a; € M, jede Abbildung

Fi(v) = F(ay,a9,...,0;-1,0,041,--.,0,) : M1 — R
linear ist. Eine Multilinearform heifit alternierend, wenn F(as,...,a,) = 0 ist, falls
{ai,...,a,} linear abhéngig ist.

Wir fassen Multilinearformen meist als Abbildungen von M,,, in R auf und sagen dann,
daB sie linear in den Spalten der Matrix sind.

Definition: Eine alternierende Multilinearform D : M, — R, deren Wert auf der
Einheitsmatrix E gleich 1 ist, heiffit Determinante vom Grad n.

Wie oben beim Fléacheninhalt erhalten wir nun aus der Definition folgende Eigenschaf-
ten alternierender Multiplinearformen:

1. F(...,a,...,a,...) =0,

2. Beim Vertauschen von Spalten dndert sich das Vorzeichen:
O0=F(...,a+b,...,a+b,...)=
F(...;,a,...;a,.. )+F(..;a,...;b0,.. )+F(...b,...;a,...)+F(....b,....b,...),
also gilt

Flay,...,a;,....a;,...,a0,) = —F(a1,...,a5,...,0;...,a,).

3. Elementare Spaltenoperationen dndern den Wert nicht:
F(ay + rag,ag, ..., a,) = F(ay,as,...,a,) +1F(ag,as,...,a,)
und der zweite Summand ist null.

4. Wenn f eine Multilinearform mit der Eigenschaft f(...,a...,a...) = 0 ist, so
ist f altenierend, denn wenn von den Vektoren vy, ..., v, einer eine Linearkom-

bination der iibrigen ist, so kann man durch elementare Operationen zwei gleich
Vektoren herstellen.

Satz 7.1.1 Es gibt eine Funktion D : M,, — R, die eine Determinante vom Grad n
18t.
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Beweis: Wir fithren die Induktion iiber n.

Fiir n = 1 kénnen wir M;; = R annehmen, dann setzen wir D = id, diese Funktion
erfiillt die Bedingungen. Sei D eine Determinante vom Grad n — 1, wir konstruieren
eine Determinante D’ vom Grad n wie folgt:

Sei A = (a;5) eine n x n-Matrix; die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die aus A entsteht, wenn
die ¢ — te Zeile und die j — te Spalte gestrichen wird, bezeichnen wir mit A;;. Sei nun
1 eine beliebige Zahl zwischen 1 und n, dann setzen wir

D'(A) = (1) a;y D(An) + (=1)"*2anD(An) + ... + (=1)"""a;, D(A;)

(diese Formel heifit Laplacescher Entwicklungssatz fiir die i-te Zeile).
Wir zeigen nun die Linearitdt der Abbildung D’ in den Spalten. Betrachten wir die
erste Spalte a; von A und halten ao, ..., a, fest:
In A;; kommt die erste Spalte von A gar nicht vor, also ist D(A;;) konstant und die
Abbildung

A— (—1)i+1ai1D(Ai1)

ist offenbar linear. Weiter sind D(A;2), ..., D(A;,) nach Induktionsvoraussetzung linear
in der ersten Spalte und die Faktoren a;s, ..., a;, hdngen von der ersten Spalte von A
nicht ab, also sind auch die Abbildungen

A — (—1)i+ja,-jD(A,-j)

fiir j > 1 linear in der ersten Spalte von A. Folglich ist D’(A) als Summe linearer
Abbildungen in der ersten Spalte von A linear. Die Linearitét in den anderen Spalten
zeigt man analog. Wir priifen noch, ob D’ alternierend ist. Wir haben oben gezeigt, daf3
dies dann erfiillt ist, wenn der Funktionswert einer Multilinearform fiir solche Matrizen
verschwindet, bei denen zwei Spalten iibereinstimmen. Sei oBdA a; = ay, dann ist

D/(A) = (—1)i+1ai1D(Ai1) —|— (—].)H_ZCLZ'QD(AZQ) —|— 0,

da die restlichen A;; zwei gleiche Spalten besitzen. Nun ist a;; = a;o und A;; = A5 und
beide Summanden haben unterschiedliche Vorzeichen, also ist D’(A) = 0.

SchlieBlich ist D'(E,) = 1, wie man leicht sieht: Beim Streichen der i-ten Zeile und j-
ten Spalte verschwindet die 1 an der Stelle (4,4) und es entsteht eine Nullspalte. Wenn
7 =1 ist, so wird diese Nullspalte gestrichen. O

,ab___‘
D(Cd)—adbc

1 2 3
, (5 6\ L (46 (45
D45 6]|=1 D<8 9) 2D<7 8)+3 D<7 8).

Fiir die folgenden Betrachtungen brauchen wir einen neuen Begift:

Zum Beispiel ware

und

Definition: Die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge {1, ... ,n} in sich wird
mit S, bezeichnet, ihre Elemente heiflen Permutationen.
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Permutationen kann man multiplizieren, genauer gesagt: Das Produkt (die Nachein-
anderausfiihrung) zweier bijektiver Abbildungen von {1,...,n} in sich ist wieder eine
derartige Abbildung, die identische Abbildung ist bei dieser Multiplikation ein neu-
trales Element und zu jeder Abbildung f : {1,...,n} — {1,...,n} ist die Abbildung
f~tinvers, d.h. fo f~' = f~!' o f = id. Dariiberhinaus gilt fiir die Multiplikation das
Assoziativgesetz. Wir sagen, die Menge S,, ist eine ,multiplikative Gruppe“, sie wird
auch als die Symmetrische Gruppe vom Grade n bezeichnet.

Nun beweisen wir den
Satz 7.1.2 FEs gibt genau eine Determinante vom Grad n.

Beweis: Sei D : M,,, — R eine Determinante, also ist D(A) fiir eine Matrix A € M,
eine in den in den Spalten von A lineare Funktion. Wir bezeichnen die Spalten von A
mit a; = ) aj;e;, dann ist

Z @j(1),1€4(1) Z j(n)nCj(n)) Z @i, - - - Gy D€y, -5 €m))

wobei die Summation iiber alle Indexsysteme (j(1),...,j(n)) zu erstrecken ist. Nun ist
aber D(ejqy, .-, €jmn)) = 0, wenn nicht alle Indizes voneinander verschieden sind, also
sind nur die Summanden von Interesse, wo {j(1),...,5(n)} = {1,...,n} ist, d.h. wo

die Zuordnung k — j(k) eine Permutation ist, also ist

A) = Z ap(1)71 . ap(n)mD(ep(l), ceey 6p(n)),

wo iiber alle Permutationen p € S,, zu summieren ist. Der Faktor

D(ep(l), ceey 6p(n))

ist die Determinante einer Matrix, die aus der Einheitsmatrix durch gewisse Vertau-
schungen der Spalten hervorgeht, wegen der Festlegung D(FE) = 1 ist er also gleich 1
oder —1, diese Zahl wird als Signum sgn(p) der Permutation p bezeichnet.

Folglich ist
= D G- Gy n5E0(D),

PESh

diese Formel heifit ,,Leibnizsche Definition* der Determinante. O

Wir haben also eine explizite Formel fiir die Funktion D gefunden, also gibt es genau ei-
ne Determinantenfunktion vom Grade n. Die somit eindeutig bestimmte Determinante
einer Matrix A wird mit det(A) oder auch kurz mit | A| bezeichnet.

Wir erhalten noch die

Folgerung 7.1.1 Die obige Laplacesche Formel ergibt fiir jeden Zeilenindex i densel-
ben Wert D(A).

Satz 7.1.3 Sei F': M,,, — R eine alternierende Multilinearform, dann gilt
F(A) =det(A)F(E).
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Der Beweis verlauft analog. O

Obwohl die Leibnitzsche Formel die explizite Berechnung von D(A) gestattet, ist sie
doch nur fir kleine Werte von n (etwa n = 2 oder 3) zu gebrauchen, fiir n = 2 ergibt
sich der anfangs angegebene Wert, fiir n = 3 gibt es eine leicht zu merkende Formel (die
»Sarrussche Regel“) zur Determinantenberechnung, die wir hier nicht angeben wollen
(Schreiben Sie doch einfach alle sechs Summanden einer Determinante vom Grade 3
auf).

Fiir groBere Werte von n ist die Leibnitzsche Formel zu unhandlich, es wéren ja (n—1)n!
Multiplikationen und n! — 1 Additionen notig. Besser ist die Formel von Laplace ge-
eignet, wenn sie geschickt verwendet wird; wird sie aber nur stur (etwa durch einen
Computer) angewandt, werden allerdings ebensoviele Rechenoperationen ausgefiihrt.
Wir wissen allerdings, dafl sich der Wert einer Determinante bei elementaren Zeilen-
und Spaltenoperationen nicht oder (bei Vertauschungen) nur um das Vorzeichen &an-
dert. Mit Hilfe von etwa n® Spaltenoperationen kénnen wir eine Matrix A in eine
Dreiecksform iiberfiihren:

a1 0 ... 0
det(A) = det( ),

Anl B )

und wenn wir jetzt einen Blick auf die Leibnitzsche Formel werfen, sehen wir, dafl die
Summanden fiir fast alle Permutationen gleich Null sind, da ein Faktor ay;); Null ist.
Nur die identische Permutation p = id liefert einen (evtl.) von Null verschiedenen Wert,
also gilt fiir eine Dreieckmatrix A

det(A) =a11...-App-

Dies ist das geeignete Verfahren zur Determinantenberechnung:

n Add. Mult. Add. Mult.
2 1 2 1 3
3 5 9 5 10
4 23 40 14 23
5 119 205 30 45

10 3628 799 6 235300 285 339

7.2 Eigenschaften und Anwendungen

Wir beweisen zuerst den

Satz 7.2.1 (Multiplikationssatz) Seien A, B zwei n x n-Matrizen, dann gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Beweis: Sei B = (by,....,b,), die Spalten von AB sind dann Ab, ..., Ab,, also ist
det(AB) = det(Aby, ..., Ab,). Wir setzen F(by,...,b,) = det(Aby,...., Ab,).
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Die Abbildung F : M,, — R ist multilinear:

F(by + 10, by,...,b,) = det(A(by + rb)), Aby,...)
= det(Ab; +rAby,...)
= det(Ab,...) + rdet(Ab,...)
= F(by,...,b,) +rF(b,.....0).
Die Abbildung F' ist auch alternierend: Sei {b, ..., b,} linear abhéngig, d.h. r¢g(B) < n,
dann ist rg(AB) < rg(B) < n, also sind die Spalten von AB linear anhéngig, d.h.
det(AB) = F(B) = 0, also nach der obigen Verallgemeinerung
det(AB) = F(B)
= det(B
= det(B
= det(B
= det(A

)F(E)
)det(Aey, ..., Ae,)
) det(A)
)det(B). O

Wir betrachten folgenden Spezialfall: Seien p und ¢ Permutationen aus S, und A =
(ep(1)s - - - Ep(m)) SOWiE B = (eq1, - - ., €q(n)) Matrizen, die aus der Einheitsmatrix durch
Vertauschen der Spalten entstanden smd Wie sieht dann AB aus? Wir fassen dazu A
und B als Darstellungsmatrizen linearer Abbildungen des R™ beziiglich der kanonischen
Basis auf: Die zu B gehérige Abbildung bildet e; in ey(;) ab, zu A gehért die Abbildung,
die e; in e,(;) abbildet. Der Matrix AB entspricht das Produkt dieser Abbildungen,
wobei e; in ep(q)) tberfithrt wird. Also ist AB = (epg1); - - -, €pg(n)) und wir erhalten
die Folgerung

Folgerung 7.2.1 sgn(pq) = sgn(p) sgn(q), sgn(p) = sgn(p™").
Beweis: Dies folgt aus dem Multiplikationssatz. O

Satz 7.2.2 Die Determinantenfunktion ist auch eine multilineare alternierende Funk-
tion der Zeilen.

Beweis: Wir zeigen, daf det(A) = det(A”) gilt. Sei also A = (a;;), B = AT = (b;;) mit
bij = aj;. Wenn P eine Permutation ist und p(i) = j gilt, so ist a;pu) = ap-1(;),; - Dann
ist

det(B) = Z sgn(p) bp(l),l o bp(n),n
pPESH
= Z sgn(p) a1,p(1) - - - Gnp(n)
= Z sgn(p) p-1(1)1 - - - Gp-1(n)m

= Z sgn(pt) Ap-1(1)1 - - - Op—1(n)n

pTleS,

= det(A)O

Wir wissen, dafl det(A) = 0 gilt, wenn die Spalten von A linear abhéngig sind. Gilt
aber auch die Umkehrung ?
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Satz 7.2.3 Sei A € M,,,,, genau dann ist det(A) # 0, wenn der Rang von A gleich n
15t.

Beweis: (=) Klar nach Definition.
(<) Sei rg(A) = n, dann 148t sich A durch Zeilen und Spaltenoperationen, die die
Determinante ja nicht verdndern, in Diagonalform

T1 0... 0
0 ... r,
mit r; # 0 bringen, dann ist det(A) =ry...7, # 0. O

Satz 7.2.4 (Cramersche Regel) Das Gleichungssystem Ax = b, genauer

n

E aijxj:bi, izl,...,n

j=1
mit der quadratischen Koeffizientenmatriz A hat genau dann eine eindeutig bestimmte
Lésung, wenn det(A) # 0 ist. Diese Losung ist durch

~ det(A)’

Tk

b
gegeben, dabei entsteht die Matrix Ay aus A dadurch, daff das n-tupel | : anstelle

bn
der k-ten Spalte in A eingetragen wird.

Beweis: Eine eindeutig bestimmte Losung existiert genau dann, wenn rg(A) = rg(A,b) =
n ist, d.h. es muB det(A) # 0 sein. Sei nun (zy,...,x,) diese Losung. Dann gilt
> a;;x; = b;. Wir betrachten

det(Ax) = det(ay,...,ax_1,0,a541,...,0a)
= det(al,...,ak_l,Zajxj,akH,...,an)
= Zdet(al,...,ak_l,aj,akﬂ,...,an)xj
= det(A)zg,

da det(ay,...,ap_1,a, agy1,...,0a,) = 0 fur j # k ist. Damit ist die obige Formel
bewiesen. O
Wir wenden uns noch einmal dem Laplaceschen Entwicklungssatz zu:
det(A) =Y (=1)Ma;; det(Aj), (1)
J

dabei ist 7 eine (beliebige) Zahl zwischen 1 und n und A;; entsteht aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und der j-ten Spalte.
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Nun &ndern wir diese Formel nur an einer Stelle und fragen, ,,was dann herauskommt‘:

7= (—1)"Va; det(Ag;) mit k # i. (2)
J

Wir kénnen den Wert durch Anwendung der Laplaceschen Formel bestimmen, dies ist
doch die Determinante der Matrix, deren k-te Zeile gleich (a1, . . ., a;,) ist, die nach der
k-ten Zeile zu entwicklen ist. Diese Determinante hat aber den Wert 0, da zwei Zeilen
der Matrix {ibereinstimmen.

Nun interpretieren wir die Formeln (1) und (2) als ein Matrixprodukt, sie lauten zu-
sammengefaflt

> (=1 a;; det(Ayy) = 6y, det(A)
und besagen dann, dafl

1
det(A)

((=1)%7 det(Ay))" = A7,

wir haben damit eine explizite Formel fiir die Inverse einer reguléren Matrix gefunden.
Wir wenden uns noch dem , klassischen* Rangbegriff zu.

Definition: Ein s-Minor einer beliebigen (rechteckigen) Matrix A ist die Determinante
einer s X s-Untermatrix von A, die durch Streichen gewisser Spalten und Zeilen von A
entstanden ist.

Satz 7.2.5 Die grdfste Zahl s, fiir die es einen von Null verschiedenen s-Minor von A
qibt, ist gleich dem Rang von A.

Beweis: Sei oBdA A = f :) in Blockmatrizen zerlegt, die linke obere Untermatrix

B sei eine s x s-Matrix mit det(B) # 0. Dann sind die Spalten von B linear unabhéngig,
also sind auch die ersten s Spalten von A linear unabhéngig, demnach ist rg(A) > s.

Wir zeigen nun: Wenn rg(A) = r ist, so existiert ein von Null verschiedener r-Minor
von A. Sei A = (ay,...,a,), oBdA sei {a,...,a,} linear unabhingig. Wir setzen
B = (ay,...,a,), dann ist natiirlich rg(B) = r, also besitzt B auch r linear unabhéngige
Zeilen, diese Zeilen aus B bilden zusammen eine r x r-Untermatrix vom (Zeilen-)Rang
r, also mit von Null verschiedener Determinante. O

Es folgen einige Resultate iiber die Determinanten spezieller Matrizen.

Wir unterteilen eine Matrix A wie folgt in Teilmatrizen auf:

(+5)

wobei B € M,,_1,-1, a € R, z eine Zeile und s eine Spalte ist. Wenn dann a # 0 ist,

so gilt
a =z 1 —iz\ _ [a 0
s B 0 E ) \s —isz+B)’

also
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Satz 7.2.6 ] ]
det(A) =a- det(—asz + B) = o det(aB — sz).0

Satz 7.2.7 Sei A € M, eine schiefsymmetrische Matriz (d.h. AT = —A) und n eine
ungerade Zahl, dann gilt det(A) = 0.

Beweis: det(A) = det(AT) = det(—A) = (=1)"det(A) = —det(A). O

Satz 7.2.8 Sei A € M,,, eine schiefsymmetrische Matriz und n eine gerade Zahl, dann
gilt det(A) > 0.

Beweis: Die Diagonaleintriage einer schiefsymmetrischen Matrix sind Nullen. Wenn an
der Stelle (1,2) etwas von Null verschiedenes steht, so iiberspringen wir die folgenden
Operationen. Sei in A an der Stelle (i,7) ein von Null verschiedener Eintrag a vor-
handen, und es sei P die Permutationsmatrix, die die Stellen j und 2 miteinander
vertauscht. Dann gilt det(PAP) = det(A) und PAP hat folgende Gestalt:

0 a
—a 0 B
- BT C
. 0 a .
Wenn wir S = <—a 0) setzen, so gilt

E 0 S B\ (E -SB
BTs-t g)\-B" ¢)\o E
(s B E -5'B
~\o B's'B+c)\0o E

(S 0
“\o BTs'B+C

und deren Determinante ist gleich a? - det(BTS™!B + ('), die Matrix C ist schiefsym-
metrisch und es ist

(BTs'B)Y = B'S'T"B=-BTS™'B,

also ist die ,Restmatrix® schiefsymmetrisch und wir erhalten das Resultat durch In-
duktion.

Satz 7.2.9 (Vandermondsche Determinante)

1 oz 22 .. a2t
det . = 1_[(56Z — ;).
i>j
2 n—1
1z, o, ... x,
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Beweis: Wir subtrahieren das x;-fache der i-ten Spalte von der (i+ 1)-ten und erhalten

1 0 0 0
dot I zo—21 wo(xo—m1) ... 28 %(29— 1) ’
1 zp—a21 wp(rn—21) ... 2" %z, — 1)

deren Determinante hat den Wert

1 xy 22 w2
(xg—x1)~-(xn—x1)det
1 xz, 22 "2
und wir erhalten wieder durch Induktion das Resultat. O

Zum Schlufl wollen wir noch einem Endomorphismus f : V — V eines Vektorraums
V' eine Determinante zuordnen. Dazu wéhlen wir irgendeine Basis B von V', sei M =
App(f) die Darstellungsmatrix von f; wir kénnen nun det(M) bilden, aber hingt das
nicht sehr von der Wahl der Basis B ab? Sei also M’ die Darstellungsmatrix von f
beziiglich einer anderen Basis von V, dann ,unterscheiden® sich M und M’ um eine
reguldre Matrix X:

M=X"MX

und damit ist det(M) = det(X)~ ' det(M’) det(X) = det(M) von der Wahl der Basis
unabhéngig. Wir setzen also det(f) = det(M).

Interpolation

Wir wenden die Cramersche Regel an, um explizite Formeln zu gewinnen.
Es sei
Sp=14+24+3+...4+n

die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen. Es ist so = 0,51 = 1,55 = 3; das geniigt
schon, wenn wir uns erinnern, dafl es eine Formel der Form

Sp = an® +bn + ¢

gab, d.h. s,, ist ein Polynom 2-ten Grades in n.
Wir setzen die ersten Werte ein:

a-0+b-04+¢c=0
a-1+b-1+c=1

a-44b-24+c=3

Cramersche Regel:

Dy =

)
N = O
—
Il
[\)
|
W
Il
|
\'[\D
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0 0 1 0 0 1 0 0
D,=|1 1 1|=2-3=-1,D,=|1 1 1|=3-4=-1,D.=|1 1
3 2 1 4 3 1 4 2

Damit ergibt sich a = 1/2,b=1/2,¢ =0, also s, = n?/2+n/2 = w
Beispiel: Wir bestimmen ¢, = > %, dies ist ein Polynom in n vom Grad 3:

n

2 3 2 .
E 1° = agn’ + agn” 4+ an + ag;
i=1

wir setzen n = 0,1, 2, 3:

0@3 +Oa2 +OCL1 +ag = 0

as +as +a; “+ay 1
8(1,3 +4a2 —|—20,1 +ag = 5
27a3 +9ay +3a; +ag = 14

Bei MATLAB schreiben wir

v=1_[0123]

a = vander(v)

b = [0; 1; 5; 14]
x=a\b

rats(x)

und erhalten
n(n+1)(2n+1)

w = O
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7.3 Zweidimensionale Geometrie 11

Wir betrachten wieder R? als affinen Raum. Mit |a, b| bezeichnen wir die Determinante
mit den Spalten a,b € R Wenn b # o, so ist |a,b| = 0 gdw. a = rb fiir ein € R.
Wir folgen wieder Koecher /Krieg:

Lemma 7.3.1 Drei Punkte a,b, ¢ liegen genau dann auf einer Geraden, wenn esr, s, t €
R gibt mat
ra+sb+tc=oundr+s+1t=0.

Beweis: Wenn ¢ aud der Geraden durch a und b liegt, so gibt es ein s € R mit ¢ =
a+s(b—a). O

Die Punkte der Geraden G, , = {z|a + rv,r € R} sind dann genau die z mit |z,v| =
la,v|, denn dies ist dquivalent zu |z — a,v| = 0, also  —a = rv, d.h. x = a + ro.

Lemma 7.3.2 Zwei nichtparallele Geraden Gy, Gy, schneiden sich im Punkt

1
I (|b,U|U - |a,u\v) :

S =
[u, v

Beweis: u, v sind linear unabhéngig, wir machen den Ansatz s = xu + yv mit z,y € R.
Nach dem Obigen ist

s € Gou & |a,u| = |s,u| = y|v, ul,
s € Gy < |b,v| = |s,v] = z|u, v
und daraus folgt die Behauptung. O

Mit u = b — a, v = d — c erhalten wir den symmetrischen Ausdruck

1

Vb Vd) = ———
(avb)n(evd) b ad—d

(le, d[(b—a) —|a, b|(d = ¢))

und speziell

1
(raV sb) N (taV ub) = P — ([ta, ub|(sb —ra) — |ra, sb|(ub — ta)),

der Nenner ist gleich |sb, —ta| + | — ra,ub| = st|b, —a| + rula,b| = (ru — st)|a, b|, der
Vektor ist gleich (—ru(ta + sb) + st(ra + ub))|a, b|, also erhalten wir den Schnittpunkt

o (ru(ta + sb) — st(ra + ub))
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Satz 7.3.1 (Pascal) Seien I, G nichtparalle Geraden mit Schnittpunkt o sowie a,a’a” €
F\G und bV, b" € G\ F paarweise verschiedene Punkte, so dafy die Schnittpunkte

P=(aVvV)n(d V),
Q= Vvv)n(@ Vi),
R=(aVvb)n(a" Vb

existieren. Dann liegen P, Q, R auf einer Geraden.

Beweis: Es seien o/ = ra, o = sa, v/ = tb, " = ub. Wir setzen k = a + b, | =
ra + tb, m = sa + ub, dann gilt

P=(raVb)N(aVtd) = (rtk —1)),

(rt(a+b) — (ra+tb)) =

rt —1 rt —1
Q = (saVith)N(raV ub) = o r(su(ra +tb) — tr(sa + ub)) = p— tr(SUZ —trm),
1
= = - — — usl
R = (aVub)N(saVb) 1_us((scH—ub) us(a+ 1)) 1—us(m usl),

Es folgt
su(rt = 1)P + (su —1t)Q + rt(1 — su)R = o

und die Koeffizientensumme ist Null, also liegen P, Q, R auf einer Geraden. O
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7.4 Abgeschnittene Pyramiden

Ein Spat ist ein durch drei linear unabhingige Vektoren a,b,c im R? aufgespannter
Korper, sei Volumen ist gleich det(a, b, c). Wir interssieren uns fiir einen halben Spat,
also eine dreisetige Pyramide:

Die Seitenhalbierenden zweier Dreiecksflichen bestimmen zusammen mit der gegen-
iiberliegenden Kante eine Ebene, diese zerlegt die Pyramide in zwei volumengleiche
Pyramiden. Allgemeiner gilt:

Satz 7.4.1 Seien A und B die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Seiten der Pyra-
mide, dann zerlegt jede Ebene durch diese Punkte die Pyramide in zwei volumengleiche

Teile.

Beweis: Es sei also A = 1a, B = 3(b+¢) und C = z - ¢ ein Punkt auf der dritten
Kante.Wir bestimmen den Schnittpunkt D der durch A, B, C' bestimmten Ebene mit
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der vierten Kante: Es ist
1

1 1
D:a:a+yb:C+r(A—C)+s(B—C):(z—rz+§s—zs)c+§m+§b,

sowie x + y = 1, daraus ergibt sich

a4+ (2—1)s = 2
ro o+ s = 2

alsor =2—-2z, s=2z, x=1—2, y = 2.
Das durch das Viereck abgeschnittene Pyramidenstiick setzt sich aus den durc DAC, DBC
und bBD gegebenen Pyramiden zusammen, die entsprechenden Determinanten sind

0

ONI— N
N = O
|
|
N
|
|
N
)

(@]

IS NI
O~ O
N =
N | —

deren Summe ist gleich % O



104 KAPITEL 7. DETERMINANTEN



Kapitel 8

Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei f:V — V ein Endomorphismus des Vektorraums V. Wir fragen uns, ob es einen
Vektor v € V' gibt, der unter der Wirkung von f seine Richtung nicht &ndert, fiir den
es also eine Zahl z gibt, so dal f(v) = zv gilt. Solch einen Vektor v nennen wir einen
Eigenvektor von f, die Zahl z heifit der zugehorige Eigenwert. (Trivialerweise hat der
Nullvektor die oben genannte Eigenschaft, ihn wollen wir aber ausdriicklich nicht als
Eigenvektor ansehen.)

Sei nun z ein Eigenwert von f, d.h. es gibt ein v # 0 aus V mit f(v) = zv. Dann sei
V, die Menge aller v € V mit f(v) = zv (einschlieBlich des Nullvektors), V, heifit der
Eigenraum von f zum Eigenwert z.

Dies wird durch das folgende Lemma gerechtfertigt:
Lemma 8.0.1 V, ist ein Unterraum von V.

Beweis: Seien vy, vy Eigenvektoren von f (oder Null), d.h. f(v;) = zv;, dann gilt f(v; +

rve) = f(v1) + 7 f(vy) = zv1 + rzvy = z(vy + rvy) fiir beliebige r € R. O
Satz 8.0.2 Seien zy, ...z, paarweise verschiedene Figenwerte von f und vy,..., v,
zugehorige Eigenvektoren, dann ist {vy,...,v,} linear unabhdingig.

Beweis: Induktion iiber m : {v;} ist linear unabhéngig, da vy # o ist.
Sei der Satz also fiir m — 1 verschiedene Eigenvektoren bewiesen. Wir nehmen an, dafl
Uy = 701 + ...+ T 1U;m_1 ist und wenden f an:

f(um) = 2mom
= ZpTiV1 4+ .. F 2 Tm—1Um—1
= f(rvi+...+"m_1Umn_1)
= iU+ ...+ 2Zm-1Tm—1Um_1-
Aus der linearen Unabhéngigkeit von {vy,...,v,,_1} folgt z; = z,, fir i =1,...,m—1,
ein Widerspruch. O

Nach diesen abstrakten Betrachtungen wollen wir uns der Frage stellen, ob denn Ei-
genvektoren und -werte wirklich existieren (das sollte man eigentlich zuerst tun). Dazu
iibertragen wir die gesamte Problematik in die Sprache der Matrizen.

105



106 KAPITEL 8. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Definition: Sei A eine Matrix aus M, und v = (v1,...,v,)? # o ein Spaltenvektor
aus R™, dann heifit v Eigenvektor von A, wenn eine Zahl z existiert, so da} Av = zv
gilt. Die Zahl z heifit der zu v gehorige Eigenwert.

Die Bedingung Av = zv ist dquivalent zu
(A—zE)v = o,

dies ist ein homogenes Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix A — zF und den
Unbekannten vy, ..., v,, wie wir wissen, existiert genau dann eine nichttriviale Losung,
wenn rg(A — zE) < n ist. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn

det(A—zE) =0

gilt.

Wenn wir z als Variable auffassen, so ist det(A — zE) ein Polynom in z vom Grade n,
es wird als das charakteristische Polynom c,4(z) von A bezeichnet.

Schauen wir uns das charakteristische Polynom einer Matrix genauer an, wir bezeichnen
die Koeffizienten (bis aufs Vorzeichen) mit ¢;:

ca(z) = (=1)"2" + (=1)" e 2"+ e

Man sieht sofort, dal ¢, = det(A) ist, daraus folgt, dal die Zahl 0 genau dann ein
Eigenwert der Matrix A ist, wenn det(A) = 0 ist. Weiter gilt ¢; = a1+ as + . .. + aup.
Die Summe der Diagonalelemente von A, also ¢, heifit die Spur Sp(A) von A.

Sei nun f : V — V ein Endomorphismus, B eine Basis von V und F = Agg(f)
die Darstellungsmatrix von f. Dann setzen wir ¢f(2) = cp(2z) und nennen dies das
charakteristische Polynom von f. Zur Rechtfertigung beweisen wir das

Lemma 8.0.2 Die Koeffizienten von cs(z) sind unabhingig von der Wahl der Basis
B.

Beweis: Sei C' eine andere Basis von V und F’ die entsprechende Darstellungsmatrix,
dann gilt I’ = X1 FX fiir eine gewisse regulidre Matrix X. Es gilt

cr(2) = det(X'FX — 2E)
= det(X'(F - 2E)X)
= det(X ) det(t — zE) det(X)
= det(X) ' det(X)cr(2)

= CF(Z) O

Folgerung 8.0.1 Sp(X'AX) =Sp(A). O

Das folgende Lemma ist leicht zu beweisen, folgt aber nicht aus der obigen Folgerung.

Lemma 8.0.3 Fir beliebige (nicht notwendig requlire) Matrizen A, B gilt
Sp(AB) = Sp(BA).O
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Definition: Sei A € M,,,. Die (n — 1)-reihige Matrix A;; mége aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und der k-ten Spalte entstehen. Die Determinante det(A;;) heifit dann
ein (n — 1)-Minor von A. Seien weiter I = {i1,...,in—+} und K = {ky,..., kn_t} zwei
(n — t)-elementige Mengen natiirlicher Zahlen zwischen 1 und n. Die ¢-reihige Matrix
A moge aus A durch Streichen der Zeilen aus I und der Spalten aus K hervorgehen.
Dann heiit die Determinante det(A;x) ein t-Minor von A. Ein ¢-Hauptminor ist ein
Minor der Form det(A;;), wo in A ,dieselben” Zeilen und Spalten gestrichen sind.

Satz 8.0.3 Sei ca(z) = (—1)"2" + (=1)"te;2" ' + ... + ¢,. Dann ist ¢; die Summe
der i-Hauptminoren von A.

Beweis: Wir halten uns an die Leibnitzsche Determinantendefinition: Zur Berechnung
einer Determinante ist eine alternierende Summe zu bilden, deren Summanden Pro-
dukte sind, deren Faktoren jeweils aus verschiedenen Zeilen und aus verschiedenen
Spalten der Matrix zu wihlen sind. Den Term (—1)"z* erhalten wir, wenn wir ¢ Ele-
mente (aj; — 2), j = ki, ..., k; auf der Diagonalen wéhlen, fiir die restlichen Faktoren
diirfen wir dann die Zeilen und die Spalten mit den Nummern kq, ..., k; nicht mehr
verwenden, wir konnen sie also auch streichen. Wenn wir alles zusammenfassen, was
mit dem Produkt unserer festgehaltenen (a;; — z) multipliziert wird, erhalten wir einen
i-Hauptminor von A. Wenn wir nun die Faktoren auf der Diagonalen variieren lassen,
erhalten wir als Koeffizienten von (—1)"z* gerade die Summe aller -Hauptminoren. O

Wenn wir davon ausgehen, daf§ die betrachteten Matrizen reelle Komponenten haben,
dann sind die Koeffizienten des entsprechenden charakteristischen Polynoms auch reell,
jedoch kann es durchaus vorkommen, dafl nicht alle Eigenwerte (oder auch gar keiner)
reell sind. Betrachten wir zum Beispiel eine Drehung um den Winkel w:

A [ cosw sin w
~ \—sinw cosw )’
Wenn w nicht gerade ein Vielfaches von 180 ist, gibt es keinen vom Nullvektor ver-

schiedenen Vektor, der seine Richtung behilt, wie es ein Eigenvektor tun miifite. Die
beiden Eigenwerte von A sind ja gleich exp(+iw), also nicht reell.

Wenn wir auf die Existenz von Eigenwerten nicht verzichten wollen, miissen wir even-
tuell unseren Grundkorper erweitern, wir halten nicht am Korper R der reellen Zahlen
fest, sondern verwenden den Korper C der komplexen Zahlen.

In besonderen Fillen konnen wir aber die Realitéit der Eigenwerte garantieren:
Satz 8.0.4 Wenn A eine symmetrische Matriz ist, so sind alle Eigenwerte von A reell.

Beweis: Sei a + bi eine Nullstelle von ca(z) = det(A — zE), dann gibt es einen Vektor
(21, ... 2,) mit komplexen Komponenten, die nicht alle gleich Null sind, so daf}

21 0
(A—(@+b)E) | ... | =

Zn 0
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ist. Sei zx = xp + 1Yk, Tk, Yy reell, dann gilt
Zaklzl — (a + bZ)Zk =0

= Zakl(zl +1iy;) — (axy — byx) — (bzy, + ayg)i.
Wir betrachten den Realteil:

Z apr; — axy + by = 0,

wir multiplizieren dies mit y; und addieren (iiber k). Den Imaginérteil

Z apy — bry —ayp =0

multiplizieren wir mit x; und addieren ebenfalls. Wir erhalten

> O anmy — axgyi + byp) =0

und
Z(Z AR YT — ba:i — axgyy) = 0.

Wir subtrahieren beide Terme und erhalten unter Beachtung von az, = aj,

b (af +yp) =0,

nach Voraussetzung ist der zweite Faktor von Null verschieden, also mufl b = 0 sein,
d.h. unser Eigenwert ist reell. O

Die Eigenwerte symmetrischer Matrizen sind nicht nur reell, sondern auch recht einfach
zu berechnen. Wir erinnern uns daran, dafl man eine symmetrische Matrix durch eine
Transformation der Form

A— XTAX

(X ist eine reguldre Matrix) in eine Diagonalmatrix {iberfiihren kann, leider bleiben
dabei die Eigenwerte im allgemeinen nicht erhalten.

Jedoch haben wir die Matrix A beim Jacobischen Diagonalisierungsverfahren mit Dreh-

matrizen der Form
1

1

transformiert, und die Matrix J hat die angenehme Eigenschaft, dafi J7 = J~! ist,
d.h. die Eigenwerte von A und von JTAJ stimmen iiberein. Somit haben wir mit
dem Jacobischen Verfahren ein Néherungsverfahren zur Berechnung der Eigenwerte
symmetrischer Matrizen gefunden.
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Sei A € M,,,, eine Matrix mit den Eigenwerten z1, ..., z, und zugehérigen Eigenvekto-
ren vy, ..., v,, also

A’UZ‘ = Z;U;.
Wir wissen, dal {vy, ..., v,} linear unabhéngig sind, wenn die z; paarweise verschieden
sind, also:

Satz 8.0.5 Wenn A € M,, lauter verschiedene FEigenwerte hat, so besitzt R" eine
Basis aus Figenvektoren von A.

Diese Bedingung ist aber nicht notwendig, wie wir an folgendem Beipiel sehen: Sei

ihr charkteristisches Polynom
ca(z) = =22 +522 =82 4+4=(2—1)(z —2)?

hat die Zahl z = 2 als doppelte Nullstelle, dennoch bilden die Eigenvektoren

2 —1 0
1|, (o], |1
1 1 0

eine Basis des R3.

Es gibt aber nicht zu jeder Matrix eine Basis aus Eigenvektoren.

Sei :3 ?),esistcA(z)222+22+1:(z+1)2,aberA—1E:(:g g) hat

den Rang 1, also hat A nur einen eindimensionalen Eigenraum.

Wir koénnen solche Matrizen, fiir die eine Basis aus Eigenvektoren existiert, genau
beschreiben:

Satz 8.0.6 Zurnxn-Matriz A existiert genau dann eine Basis des R" aus Eigenvekto-
ren, wenn es eine invertierbare Matriz V. gibt, so daf8 V—rAV = D eine Diagonalmatriz
15t.

Beweis: Die Matrix V' habe die Spalten (vy, ..., v,), dann gilt

21 0
AV = Ay, .. o) = (Avq, ..., Avy) = (v, ..., 0p) = (z101, - . ., ZpUy),
0 Zn
also Av; = z;v;, also sind die Vektoren v;, . .., v, Eigenvektoren von A, und als Spalten
einer invertierbaren Matrix sind sie linear unabhéngig. O

Allgemeiner gilt der folgende
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Satz 8.0.7 Das charakteristische Polynom der Matriz A € M,,, habe in R n Nullstel-
len (d.h. cs(z) = [1i=,(z — z), dies ist insbesondere fiir R = C stets erfiillt). Dann gibt

roo... *
es eine requldre Matriz X, so daff X TAX = 0 ... x | eine Dreiecksmatriz ist.
0 ... 7,

Beweis: Wir fithren die Induktion iiber n; sei fiir (n — 1)-reihige Matrizen schon alles
bewiesen.

Sei z; ein Eigenwert von A und v; € C™ ein zugehoriger Eigenvektor (v; # o). Wir
ergénzen vy zu einer Basis {vy,...,v,} des C", nun sei X die Matrix mit den Spalten
vy, ... U,. Dann gilt

AX = A(vy, ... vn) = (Avy, ..., Avy) = (2101, Ave, ..., Avy),
also ist
-1 o /3
- (3 )

wobei B eine (n—1)-reihige Matrix ist. Nach Voraussetzung gibt es eine regulire Matrix
Y, so dal Y ' BY eine Dreiecksmatrix ist. Wir setzen

1 0 ... 0
0
[
X=X . Y ’
0
dann ist X'~'AX’ eine Dreiecksmatrix. O

Wir rechnen ein nichttriviales Beispiel durch:

-1 2 3
A= -2 3 7], cae)=1—-2)(>-22+1)=—(2—1)%
0 0 1

aufge-

1
1
0
) 7ZUu einer

1
spannt wird. Wir ergénzen v; (willkiirlich) durch v, = | 0 | und v3 =

wir erhalten einen eindimensionalen Eigenraum, der z.B. von Vektor v; = (
0

0

1 1

Basis von R? schreiben diese Vektoren in die Matrix
1 1 0

B=\|1 0 0],
0 1 1

deren Inverse ist
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Dann ist
1 5 7
B'AB=[(0 -3 —4
0 4 5

schon ,fast“ eine Dreiecksmatrix.

-3 —4
4 5
U=4¥¢ (vg,v3) operierend auffassen, d.h. wir suchen dort eine Basis, so daf§ diese

Matrix in Dreicksgestalt transformiert wird. Zum Eigenwert z = 1 finden wir einen
1

-1

Nun befassen wir uns mit der Untermatrix A’ = ( ), die wir als im Raum

Eigenvektor wy = ( ) = vy — v3, den wir durch w3y = (}) = vy + v3 zu einer

1

1
11 ), deren Inverse

Basis von U ergianzen. Wir bilden wieder eine Matrix B’ = (

1 -1
. -1 _ 1
ist B =3l 1

Schliefllich bilden wir

) und wir erhalten die Dreiecksmatrix B'~'A'B’ = (1 _8).

0 1
111
C:B((l] lg,): 100
00 2

Am Ende erhalten wir

1 —2 12
ctac=10 1 =81,
0 0 1

die zugehorige Basis ist {vy, vg — v3, vo + v3}.

™ *
Satz 8.0.8 1. Sei X 1AX = e eine Dreieckmatriz. Dann sind rq, ..., 1,
0 T
die Figenwerte von A.
2. Wenn ry,...,r, die Bigenwerte von A sind, so sind die Eigenwerte von A* gerade
die Zahlen r¥, ... r*. (Dies gilt, falls es einen Sinn hat, auch fiir negatives k.)

Beweis: 1. Die Determinante von X 'AX — zE hat den Wert (r; — 2)...(r, — 2).
2. Bei der Multiplikation von Dreieckmatrizen multiplizieren sich die Diagonalelemente.
O

Der folgende Satz ist eigentlich zuunrecht nach Cayley benannt, denn von diesem wurde
er nur fiir 2- oder 3-reihige Matrizen bewiesen, das war aber der Stil der Zeit:

Satz 8.0.9 (Hamilton-Cayley) Sei A eine n-reihige Matriz und ca(z) = Y. b2
ihr charakteristisches Polynom, dann ist > b,_;A* = 0 die Nullmatriz aus M,,,.
(Wenn man eine Matrix in ihr charakteristisches Polynom einsetzt, kommt null heraus.)

Wir bemerken, dafl Cayley de Satz in der naheliegenden, wenn auch unsinnigen Form
»| A — A |= 0" formulierte.
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Beweis: Seien z1, ..., z, die Eigenwerte von A und z eine von den z; verschiedene Zahl.
Dann ist B = A — zF eine reguldre Matrix, sie besitzt also eine Inverse und diese hat,
wie wir frither gesehen haben, die Gestalt

. 1 bll R bnl
(A—z2E) = ————— e ,
det(A — zE) b ... b
die b;; sind Minoren von A — zE. Wir setzen
bll e bnl
B = =B, 12" '+ ...+ Byz+ By,
bin, ... bun

dabei sollen die B; von z unabhingige Matrizen sein. Es gilt also
det(A —2E)E = (A—z2E)B
oder ausfiihrlicher
(2" + b2 F by P b)) E = (A~ 2E)(B,_12" ' 4+ ...+ Biz + By).

Wir vergleichen die Koeffizienten von z* und erhalten

b, = AB,
bp1E = AB; — By
bn_QE = AB2 - Bl
hWE = AB,1— B,
E - _Bn—l-

Wir multiplizieren die Gleichungen von links mit E, A, A%, ... A"~!, A" und addieren

alles:
A"+ A 4+ b, A+ b, E =0E.O

Man kann den Satz von Hamilton-Cayley zur Berechnen der Matrixinversen nutzen:

0 0 -2
Sei A=[1 2 1 |, dannist ca(z) = 2% =522 +82 —4 = (z — 1)(z — 2)% Aus
1 0 3
-2 0 -6
A3 —5A%2+8A —4F = 0 folgt A> —5A+8FE =4A" . Esist A2=| 3 4 3 |,
3 0 7
6 0 4
also At =1 -2 2 -2
-2 0 0

Schliefflich wollen wir ein Verfahren behandeln, dafl es, wenn man Gliick hat, gestattet,
Eigenvektoren ohne Kenntnis von Eigenwerten zu berechnen:
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Sei die Matrix A — xF regulér, also = kein Eigenwert, und sei wy € R" beliebig. Wir
Losen das Gleichungssystem
(A — I’E)Uz = W;—1

und setzen w; = ivi, wo a; die groffite Komponente von v; ist. Unter bestimmten
Voraussetzungen konvergiert v; gegen einen Eigenvektor von a:

R™ besitze eine Basis {by, ..., b, } aus Eigenvektoren von A, die zugehorigen Eigenwerte
seien 21, ..., 2z, und es sei wy = »_ 7;0;. Dann hat A—z F die Eigenwerte z;—x, ..., z,—x
und (A — zE)~! hat die Eigenwerte Zl%x, . Z%x, also ist

1 1
(A—zE) b = bi
2y — X

und damit ist

v = (A - LUE)_I Zrlbl = Z lerz xbi,

also

1 T
= ! bl
Wk a1-~-akz(zi—x)k

Wenn nun z dichter an z; als an den anderen Eigenwerten liegt, so iiberwiegt dieser
Summand, also konvergiert wy gegen b;.

Rekursive Folgen

Wie betrachten ein Beispiel:
Seien Zahlen ug, u; gegeben, die néchsten Folgenglieder seien durch

Upy1 = Up + Otly—1

gegeben. Wir suchen nach einer expliziten Formel fiir w,,.

Es sei
A= (1 0)
dann gilt
()= (8) ) =G ey )

U, 10 Up—1 10 Ug
Wir bestimmen die Eigenwerte von A: 22 — 2 — 6 = 0 ergibt z; = 3, 20 = —2.
Als Eigenvektoren erhalten wir <i1’>) fiir z = 3 und (_1 ) fiir 2 = —2. Wir bilden die
Matrix

M = (il% _12), esistM_lzé(_ll g)u
also

(300
MAM_<O _2)_D
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und damit A = MDM™!, also

et (D) 5D

Wir miissen nicht alle Terme wirklich ausrechnen (es reicht die zweite Zeile); nach dem
Zusammenfassen erhalten wir

"y = %(3"@1 + 2ug) + (—2)"(—uy + 3uo)).

Aufgabe:

Fiir die Fibonacci-Folge f,,+1 = f, + fn—1 mit den Anfangswerten 0, 1 verfizieren Sie

— L P (_1)n
fo= 72

), 2=1/24+1/2V/5=1616....

Zn



Kapitel 9

Komplexe Zahlen, Quaternionen
usw.

Zum Beginn wollen wir die Eigenschaften einer speziellen Sorte von 2 x 2-Matrizen
iiber dem Korper R der reellen Zahlen untersuchen.

Es sei
Cz{(_ab 2)\@,66R},

diese Menge bildet offenbar einen zweidimensionalen R-Vektorraum. Wir stellen fest,
dal auch das Produkt zweier Matrizen aus C ein Element von C ist:

a b c d\ ([ ac—bd ad+bc
-b a —d ¢) \—=bc—ad ac—bd )"’
Fir A,B € C gilt AB = BA, es ist det <_ab 2) = a% + 1?, also ist jede von der

ist

. . ) ) ) ) —-b
Nullmatrix verschiedene Matrix aus C invertierbar und die Inverse aQ—_lH)Q (Z a )

wieder ein Element aus C. Also ist C ein Korper. Die Matrizen

10 0 1
E=(y 1) mar=(" 5)

bilden eine Basis des Vektorraums C, es gilt E? = F und I? = —FE, also ist die
Zuordnung k : C — C mit k(a + bi) = aF + bl ein Isomorphismus.
Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 sind von der Form cos(«) + isin(a), ihnen ent-

sprechen die Dretmatiizen (“510) 00 ) seien wan (00 ) )
(cn) snd)

—sin(f)  cos(f)

um den Winkel o + 3, aus dieser Produktmatrix liest man die Additionstheoreme fiir
die Winkelfunktionen ab:

Gt |G )
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) zwei Drehmatrizen, dann gehort zu ihrem Produkt die Drehung
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_ ( cos(a) cos(f) — sin(a) sin(3)  cos(a) sin(3) 4 sin(«) cos(3) )
— cos(a) sin(B) + sin(a) cos()  cos(a) cos(F) — sin(a) sin(3)

-(Sh 2635)

Die Konstruktion des Kérpers Cder komplexen Zahlen als Kérper von Matrizen kann
man wie folgt verallgemeinern:

Es sei
H:{(a— Z_))|a,b€@}.
-b a

Satz 9.0.10 Fir h,g € H,r € R gilt
1. h+g€H,
2. —h € H (also ist H eine additive Untergruppe von Mas(C)),
3. rh € H (also ist H ein R-Vektorraum, es ist dimp (H) = 4),
4. hg € H,

5. h™Y € H (man kinnte meinen, dafi H ein Korper ist; vergleichen Sie die Kdrper-
aziome auf S. 1, aber:)

6. das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt nicht.

Beweis: Wir zeigen nur 4):

a b ¢ d\_ ( ac—bd ad+be O
b a —d ¢) \—-bc—ad ac—1bd )"

Eine Menge, in der eine Addition und eine Multiplikation definiert ist, so daf} aufler
dem Kommutativgesetz der Multiplikation alle Koérperaxiome gelten, nennt man einen
Schiefkorper oder eine Divisionsalgebra.

Satz 9.0.11 Die Matrizen

1 0 0 1 i 0 0 —i
= (o 1) = (4 0) =6 2= (5 T)
bilden eine R-Basis von H und es gilt

I’=J>=K?=—F,

IJ = K, JK = I, KI =
JI = —-K, KJ = —I, IK = —1.
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Den Beweis fithrt man durch Nachrechnen. O

Wir wollen die Schreibweise vereinfachen: Wir setzen £ = 1,1 = i(also L(E,I) =
L(1,7) = C) und weiter J = j, K = k und bezeichen den von 1,i,j, k erzeugten
Verktorraum mit

H={a+bi+cj+dk|ab,cdecR},

die Elemente von H heien Quaternionen. ! Dieser Schiefkérper wurde von Hamil-
ton 2 im Jahre 1843 entdeckt, nachdem er jahrelang vergeblich versucht hatte, eine
umkehrbare Multiplikation in einem dreidimensionalen Vektorraum zu definieren. Da
es sich bei der Quaternionenmultiplikation um die Multiplikation spezieller Matrizen
handelt, ist die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes vollig klar. Das konnte Hamilton aber
nicht wissen, denn die Matrixmultiplikation wurde erst 1858 eingefiihrt. An seinen Sohn
schreibt er 1865 kurz vor seinem Tode (Math. Papers 3, p. XV):  Every morning, an my
coming down to breakfast, you used to ask me: "Well, Papa, can you multiply triplets?’
Whereto I was always obliged to reply, with a sad shake of the head : 'No, I can only
add and subtract them’.“ 3

Der Durchbruch gelang HAMILTON am 16. Oktober 1843 auf dem Wege zur Sit-
zung der Royal Irish Academy; noch auf jener Sitzung kiindigt er seine Erfindung der
Quaternionen an. Sein weiteres Leben widmet er ausschliefllich der Erforschung der
Quaternionen. Den Augenblick der Entdeckung hat er selbst 1858 wie folgt beschrie-
ben (North. British Review 14, 1858): ,,... Tomorrow will be the fifteenth birthday of
the Quaternions. They started into life, or light, full grown, on the 16th of October,
1843, as 1 was walking with Lady Hamilton to Dublin, and came up to Brougham
Bridge. That is to say, I then and there felt the galvanic circuit of thought closed, and
the sparks which fell from it were the fundamental equations between i, j, k exactly
such as I have used them ever since. I pulled out, on the spot, a pocketbook, which
still exists, and made an entry, on which, at the very moment, I felt that it might be
worth my while to expend the labour of at least ten (or it might be fifteen) years to
come. But then it is fair to say that this was because I felt a problem to have been at
that moment solved, an intellectual want relieved, which had haunted me for at least
fifteen years before . . . “4

!Der Name entstammt der Bibel, Apostelgeschichte 12.4: es ist die Bezeichnung fiir 4 Rotten von
je 4 Kriegsknechten des Herodes, die Petrus im Gefingnis bewachten. Um biefe Qeit legte Kdnig Heroded die
Hinde an etlidhe von der Gemeinde, fie su peinigen. Er titete aber Jatobus, den Bruder ded Jonas, mit dtem Schvert. Und da er fah,
oafy e8 den Juden gefiel, fubr er fort und fing Petrus audy. Da er ihn nun erqgriff, legte er ihn in3 Gefdngnid und iiberantwortete ihn
4 Rotten, je von 4 Kriegdinedyten, ihn su bewadyen.

2William Rowan Hamilton (1821-1895) Dublin, koniglicher Astronom

3Google-Ubersetzung: “Jeden Morgen, und mein herabkommen Friihstiick, benutzt du mich fragen:
'Na, Papa, koénnen Sie vermehren Drillinge?” Wohin war ich immer gezwungen, zu antworten, mit einem
traurigen Kopfschiitteln den Kopf: 'Nein, ich kann nur addieren und subtrahieren sie’.”

4Morgen wird der fiinfzehnte Geburtstag der Quaternionen werden. Sie gestartet ins Leben, oder
Licht, voll gewachsen, am 16. Oktober 1843, wie ich war Gehen mit Lady Hamilton in Dublin, und
kam bis zu Brougham Bridge. Das heif3t, ich dann und dort fithlte den galvanischen Kette von Denken
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(zitiert aus ,Zahlen®, Ebbinghaus et al., Springer 1983; der Beitrag stammt von M.
Koecher und R. Remmert.)

Sei a = a1 + asi + azj + ask ein Quaternion, dann nennen wir a; seinen skalaren Anteil
und asi + azj + ask seinen vektoriellen Anteil, wir stellen uns den vektoriellen Anteil
als einen ,richtigen* Vektor (einen Pfeil) im von ¢, j, k aufgespannten dreidimensionalen
Raum vor, dabei moge (O, 1, 7, k) ein rechtwinkliges (karthesisches) Koordinatensystem
sein.

Wir betrachten nun das Produkt zweier vektorieller Quaternionen a = asi + asj + a4k
und b = bg’L + b3j + b4]€1

(ag’i + a3j + a4]€)(b2’i + b3j + b4]€) =

—(a2b2 + a3b3 + a4b4) + (a3b4 — a4b3)i + (CL4b2 — a2b4)j + (CLng — agbg)]{?.

Den Ausdruck
< a,b >= asby + azbs + asby

nennt man das Skalarprodukt der Vektoren a und b, den Ausdruck
a X b= (agby — asb3)i + (asby — asby)j + (azbs — azby)k
nennt man das Vektorprodukt von a und b . Also gilt
ab=— <a,b>4a xb.

Wir bemerken .
axb= i(ab— ba).

Wir werden sofort den Zusammenhang mit den Produkt-Konstruktionen herstellen, die
Sie in der Schule kennengelernt haben.
Wenn wir ein Skalarprodukt durch

< a,b>=|al|b] cos(a)

einfithren, wobei | a | die ,Linge* des Vektors a ist und « den zwischen a und b einge-
schlossenen Winkel bezeichnet, so haben wir die Ubereinstimmung beider Definitionen
Zu zeigen.

Sei A =0 + asi + asj + ask und B = O + byt + b3y + byk, wir betrachten das Dreieck
OAB . Dessen Seiten haben folgende Langen:

| OA |=1\/d3 + a3 + a2,

geschlossen, und die Funken, fiel von ihr waren die Grundgleichungen zwischen i, j, k genau wie ich
verwendet habe sie seitdem. Ich zog an Ort und Stelle, eine Brieftasche, die noch vorhanden ist, und
einen Eintrag, auf dem, in dem Augenblick, ich fiihlte, dass es sich lohnen kénnte meinen, wiahrend
der Arbeit an aufwenden mindestens zehn (oder es vielleicht fiinfzehn) Jahre. Aber dann ist es fair zu
sagen, dass dies, weil ich ein Problem empfunden worden zu haben war diesem Augenblick geldst, ein
Intellektueller, dass entlastet, die hatte verfolgte mich fiir mindestens fiinfzehn Jahre vor.




| OB |= /b3 + b3 + b3,

| AB |: \/(bg — a2)2 + (bg — CL3)2 + (b4 — CL4)2.

Nach dem Cosinussatz gilt

[b—al’=la " +]b]*=2]allb] cos(a),

also

(b2 - a2)2 + (bg — CL3)2 —+ (b4 — a4)2

a3 +a;+a; +b5+b5+b0;—2|al|b|cos(a)

und daraus folgt

ashy + asbs + asby =| a || b | cos(a).

Wie man leicht nachrechnet, hat das Skalarprodukt folgende Eigenschaften:

1. <a+bc>=<a,c>4+ <b,c>,
2. <ra,b>=r<ab> (reR),
3. <a,b>=<b,a >,

4. la|=<a,a>,

5. <a,b>=0gdw. a L b.

Das Vektorprodukt

1
@ x b= (agby — asbs)i + (aaby — azbs)j + (azbs — azhy)k = 7 (ab — ba)

119

kann formal als Determinante geschrieben werden, wenn man néamlich die Determinante

i gk
det | an a3 a4
by b3 by

nach der ersten Zeile entwickelt, erhélt man gerade a x b.
Aus den Determinanteneigenschaften erkennen wir sofort

1. (a4+rb)xc=axc+rbxc(reR),
2. axb=-bxa,

3. a x b=o0 gdw. {a,b} ist linear abhingig,
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4. Der Vektor a x b steht senkrecht auf a und auf b.

Beweis: Wegen ab = — < a,b > +a x b folgt a x b = ab+ < a,b > und speziell
a’>=—|al? also
ala x b) = alab+ < a,b>) = a’b+ < a,b>a=—|a b+ <a,b>a,

dies ist ein vektorielles Quaternion(!), folglich ist das Skalarprodukt (der skalare
Anteil des Produkts) von a und a x b gleich Null:

<a,axb>=0.
O

5. Der Betrag des Vektors a x b ist gleich dem Flacheninhalt des Parallelogramms,
das durch a und b aufgespannt wird.

Beweis: Es ist

laxb*> = (ashy — ashs)?® + (asby — aghy)* + (agbs — ashy)?
= (a3 + a3+ a3) (b5 + b5 + b7) — (azby + asbs + asby)?
= |alb]? - <ab>?
= lalPlbP = lal’|b [ cos?(a)

= |a*bl|?*sin®(a).

Diese Konstruktionen erlauben interessante geometrische Anwendungen.
Die Menge der Punkte P = (z,v, z), deren Koordinaten eine lineare Gleichung

ar+by+cz+d=0
erfiillen, ist eine Ebene E. Sei P, = (x1,y1, 21) ein fixierter Punkt von F, also
ax1+by1+cz1+d:0,

es folgt
a(lx —x1) + by —y1) +c(z —2z) =0.
Wenn wir den Vektor
n = (a,b,c)

—
und den Verbindugsvektor PP, verwenden, so gilt

—
<n,PP;>=0 fiir alle P € F,

d.h. der Vektor n = (a, b, ¢) steht senkrecht auf der durch die Gleichung ax+by+cz+d =
0 gegebenen Ebene, man nennt ihn einen Normalenvektor.
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Wenn zwei Ebenen F; und F5 einen gemeinsamen Punkt F, besitzen, so lauten ihre
Gleichungen

— —
<ny, PPy>=0 bzw. < ng, PPy>=0,

wobei ny, ny jeweils Normalenvektoren der Ebenen sind. Wir suchen die Schnittgerade
Ey N Ey . Thre Richtung ist senkrecht zu n; und zu ns, also lautet ihre Parameterdar-
stellung

P:P0+n1 X Mg+ T, t e R.

Der Abstand eines Punkts P; von einer Geraden, die durch eine Parameterdarstellung

P=PF+a-t,teR

gegeben ist, ist gleich der Hohe im von den Vektoren a und b = FyP; aufgespannten
Parallelogramms, also gleich | b | sin(«) oder gleich

laxb|/|al.

Fiir die Multiplikation von Quaternionen gilt das Assoziativgesetz. Nun seien speziell
a, b, c vektorielle Quaternionen, dann gilt

a(bc) = —a < b,c>4a(bxc)=—-a<bc>—<abxc>+ax(bxc),

(ab)e=—<a,b>c+(axb)c=—<ab>c—<axbec>+(axb)xec.

Die skalaren Anteile miissen iibereinstimmen, dies nennt man das Spatprodukt der
Vektoren a, b, c; es ist gleich

az Gz Q4
det bg bg b4 s
Co C3 C4

wie man durch Entwicklung sieht, also gleich dem Volumen des , Spats®, der von den
Vektoren a, b, c aufgespannt wird.

Lemma 9.0.4 Die Vektoren a,b, c liegen genau dann in einer Ebene, wenn
< a,bxc>=0 st O

Wenn wir die vektoriellen Teile der Produkte betrachten, erkennen wir, dal das Vek-
torprodukt nicht assoziativ ist. Vielmehr gilt die sogenannte Jacobi-Identitét

ax(bxec)+bx(cxa)+cx(axb) =o.

Wir kommen nochmals zu den Quaternionen zuriick. Obwohl diese eine doch sehr
spezielle Teilmenge von My, (R) bilden, ist ihre Multiplikation ,;sehr* nichtkommutativ:

Lemma 9.0.5 Seien a,b € H; da gilt ab = ba genau dann, wenn {1,a,b} linear ab-
hingig 1st.
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Beweis: Sei {1, a,b} linear unabhéngig und a = a; + as,b = by + by deren Zerlegung
in den skalaren und den vektoriellen Anteil. Dann ist auch {1, as, b} linear unahéngig
(ag =a —ay - 1). Nun gilt

ab = (a1 + ag)(bl + bQ) = albl + a2b1 + bg(Ll + a2b2

ba = (bl + bg)(al + CLQ) = blal + bg(Ll + a2b1 + b2a2

Die ersten drei Summenden beider Gleichungen stimmen iiberein, also ist asbs = byas,
d.h. as X by = %(agbg — byas) =0, also ist ay € L(bs). O



Kapitel 10

Grundlegende algebraische
Strukturen

10.1 Der Ring 7 der ganzen Zahlen

In diesem Abschnitt verstehen wir unter ,Zahlen“ stets ganze Zahlen.
Die Division mit Rest ist ein niitzliches Hilfsmittel: Seien a,b € Z, dann gibt es Zahlen
g und 7, so daf

a=0bg+rund 0 <r<|b]|.

Diese Darstellung ist nicht eindeutig: 100 =17-6 —2 =17 -5+ 15.

Seien a, b ganze Zahlen, dann nennen wir a einen Teiler von b und schreiben a | b, wenn
eine ganze Zahl ¢ mit ac = b existiert.

Teilbarkeitsregeln fiir 2,3,4,5,6 sind bekannt. Originell ist die folgende Regel fiir die 7:
1. Streiche letzte Ziffer.

2. Subtrahiere das Doppelte der gestrichenen Ziffer von der neuen Zahl.

3. Wiederhole 1 und 2

Wenn das Ergebnis durch 7 teilbar ist, so ist es auch die Ausgangszahl.

Beispiele:
5 5 2 7T 17
3 9 8 2 3 -1 4
—6 5 5 2 5 7
3 9 7 6 -1 4
-1 2 5 5 1 1
3 8 5 —2
-1 0 5 4 9
2 8 -1 8
3 6
dies ist durch 7 teilbar dies nicht

Was ist passiert?” Wir haben nicht 6, 5, 10 subtrahiert, sondern 63, 126, 105, das sind
durch 7 teilbare Zahlen (bei letzter Ziffer x war das 20z + x = 21x); es entsteht eine

123
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durch 10 teilbare Zahl. Die Division durch 10 dndert nichts am Teilbarkeitsverhalten
durch 7.

Die (positive) Zahl d heifit grofiter gemeinsamer Teiler der Zahlen a und b, wenn d | a
und d | b gilt (wenn d also ein gemeinsamer Teiler von a und b ist) und wenn fiir jeden
gemeinsamen Teiler ¢ von a und b gilt, dal ¢ | d (d ist beziiglich der Teilbarkeitsrelation
der Grofite). Wir schreiben d = ggT(a, b).

Zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen benutzen wir den Eu-
klidischen Algorithmus:

Seien fi, fo gegeben, wir dividieren fortlaufend mit Rest, bis die Division aufgeht:

i = afot /3

fo = @fs+ i

fs = @fat+fs
fm—3 = Qm—3fm—2 + fm—l
fm—2 = Qm—2fm—1

Wegen fo > f3 > f4 > ... mufl nach endlich vielen Schritten ein Rest gleich Null sein,
hier ist es f,,.

Behauptung: ggT(f1, f2) = fu-1.

Beweis:

1. Klar ist, daf§ f,,_s von f,,_1 geteilt wird. Weiter ist

fm—3 = (qm—i’)qm—2 + 1)fm—l

durch f,,_; teilbar. Jetzt haben wir den Anfang in der Hand: Schauen Sie sich die
obigen Gleichungen von der letzten bis zur ersten an! Die Zahl f,,_; teilt die beiden f’s
auf der rechten Seite, damit aber auch das f mit kleinerem Index auf der linken Seite.
Am Ende sehen wir, daf f,,_1 sowohl f; als auch f teilt.

2. Sei h ein gemeinsamer Teiler von f; und fo. Es ist f3 = f1 —q1 f», also ist h ein Teiler
von f3. So schrauben wir uns an den Indizes nach oben und erhalten zum Schluf}, daf3
h die Zahl f,,_; teilt. O

Lemma 10.1.1 Seid = ggT(f1, f2), dann gibt es Zahlen g1, go mit

figr + faga = d.

Beweis: Wir lesen die obigen Gleichungen von rechts nach links und von unten nach
oben und sehen: Die Zahl f; 148t sich aus f;_; und f;_o kombinieren. Also 148t sich
fm—1 aus fi und fo mit gewissen Faktoren kombinieren. O

Beispiel: Wir berechnen den ggT(1027,499)
1027 = 2 - 499 + 29

499 = 17-29 + 6

29=4-6+4+5
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6=1-5+1
also ggT(1027,499) = 1. Wenn wir die Zahlen riickwérts in die Gleichungen einsetzen,
erhalten wir 1 = 177 - 499 — 86 - 1027.

Interessanter ist das

Lemma 10.1.2 Der grifite gemeinsame Teiler von fi und fo ist die kleinste positive
Zahl d, so dafS f1g1 + fago = d ist.

Beweis: Sei d = f1g1 + f2g92 und d minimal.
1. Wir dividieren mit Rest:

fi=qd+r =qgfi +qg2fo+ i,

hier ist 0 < r; < d; wir nehmen an, dafl r; # 0 wére und erhalten

r = fill —qg1) — fa1ge,

aber wegen r; < d ist dies ein Widerspruch zur Minimalitét von d, also ist r; = 0, d.h.

d| fi.

2. Sei h ein gemeinsamer Teiler von f; und fy, dann ist h auch ein Teiler von fig; +
J2g2a = d. O

Seien a,b, m € Z, wir sagen, dafl a und b kongruent modulo m sind, wenn a und b bei
der Division durch m denselben Rest lassen, also wenn

a—b=km firein k € Z.

Wir schreiben dann
a = b (mod m).

Die Menge aller zu einer Zahl a kongruenten Zahlen nennen wir eine Restklasse modulo
m, dies ist die Menge a + mZ, manchmal bezeichnen wir diese mit a, hier erkennt man
aber nicht mehr den ,,Modul".

Die Menge aller Restklassen modulo m bezeichnet man mit Z/mZ. In dieser Menge
kann man Rechenoperationen einfiihren:

a+b=a+b, a-b=a-b.
Fiir diese Operationen gelten Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz, es gibt
neutrale Elemente 0 und 1 und die Addition ist umkehrbar. Bei der Division ist es
schwieriger. Wenn aber a und m zueinander teilerfremd sind, so besitzt a ein multipli-
katives Inverses modulo m: Es ist ggT(a,m) = 1, also gibt es u, v mit

1 =wua+ vm,

d.h. 1 = ua (mod m), also ist a~! = 4.
Eine Zahl p heiit Primzahl, wenn aus a | p folgt, dal @ = +1 oder a = +p gilt.
Ist nun p eine Primzahl, so besitzt jedes von Null verschiedene Element von Z/pZ ein

multiplikatives Inverses, also ist Z/pZ ein Korper.

Zum Schlufl wollen wir uns davon {iberzeugen, dafl sich jede positive ganze Zahl als
Produkt von Primzahlen darstellen kann.
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Lemma 10.1.3 Sei 1l < a € Z, dann gibt es eine Primzahl p mit p |a.

Beweis: Sei T' die Menge aller Teiler von a, die grofier als 1 sind. Diese Menge ist nicht
leer, besitzt also ein kleinstes Element p. Angenommen, die Zahl p hat einen echten
Teiler ¢, dann gélte ¢ € T und ¢ < p im Widerspruch zur Auswahl von p. O

Folgerung 10.1.1 Jede ganze Zahl a ist Produkt von Primzahlen.

Beweis: Die Zahl a besitzt einen Primteiler p, also a = p1a;, wenn a; # +1 ist, so gilt
a; = agpy und so weiter. Irgendwann wird a,,1 = £1, also a = p; ... p,. O

Lemma 10.1.4 Seien a,b € Z und p eine Primzahl. Wenn p |ab gilt, so gilt p | a oder
p |b.

Beweis: Wenn p kein Teiler von a ist, so ist ggT(p, a) = 1 = up+wva fir gewisse u, v € Z.
Dann folgt b = upb + vab, die rechte Seite wird von p geteilt, also gilt p | b. O

Satz 10.1.1 Die Primzahlzerlegung ist (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeu-
tig.

Beweis: Esseip; ...p, = qi ... ¢ fiir gewisse Primzahlen p;, ¢;. Wir fithren die Induktion
iiber die Zahl r. Wenn r = 1 ist, so gilt p; = ¢1...¢s, also muBl p; = ¢ und s =1
gelten.

Sei die Behauptung fiir 7 — 1 Faktoren (links) bewiesen. Die rechte Seite von p; ...p, =
q1 .. .qs ist durch p; teilbar, also ist ein Faktor, etwa ¢, durch p; teilbar, d.h. p; = ¢;.
Dann bleibt py ... p, = ¢ . .. ¢s und nach Induktionsvoraussetzung ist » = s und p; = ¢;
(bei geeigneter Numerierung der Faktoren). O

Beispiele: Die Fermatschen , Primzahlen“ haben die Form 22" + 1, dies sind 2! + 1 =
3,22 4+1=5,2"+1=17,2%+1 = 257, aber 2% + 1 = 4294967297 hat den Teiler 641.

Die Mersenneschen Primzahlen haben die Form M, = 2P —1, dabei muf} p eine Primzahl
sein, denn

o — (2 — 1)(2m D) pgm(=D) 4y,

Nicht alle sind Primzahlen: 22 —1=3,23—1=17,2—1 = 31,21 — 1 = 2047 = 23 - 87.
Im Jahre 1998 war die grofite bekannte Mersenne-Primzahl von der Groflenordnung
23Mio — 1900000 " gedruckt nahm sie 173 A4-Seiten ein; 2006 wurde die 44ste Mersen-
nezahl gefunden: 232M%  gsie hat 9 Millionen Stellen.

Mein Computer berechnete Mjjps03 in 0 Sekunden; zur Bestédtigung der Primalitét
brauchte er 1433 Minuten.

Zur Bestimmung aller Primzahlen < 50 Mio brauchte er 9 Minuten.

Primzahldichte:

Zahlen bis 10 100 1000 10000 100000 1000000
Primzahlen (%) 40 25 16.8 12.3 9.6 7.8
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10.2 Lineare diophantische Gleichungen
Wir betrachten Gleichungen der Form
ar +by=c, a,b,c€Z gegeben, x,y € 7Z gesucht. (1)
Die Gleichung
ax +by =0 (2)
nennen wir die zugehorige homogene Gleichung.

Wenn nun (z1,y1), (22, y2) Losungen von (1) sind, also
axry + by, = c

axy + by = c

so ist a(x; — x9) 4+ b(y1 — y2) = 0. Wir erhalten also die allgemeine Losung von (1) als
Summe einer speziellen Losung von (1) und der allgemeinen Losung von (2).

Die homogene Gleichungen ax — by = 0 ist immer losbar: Wir haben ax = —by; sei
t = ggT(a,b),d = a/t,b = b/t, dann folgt 'z = b’y und o', b’ sind teilerfremd, also
miissen die Teiler von @’ in y und die von &' in x aufgehen.

Also ist x = V', y = —d’ eine Losung, aber fiir jedes ganze Zahl k ist auch x = kb',y =
—ka’ eine Losung, und das sind wohl alle.

Zuriick zur inhomogenen Gleichung:
Satz 10.2.1 ax + by = c ist genau dann losbar, wenn ggT(a,b) | c.

Beweis: 1. Sei ggt(a,b) =t | ¢, also gibt es u,v,d € Z mit ¢ = dt,t = ua + vb. Dann ist
x = du,y = dv eine Losung.

2. Wenn z,y Losung ist, also ax + by = ¢ und ggT(a,b) = t ist, so gilt ¢ | a,t | b, also
auch t | ¢ O

Beispiel: 7z + 3y = 20
get(7,3)=1=—-2-7+5-3, also 7- (—40) + 3 - 100 = 20.

10.3 Gruppen, Untergruppen, Homomorphismen

Definition: Sei G eine Menge und -:G x G — G eine Abbildung, die dem Paar (g, ¢2)
das Element (g1, g2) = g1-go zuordnet. Wir nennen diese Abbildung eine Multiplikation.
Wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind, so heiffit G eine Gruppe:

1) g1+ (92-93) = (91 - g2) - g5 fiiv alle g1, g2, g3 € G (Assoziativgesetz),

2) es gibt ein e € G, sodal g-e =e- g = g fiir alle g € G gilt,

3) zu jedem g € G gibt es ein Element g7 €e Gmit g-g ' =g - g=ce.

Das ausgezeichnete Element e heifit neutrales Element und das Element ¢—! heifit das
zu g inverse Element. Das Multiplikationszeichen werden wir kiinftig weglassen. Wenn
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besonders hervorgehoben werden soll, um welche Operation es sich in der Menge G
handelt, so bezeichnen wir die Gruppe mit (G, -).

Falls die Gruppe G eine endliche Menge ist, so bezeichnen wir mit | G | die Zahl ihrer
Elemente, diese Zahl heifit die Ordnung von G.

Falls fiir alle g1, go € G die Gleichung g1g2 = ¢g291 gilt, so heifit die Gruppe G kommu-
tativ.
Fiir kommutative (und nur solche) Gruppen ist auch eine additive Schreibweise tiblich:

+:Gx G =G, (91,92) = g1+ g2,
das neutrale Element wird Nullelement genannt und mit 0 bezeichnet, also
g+0=0+g =g fiiralle g € G,
das zu g inverse Element wird mit —g bezeichnet, also

g+(—g)=0.

Anstelle von g; + (—g2) schreibt man dann einfach g; — go.

Sie kennen folgende Beispiele von Gruppen:

(Z7+>7 (Qv +)7 (Rv +)7 ((Dv_'_)a (Q\{O}v>v (R\{O}v>v ((D\{O}a)v

(R™,+), (Hom(V, W), +), (M, +),

all diese Gruppen sind kommutativ. Die Menge GL,, aller invertierbarer Matrizen ist
eine nichtkommutative Gruppe, ebenso die Menge S,, aller Permutationen von n Ziffern.

Die Gruppenaxiome konnen wir folgt abgeschwécht werden:

Sei G eine Menge mit einer assoziativen Multiplikation; wir fordern

(A) Es gibt ein e € G mit ge = g fiir alle ¢ € G (d.h. es gibt ein universelles rechtes
Einselement, es kann mehrere derartige Elemente geben).

(B) Zu jedem derartigen e und jedem g € G existiert ein ¢’ € G mit g¢g’ = e (also ein
privates rechtinverses Element).

Wir zeigen die Giiltigkeit der obigen Gruppenaxiome:
Sei g¢' = e, dann gilt ¢’ = ¢'e = ¢'g¢’; wir multiplizieren von rechts mit dem zu ¢’
Inversen:

e=9'(9) =999(g) =9g9e=4y,

also ist jedes Rechtsinverse auch linksinvers, d.h. ¢’ ist zu ¢ invers. Weiter ist

eg = (99)9=19(d9) =g,

also ist e auch ein linksseitiges neutrales Element und wenn f ein weiteres neutrales
Element ist, so gilt e = ef = f.

Die Bedingung (A) wird zum Beispiel bei folgenden Multiplikationen erfiillt:
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‘abc ‘abc
ala a a ala a a
a b b b|b b b
cla b ¢ clc ¢ ¢

Im ersten Fall spielt ¢ die Rolle von e, im zweiten Fall gibt es mehrere Rechtseinsen;
die Forderung (B), dafl e in jeder Zeile auftreten soll, ist nicht erfiillt.

Anmerkung: Es gibt 3° = 19689 Moglichkeiten, eine 3 x 3-Multiplikatiostafel auszu-
fiillen, den Assoziationstest iiberstehen 113; wenn noch ,jisomorphe* und ,antiisomor-
phe* ausgesondert werden, verbleiben 18 , Halbgruppen®, unter denen befindet sich eine
Gruppe. Der Computer schaftt dies alles in weniger als einer Sekunde. Wenn dasselbe
mit 4 Elementen probiert wird, dauert das 46 Minuten, bei 5 Elementen wiirde es 1000
Jahre dauern.

Definition: Eine nichtleere Teilmenge U C G einer Gruppe G heif3t eine Untergruppe
von G, wenn fiir alle u,v € U auch wv € U und u=! € U gilt.

Wir sehen sofort, dafl jede Untergruppe U C G das neutrale Element e von G enthalten
muf: Da U # () gilt, gibt es ein v € U. Dann mufl auch v~ € U sein und folglich ist
auch e = uu=t € U.

Lemma 10.3.1 Wenn U und V' Untergruppen von G sind, so ist auch U NV eine
Untergruppe von G. O

Wir werfen einen Blick auf die obigen Beispiele: Unter den additiven Gruppen Z, 3, R, C
ist jeweils die kleinere eine Untergruppe der gréfleren, ebenso gilt dies fiir die multipli-

kativen Gruppen Q\{0}, R\{0}, C\{0}.

Wir betrachten als Beispiel die einfachste nichtkommutative Gruppe

S, — {e: <123>’ . (123)7 - <123>’ - <123)’ d— <123>’ Fo <123)}'
123 132 321 213 231 312

Die Multiplikation in S3, die Nacheinanderausfithrung der Permutationen, kann man
in einer Multiplikationstafel beschreiben:

e a b ¢ d f
ele a b ¢ d f
ala e d f b c
b|b f e d ¢ a
cle d f e a b
d{d ¢ a b f e
fl|f b ¢ a e d

e ist das neutrale Element, a™' =a, b =b, ¢! =¢, d7' = f.

Die Gruppe S3 hat folgende Untergruppen:

{e}, {e,a}, {e,b}, {e,c}, {e,d, [}, Ss.
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Wir suchen die Untergruppen der additiven Gruppe Z:

Zunéchst ist m - Z = {mk | k € Z} eine Untergruppe.

Behauptung: Jede Untergruppe von Z hat diese Form.

Beweis: Wenn U = {0} ist, so wihlen wir m = 0. Sonst sei m das kleinste positive
Element in U, dann ist mZ C U. Sei nun u € U beliebig; wir dividieren mit Rest:
u=qm+r, 0 <r <m. Wegen u,m € U folgt r € U, also r = 0 und u € mZ.

Wenn E C G eine Teilmenge ist, so bezeichnen wir mit < E > die kleinste Untergruppe
von (G, die F enthélt, sie besteht aus allen Produkten von Elementen aus £ und von
Inversen von Elementen aus E. Wir sagen, die Untergruppe < £ > wird von der Menge
E erzeugt.

Zum Beispiel:

(Z,+) =< 1>, (Q\{0},-) =< Z\{0} >,
{e,;a} =< a >, {e,b} =<b>, {e,c} =<c>,
{e,d, f} =<d>=< >, S3=<a,b>=<a,d> usw.

Eine Gruppe G, die von einem Element g erzeugt wird, heifit zyklische Gruppe, es gilt
also G = {e=¢°g=g' g% ...}, die Gruppe kann endlich oder unendlich sein.

Wir iiberlegen, wie eine endliche zyklische Gruppe G =< g > aussehen koénnte. Die
Potenzen g, g, g%, ... von ¢ konnen nicht alle verschieden sein, denn es gibt unendlich
viele. Also gilt fiir gewisse Exponenten m und &, da8 g™ = ¢™** ist. Wir multiplizieren
mit (¢g™)~! und erhalten e = ¢g° = g*, also besteht G' genau aus den k verschiedenen
Elementen e = ¢°, g, ¢%, ..., ¢" . Die Gruppe werden wir mit C}, bezeichnen.

Die additive Gruppe 7 ist eine unendliche zyklische Gruppe, die Menge der Drehungen
um Vielfache von 120° ist eine endliche zyklische Gruppe, sie hat die Ordnung 3.

Wenn M, N C G Teilmengen einer Gruppe sind, so bezeichnen wir mit M - N die Menge
{mn|m e M,n € N} und mit M~ die Menge {m~! | m € M}. Dann ist U C G also
eine Untergruppe, wenn UU C U und U~! C U gilt. Uberlegen Sie sich, daB in beiden
Féllen sogar Gleichheit gilt.

Sei U C G eine Untergruppe. Wir fithren in der Menge G eine Relation ~ ein: fiir
g,h € G gelte g ~ h genau dann, wenn gh™' € U ist. Wir sagen: g und h sind
aquivalent modulo U. Aquivalent dazu ist Uh = Ug.

Lemma 10.3.2 Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf G, die Menge aller zu
g € G dquivalenten Elemente ist Ug = {ug | u € U}.

Beweis: Fiir alle g € G gilt g ~ g, da gg~' = e € U ist. Sei g ~ h, also gh~! € U, dann
ist auch (gh™')™' = hg™' € U, also gilt h ~ g.

Sei schlieBlich ¢ ~ h und h ~ k, also gh™t € U und hk™' € U, dann ist auch
(gh™')(hk™') = gk~ € U, also g ~ k.

SchlieBlich ist g ~ ug fiir alle v € U, denn g(ug)™! = g9 u™' =u=t € U. |

Wenn G eine additiv geschriebene Gruppe und U eine Untergruppe ist, so gilt g ~ h,
wenn g — h € U ist, und die Aquivalenzklasse von g wird mit g + U bezeichnet.
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Lemma 10.3.3 Fiir alle g € G gilt |Ug| = |U]|, d.h. alle Aquivalenzklassen sind
gleichmdchtiq.

Beweis: Sei g € G, wir betrachten die Abbildung f : U — Ug mit f(u) = ug. Diese
Abbildung ist surjektiv (klar), wir zeigen, daf sie injektiv ist: Sei u;g = uog, dann gilt
U199~ = upgg™! = uy = uy. Also ist f bijektiv und damit gilt |Ug| = |U|. O

Beispiel:
Die Menge aller durch 5 teilbaren ganzen Zahlen (wir bezeichnen sie mit 5Z) ist eine
Untergruppe der additiven Gruppe Z. Die Menge 7 ist die Vereinigung aller Aquiva-
lenzklassen modulo 5Z:

57 = {0,45,£10, £15, .. .},

1+5%={1,6,11,...,—4,
2457 =1{2,7,12,...,-3,
=2
—1

Y

)

3+ 5% =1{38,13,...
4457 ={4,9,14, ...

) )

—9,...
~8,...
T,

,—6,...

Wenn U C G eine Untergruppe ist, so bezeichnet man die Menge aller Aquivalenzklas-
sen modulo U mit G/U.

Satz 10.3.1 (Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe,
dann ist die Zahl |U | ein Teiler von | G |.

Beweis: Es ist G = UUUg,UUgsU. . .UUg; fiir gewisse g; € G, denn G ist die disjunkte
Vereinigung seiner Aquivalenzklassen modulo U, also gilt |G| =1t |U |. O

Folgerung 10.3.1 Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

Beweis: Sei | G| = p eine Primzahl und e # g € G, dann ist < g > eine Untergruppe
mit mehr als einem Element, da die Ordnung von < g > ein Teiler von p ist, folgt
|<g>|=p,also G=<g>. |
Definition: Sei G eine Gruppe und g € G, dann heifit die kleinste Zahl n > 0 mit

g" = e die Ordnung von g.

Die Ordnung von g € G ist also gleich der Ordnung der von g erzeugten zyklischen
Untergruppe < g >, also ein Teiler von | G |. Also gilt das

Lemma 10.3.4 Sei |G| =n und g € G, dann ist g" = e. O

Folgerung 10.3.2 (Kleiner Satz von Fermat) Seip eine Primzahl. Wenn ggT (a,p) =
1 ist, so gilt a’~' = 1(modp).

Wenn zwei (nicht notwendigerweise verschiedene) Gruppen G und H gegeben sind, so
kann man in der Menge GG x H eine Multiplikation einfiihren, so dafl G x H wieder eine
Gruppe wird:

(91, h1) (92, h2) = (9192, hiha).
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Wenn e das neutrale Element von G und f das neutrale Element von H ist, so ist (e, f)
das neutrale Element von G x H und (g,h)™" = (g7, h™"). Das Assoziativgesetz ist
leicht nachzupriifen.

Von nun ab wollen wir das neutrale Element einer multiplikativ geschriebenen Gruppe
mit ,,1“ bezeichnen, wenn es nicht zu Verwechslungen fiihrt.

Wir wollen uns einen Uberblick iiber die Gruppen mit ,, wenigen“ Elementen verschaffen.
Wir stellen uns die Multiplikationstafel vor, dort miissen in jeder Zeile und in jeder
Spalte alle Gruppenelemente auftreten.

1. {1} =

2.{1, 4}

Es kann nicht g? = g gelten, also ist g? = 1, dies ist also Cj.

3.{1,9,h}

Wenn g% = 1 wire, miifite gh = h sein, das geht aber nicht. Also ist g = h. Dann muf
aber auch gh = 1 sein, also ¢® = 1, die Gruppe ist also Cj.

4. Eine Moglichkeit wére Cy.

Eine nichtzyklische Gruppe mit vier Elementen miifite wie folgt aussehen: {1, g, h, k}.
Wenn g% = h wire, miiite ¢ = 1 oder ¢® = k sein, das erste geht nicht, weil dann
{1, g, ¢*} eine Untergruppe mit drei Elementen wiire (3 ist kein Teiler von 4), das zweite
geht nicht, weil dann ¢g* = 1 wiire, die Gruppe wiire also zyklisch. Folglich ist g% = 1,
analog h? = k* = 1 und schlieBlich gh = k. Diese Gruppe ist ,isomorph* zu Cy x Cb.
Diese Gruppe heifit , Kleinsche Vierergruppe®.

5. Die Gruppenordnung ist eine Primzahl, die einzige Moglichkeit ist Cs.

6. Wie immer haben wir eine zyklische Gruppe Cg, eine andere Gruppe mit sechs
Elementen ist S3, dies sind ,,bis auf Isomorphie“ alle. Frage: Was ist mit Cy x (57?7

Definition: Seien (H,-) und (G, *) Gruppen. Eine Abbildung f : H — G heifit
Gruppenhomomorphismus, wenn f(hy - hy) = f(hy) * f(ho) fiir alle hy, hy € H gilt.
Sei f: H :— G ein Homomorphismus, dann gilt f(1) = 1 und f(h™') = f(h)™!, denn
fA)=fQ1-1)=f(1)* f(1) und 1 = f(1) = f(hh™") = f(h)f(h7F).

Beispiele: Die Inklusionsabbildungen Z — @ — R — C sind Homomorphismen
der additiven Gruppen, fiir die Logarithmusfunktion gilt In(ab) = In(a) + In(b), al-
so ist In : (R4,:) — (R,+) ein Homomorphismus. Die Funktion sgn:S, — {£1},
die jeder Permutation ihr Signum zuordnet, ist ein Homomorphismus. Fiir jeden Ho-
momorphismus f : G — H und jede Untergruppe U C G ist die Einschriankung
f|U:U — H ebenfalls ein Homomorphismus. Schliefflich ist fiir jedes x € Z die Ab-
bildung [, : Z — Z mit [,(a) = za ein Homomorphismus der additiven Gruppen. Fiir
G =< a >, a® = e ist durch f(a) = a® ein nichttrivialer Homomorphismus von G in
sich gegebenen; fiir G =< a >, a* = e haben wir f; = id, fo(a) = a?, f3(a) = a®; bei
der Kleinschen Vierergruppe ist jede Permutation der von e verschiedenen Elemente
ein Homomorphismus.

Wenn U C G eine Untergruppe ist, so ist f(U) C H eine Untergruppe und wenn
V C H eine Untergruppe ist, so ist f~1(V) C G eine Untergruppe.

Definition: Sei f : H — G ein Homomorphismus, dann ist der Kern von f die
Teilmenge Ker(f) ={h € H| f(h) =1}.
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Lemma 10.3.5 Wenn f : H — G ein Homomorphismus ist, so ist Ker(f) eine Un-
tergruppe von G.

Beweis: Seien hy, he € Ker(f), also f(hy) =1 = f(he), dann ist f(hihs) = f(h1)f(he) =
1-1=1und f(h{") = f(h) ' = 1. O
Wir bemerken, dafl der Kern eines Homomorphismus eine weitere Eigenschaft hat:
Wenn h € Ker(f) ist, so gilt fiir beliebige g € G folgendes: f(g thg) = f(g~ 1) f(h)f(g) =
flg)™'f(g) =1, also g~*hg € Kerf(f).

Definition: Sei N C G eine Untergruppe, sie heifit normale Untergruppe (oder
Normalteiler), wenn ¢~ 'Ng = N fiir alle g € G gilt.

In einer kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe normal, der Kern eines Homomor-
phismus ist eine normale Untergruppe.

Wir erinnern daran, da G/N = {Ng} die Menge aller Aquivalenzklassen modulo der
Untergruppe N bezeichnete.

Satz 10.3.2 Sei N C G eine normale Untergruppe, dann ist die Menge G/N mit

folgender Multiplikation eine Gruppe: (Ng)(Nh) = Ngh. Die Ordnung von G/N ist %

Beweis: Wegen g 'Ng = N gilt Ng = gN, also gilt fiir das Produkt der Teilmengen
Ng und Nh wirklich NgNh = NNgh = Ngh. Der Rest ist klar: (Ng1Ngs)Ngs =
N(g192)93 = Ng1(9293) = Ng1(NgaN3), das neutrale Element ist N, da NNg = Ng =
NgN gilt, invers zu Ng ist Ng~*. O
Den im folgenden Lemma auftretenden Homomorphismus nennt man einen , kanoni-
schen Homomorphismus.

Lemma 10.3.6 Sei N C G eine normale Untergruppe, dann ist die Abbildung k :
G — G/N mit k(g) = Ng ein Homomorphismus und es gilt Ker(k) = N.

Beweis: k(g192) = Ng1g2 = Ng1Ngs = k(g1)k(g2) und k(g) = N gilt genau dann, wenn
g € N ist. O

Definition: Sei f : H — G ein Homomorphismus, dann ist das Bild von f die folgende
Menge Im(f) = {g € G | es gibt ein h € H mit g = f(h)}.

Lemma 10.3.7 Im(f) ist eine Untergruppe von G. O

Satz 10.3.3 Sei f: H — G ein Homomorphismus. Dann gilt:
f ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {1} ist,
f ist genau dann surjektiv, wenn Im(f) = G ist.

Beweis: Sei f injektiv und g € Ker(f), also f(g) =1 = f(1), dann mufl g = 1 sein. Sei
umgekehrt Ker(f) = {1} und f(h) = f(g), dann gilt 1 = f(g)f(h)~' = f(gh™'), also
gh™ € Ker(f) = {1}, d.h. gh=t =1, also g = h.

Die zweite Aussage ist trivial. O
Ein injektiver und surjektiver Homomorphismus heifit [somorphismus. Wenn zwischen
zwei Gruppen H und G ein Isomorphismus existiert f : H — G existiert, so heiflen sie
isomorph, man schreibt dann H ~ G.

Es folgen einige Sétze, die die Isomorphie gewisser Gruppen sichern.
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Satz 10.3.4 (Homomorphiesatz) Sei f : H — G ein Homomorphismus, dann ist
die durch F(h-Ker(f)) = f(h) gegebene Abbildung F : H/Ker(f) — Im(f) ein Isomor-

phismus.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dal F' wohldefiniert ist: Sei hiKer(f) = hoKer(f), also
hihy' € Ker(f), dh. 1 = f(hihy') = f(ha)f(h2)™", also F(hKer(f)) = f(h1) =
f(he) = F(hoKer(f)). Weiter gilt

F(hiKer(f) - hoKer(f)) = F(hihoKer(f)) = f(hihs) = f(h1)f(h2)

= F(hKer(f)) - F(hoKer(f)),

also ist F' ein Homomorphismus. Die Surjektivitdt von F ist klar und die Injektivitét
folgt sofort: Sei F'(hKer(f)) =1 = f(h), dann ist h € Ker(f), also ist hKer(f) = Ker(f)
das neutrale Element in H/Ker(f). |

Lemma 10.3.8 H sei eine Untergruppe von G, N sei eine normale Untergruppe von
G, dann gilt:

1. HN N st eine normale Untergruppe von H,

2. wenn N C H ist, so ist N eine normale Untergruppe von H,

3. HN st eine Untergruppe von G und N st eine normale Untergruppe von HN,

4. wenn N C H und H C G ebenfalls eine normale Untergruppe ist, so ist H/N eine
normale Untergruppe von G/N.

Beweis: 1. Sei f : G — G/N der kanonische Homomorphismus, dann ist die Einschran-
kung f | H : H — G/N ebenfalls ein Homomorphismus, dessen Kern gerade H N N
ist.

2. Trivial.

3. Sei h; € H,n; € N, dann sind hinq, hono € HN, weiter ist h51n1h2 =n € N wegen
der Normalteilereigenschaft, also nihy = hon. Nun folgt hing - hone = hihenny € HN
und (hyny) ™' =nythyt = A7 mit 0’ = hynythyt € N.

4. Es gilt H/N {Nh | h e H} - {Ng | g c G} = G/N, weiter Nhy-Nhy = Nhihy €
H/N und (Nh)™' = Nh=' € H/N, also ist H/N eine Untergruppe von G/N. Diese ist
normal: (Ng)"'NhNg = Ng~thg und g~thg € H, also liegt (Ng)"*NhNg in H/N. O

Satz 10.3.5 (1. Isomorphiesatz) Seien H N C G Untergruppen, N sei normal,
dann gilt
H/(NNH)~ HN/N.

Beweis: Sei f : H — HN/N die durch f(h) = hN gegebene Abbildung, dies ist
ein Homomorphismus. Die Abbildung f ist surjektiv, denn sei hnN € HN/N, wegen
nN = N ist dies gleich hN = f(h) € Im(f). Sei h € Ker(f), also f(h) = hN = N, d.h.
h € N, also h € N N H. Die Behauptung folgt nun aus dem Homomorphiesatz. O

Satz 10.3.6 (2. Isomorphiesatz) Seien N C H C G normale Untergruppen, dann
qgilt
G/H ~ (G/N)/(H/N).
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Beweis: Wir betrachten die Abbildung f : G/N — G/H, die durch f(gN) = gH
gegeben ist (sie ist wegen gN C gH wohldefiniert), offenbar surjektiv und ein Homo-
morphismus. Es ist genau dann gN € Ker(f), wenn gH = H, also g € H gilt. Der
Kern ist somit gleich H/N und die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz. 0O

Beispiele:

1. G =53, H={e,a}, N ={e,d, [}, dann ist HN = S3 und H N N = {e}, also
S3/N = H.

2.G=%, H=mZ, N=kmZ. Dann ist G/H = 7Z/mZ eine zyklische Gruppe der
Ordnung m und (Z/kmZ)/(mZ/kmZ) = C.

Satz 10.3.7 Se: U C V' ein Unterraum des Vektorraums V', dann ist
dim V/U = dim V— dim U.

Beweis: Sei {v,...,v;} eine Basis von U, wir ergénzen sie zu einer Basis {vy,...,v,}
von V. Die Elemente von V/U haben die Gestalt v + U, v € V. Sei v = ) r;v;, dann
ist

v+ U=(rVi+U)+...4+ (reox + U) +(rgs1vp01 + U) + ... + (rpv, + U),
=U =U
also erzeugen vy1 + U, ..., v, + U den Vektorraum V/U. Sind sie linear unabhéngig?
Wir betrachten
(res1vke1 +U)+ oo+ (rpvp, + U) = (T Vgs1 + - .-+ 10,) + U,
dies ist ganau dann gleich U, wenn ry 1v51 + ... + 1,0, € U gilt, also

Th41Vk+1 + ... +TpUp = TV + ... + TRV,

und hieraus folgt (ry =...=r, =)rp1=... =1, = 0. O

Aus dem ersten Isomorphisatz folgt nun dim(U; + Us)—dimU; = dimUs— dimU; N Us,
das wufiten wir schon.

Bemerkungen zur Ordnung

Wir bezeichnen das neutrale Element einer (multiplikativen) Gruppe von nun ab mit
1.

Wenn a € G ist, so nennen wir ord(a) = |< a >|, die kleinste positive Zahl k£ mit
a* = 1, die Ordnung von a.

1. Wenn alle a € G die Ordnung 2 haben, so ist G kommutativ.
Beweis: Aus a? = 1 folgt a™! = a, also ist (ab)(ab) = 1, also ab = (ab)™! = b~ ta™! = ba.

2.

Lemma 10.3.9 Wenn G kommutativ und Ny, Ny C G Untergruppen mit NyNy =
G, N\NNy = {1} sind, dannist f : Nyx Ny — G, f(a1,as) = ajay ein Isomorphismus.
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Beweis: f ist offensichtlich surjektiv. Wenn F(a, as) = ajas = 1 ist, so ist ay = ay* €
Ni N Ny = {1}, also a; = ay = 1, d.h. f ist injektiv. |

3. Wenn a,b € G und ab = ba, dann gilt ord(ab) = ord(a) - ord(b) genau dann, wenn
99T (ord(a),ord(b)) =1 ist.

Beweis: Wir betrachten < a >,ord(a) = m,< b >,ord(b) = n,ord(ab) = r. Sei d ein
gemeinsamer Teiler von m, n, etwa m = dm’,n = dn’. Dann ist (ab)®™™ = o™ .p"™ =
1, also 7 < mn. Sei nun gg7'(m,n) = 1. Esist < a > N < b > eine Untergruppe sowohl
von < a > als auch von < b >, also teilt die Ordnung von < a > N < b > sowohl m
als auch n, also ist <a>N<b>={1}. Alsoist <a > -<b>=<a>x <b>und

da die Ordnungen teilerfremd sind, ist < a > x < b > zyklisch.

4. Seien ay, ..., a, € G,a;a; = a;a; fiir alle ¢, j und ord(a;) = k;, dann ist ord(a; - - - ay,)
ein Teiler von kgV (ky,. .., ky).

Beweis: Es ist (a; - -+ a,)* = a} - - - a¥; wenn k Vielfaches alle k; ist, gilt a¥ = 1, also gilt

fir k = kgV (ki ..., k,) auch (a1 ---a,)* = 1.

5. Fiir nichtkommutative Gruppen ist es nicht so einfach. Wir betrachten die multipli-
kative Gruppe SL(2,7) = {A € My, | det(a) = 1}. Wir geben einige Element A; an,
deren Ordnung ¢ ist:

(-1 0 (01 s (-1 -1 (0 -1
A2_(O _1)7A3_(_1 _1)?A3_<1 0)7A4_<1 0)?
0 1 1 1 1 1

6. Die einzigen moglichen endlichen Ordnungen von Elementen aus SL(2,7Z) sind
1,2,3,4,6.

Beweis: Sei A = <CCL Z) und a" = F,. Sei z ein Eigenwert von A, dann ist 2" = 1,

also ist 2 eine Einheitswurzel. Es ist c4(z) = 22— (a+d)z+|A|,2+2z € Z,|2| = |2| =1,
also gilt z +z € {—2,—1,0,1,2}. Die Nullstellen von 2% + 2 + 1 sind —% + %\/gz, dies
sind dritte Einheitswurzeln.

10.4 Die symmetrischen Gruppen

Wir wollen nun die Gruppen S, = {p : {1,...,n} — {1,...,n}} der bijektiven
Abbildungen der Menge {1,...,n} in sich betrachten.

Zunichst wollen wir mit gruppentheoretischen Mitteln deren Ordnung bestimmen.

Es sei eine Ziffer m, 1 < m < n, fixiert. Die Menge

SM = {pe S, |p(m)=m}

ist eine Untergruppe von S,,, denn aus p(m) = q(m) = m folgt pg(m) = p(m) = m und
p~H(m) =m.

Lemma 10.4.1 Fiir p,q € S, gilt pS{™ = ¢S{™ genau dann, wenn p(m) = q(m).
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Beweis: Sei p(m) = j = q(m), also ¢~ '(j) = m. Dann ist ¢~ ' (p(m)) = ¢~ (j) = m, also
q~'p € SY™. Umgekehrt folgt aus ¢g~'p(m) = m sofort p(m) = g¢(m). O

Folgerung 10.4.1 Die Anzahl der Nebenklassen von S, nach S st gleich n.

Beweis: Jede Nebenklasse ist durch das Bild der Ziffer m eindeutig bestimmt. O

Da nun S = n_1 ist, folgt aus dem Satz von Lagrange und einer induktiven Argu-
mentation, daf |S,| = n! ist.

Definition: Eine Permutation p heifit Zyklus , wenn es eine Teilmenge

{i1, .. ,im} C{1,...,n}
gibt, so daf3
p(lk) = Pk+1, k= 17"'>m_ ]-7
p(Zm> :7;17
p(j) = j sonst

1 2 3
2 3 1
Zyklen, die keine Ziffern gemeinsam bewegen, heiflen disjunkt.

gilt. Wir schreiben dann p = (iq, ..., 4y), z.B. =(123).

Man kann zeigen, dafl jede Permutation ein Produkt disjunkter Zyklen ist. Wir begnii-
gen uns damit, dies an einem Beispiel zu demonstrieren:

1 23 456 789
<5 4 71 6 2 9 3 8)—(15624)(3798)

Ein Zweierzyklus (i j) heifit Transposition, Transpositonen haben das Signum —1. Ein
Zyklus der Lénge k ist ein Produkt von k& — 1 Transpositionen, hat also das Signum
(=1)*1 denn

(i1, 72, - - oy i) = (i1, 0k) - - - (41, 43) (i1, i2).-
Jede Transposition 148t sich als Produkt von ,Nachbartranspositionen® (i,7 4+ 1) dar-
stellen: Sei ¢ < j, dann gilt

~

)= =1 )G =27-1) 41,42+ )G Li42) (=17,

. /
~~

denn j sinkt rechts bis zu ¢, ¢ wéchst links bis zu j, und fiir ¢ < k < j wird k rechts
1mal verkleinert und links 1mal vergroflert, also £ +— k.

Beispiel: (5 8) = (7 8)(6 7)(5 6)(6 7)(7 8)

Jede Transposition ist als Produkt einer ungeraden Zahl von Nachbartranspositionen
darstellbar: In der Mitte steht (,7+ 1) und rechts und links stehen dieselben Transpo-
sitionen.



138 KAPITEL 10. GRUNDLEGENDE ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

10.5 Gruppenoperationen

Definition: Sei X eine Menge und G eine Gruppe; wir nennen X eine G-Menge, wenn
eine Abbildung - : G x X — X, (g,z) — ¢-x gegeben ist, so dafl g(hx) = (gh)x sowie
lx =z fir alle g, h € G, x € X gilt.

Beispiele:
1. X=A{1,....,n},G=S,,p-i=p(i).

2. V sei ein R-Vektorraum, hier operiert die multiplikative Gruppe von R durch
Multiplikation.

3. (A,V) sei ein affiner Raum, dann operiert die Vektor-Gruppe auf der Punkt-
Menge durch Translation.

4. Wir wihlen X = G, g - x sei das Produkt. Die Gruppe G operiert durch Links-
multiplikation auf sich selbst. Aber: Die Menge G mit der Rechtsmultiplikation
ist keine GG-Menge, das Assoziativgesetz ist verletzt, wenn G nicht kommutativ
ist.

5. Wir betrachten wieder X = G mit der Operation g - x = x¢g~'. Dann ist das
Assoziativgesetz erfiillt.

6. Wieder X = G mit der Konjugation als Operation: g - z = gzg~'.
7. Sei H C G eine Untergruppe und X = G/H = {zH | © € G} die Menge der
rechten Nebenklassen. Hier operiert G auf natiirliche Weise.

Definition: X sei eine G-Menge und = € X. Dann heit G, = {g € G | g = z} der
Stabilisator von z und O, = {gz | g € G} heifit die Bahn (der Orbit) von x.

Bestimmen Sie die Stabilisatoren und Bahnen in den obigen Beispielen. Im Fall der
Konjugation ist der Stabilisator von = die Menge der mit x vertauschbaren Elemente,
die Bahn von z ist die Klasse der zu x konjugierten Elemente.

Satz 10.5.1 Sei X eine G-Menge und x € X. Dann ist die Abbildung [ : G/G, —
O., f(9G.) = gx bijektiv und mit der G-Operation vertrdiglch, d.h. f(g - hG,) =

Beweis: Die Abbildung f ist wohldefiniert, denn wenn ¢G, = hG,, ist, so ist ¢~ *h € G,
also g tha = x, also gz = hx.

Injektivitdt: Sei f(g9G,) = f(hG,) = gr = hx, dann ist g 'hx = z, d.h. g7'h € G,,
also gG, = hG,.

Surjektivitéit: Sei gz € O, beliebig, dann ist f(9G,) = gz. O

Folgerung 10.5.1 Wenn G und X endlich sind, so gilt |O,| = |‘GGZ|‘.

Beweis: |0,| = |G/G,| = ||GG,J|' -
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Folgerung 10.5.2 Die Anzahl der zu g € G konjugierten Elemente ist ein Teiler der
Gruppenordnung.

Satz 10.5.2 (Cauchy) Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl mit p | |G/,
dann gibt es ein g € G mit der Ordnung p, also gP = 1.

Beweis: Es sei X = {(go,...gp-1) € GX---xXG | go---gp—1 = 1}, diese Menge ist nicht
leer, denn sie enthélt (1,...,1). Zu go,...,gp—2 € G gibt es ein eindeutig bestimmtes
gp—1, 50 daB (go,...gp_1) € X ist. Also ist |X| = |G|"~", d.h. |X] ist ein Vielfaches
von p. Wir interpretieren die Indizes von go, .. ., g,—1 als Elemente von Z/pZ = H. Die
(additive) Gruppe H operiert auf X:

h (9o, 9p—1) = (9h, Gh+1, - - - Gn—1)
und X ist wirklich eine H-Menge:
O-xz=x, (h+k)-z=h-(k-x).
Nach der obigen Folgerung ist also

Z/pZ|  p

Om: - )
1= e =15

also ist |O,| = 1 oder |O,| = p.

Die Bahn von (1,...,1) enthélt nur dieses eine Element.

Wenn alle anderen Bahnen p Elemente hitten (es seien etwa k Stiick), so wire | X| =
1 + kp, also nicht durch p teilbar. Es mufl also ein weiteres x € X geben, so dafl
Oz ={(gos---,9p—1)} einelementig ist. Dann ist aber go = ... = g,_1 # 1, also ¢f = 1.
|

Wir wollen nun noch einmal systematischer die Gruppen kleiner Ordnung untersuchen.
Lemma 10.5.1 Wenn |G| = p eine Primzahl ist, so ist G zyklisch.

Beweis: Es sei 1 # g € G beliebig, dann ist (g) eine nichttriviale Untergruppe von G,
deren Ordnung ein Teiler von p, also gleich p ist. Somit ist G = (g). O

Diedergruppen

Sei D,, die Menge der Kongruenzabbildungen, die ein regelméfiges n-Eck in sich {iber-
fiilhren. Sei @ € D,, eine Drehung um o = 360/n Grad, dann ist a* eine Drehung um
k‘% Grad und a™ = 1.
Sei b die Spiegelung an einer Geraden durch den Mittelpunkt und einen Eckpunkt des
n-Ecks. Dann ist b = 1.
Die Transformation ba* kénnen wir auf zwei Weisen realisieren: zuerst eine Drehung um
k-c, dann spiegeln, oder zuerst spiegeln, dann eine Drehung um —k-a, also ba® = a="b.
Somit ist

D, ={1,a,d* ...a" " b ba,ba®, ... .ba" '},

diese Gruppe hat 2n Elemente und wird durch die Relationen
a"=1,0>=1,ab=ba"!

charakterisiert.
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Satz 10.5.3 Sei p > 2 eine Primzahl und |G| = 2p, dann ist G = Cyy, zyklisch oder
G = D,.

Beweis: Nach Cauchy existieren z,y € G mit 2P = 1, y> = 1. Wegen 2 [ p ist y & (x),
also 2%y # 2! fiir alle k,[. Das heifit

(z) N (z) -y =0,
also
G = (z) U(z) -y,
und analog folgt
G=(r)Uy- (z),
also
(z)y = y(z),

d.h. (z) ist eine normale Untergruppe.

Nun betrachten wir das Element zy, es hat die Ordnung 1,2, p oder 2p. Nun, der Fall
1 scheidet aus (z # y).

Wenn die Ordnung gleich 2p ist, so ist die Gruppe zyklisch.

Wenn die Ordnung gleich 2 ist, also (zy)(zy) = 1, so ist yz = 271y, also ist G = D,
Wenn schliellich die Ordnung gleich p sein sollte, so gélte

() = (x)(xy)" = ({z)zy)",

da (z) normal ist. Dann wére aber

da p ungerade ist, ein Widerspruch. O

Satz 10.5.4 Sei p eine Primzahl und |G| = p?, dann ist G = Cp2 oder G = C), x C,,.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dal G kommutativ (abelsch) ist.

Sei O, die Klasse der zu g konjugierten Elemente, sie enthélt 1,p oder p* Elemente.
Die Menge O; = {1} hat ein Element. Wenn fiir alle g # 1 die Bahn O, mehr als ein
Element hitte, also p oder p? Elemente, so wire |G| = 1 + kp # p?, ein Widerspruch.
Es gibt also ein z # 1 mit |0, = 1, d.h. g~'zg = x oder zg = gz fiir alle g € G.
Wenn die Ordnung von z gleich p? ist, so ist G zyklisch. Andernfalls ist die Ordnung
von z gleich p, es gibt also ein y ¢ (x). Dann sind die Elemente von G genau die
ziy*, 0 <i,k <p—1,also ist G abelsch. O

Damit kennen wir alle Gruppen mit bis zu 15 Elementen, mit einer Ausnahme: |G| = 8.
Die kommutativen Gruppen der Ordnung 8 sind Cg, Cy x Cy, Cy x Cy x Cy, aulerdem
kennen wir die Diedergruppe Dj.

Es gibt noch eine weitere, die Quaternionengruppe

H = {£1, i, +j, £k}
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mit

P=r=k=-1ij=—ji=k
Hier ist jede Untergruppe normal, denn die Untergruppen kénnen nur die Ordnung 1,2,4
oder 8 haben; die einzige Untergruppe der Ordnung 2 ist {1, —1}, diese ist normel.

Satz 10.5.5 Das sind alle Gruppen der Ordnung 8.

Beweis: Sei G nichtkommutativ. Dann hat G kein Element der Ordnung 8 (sonst wére
sie zyklisch) und nicht alle Elemente haben die Ordnung 2 (sonst wire sie kommutativ).
Sei also y € G ein Element der Ordnung 4 und = ¢ (y). Die Untergruppe N = (y)
ist normal, denn sie hat den Index 2. Es ist |G/N| = 2, also (xN)? = N = z°N, also
z? € N.

Fall 22 = y oder 22 = y~! wire, so hitte x die Ordnung 8. Folglich gilt 22 = 1 oder
2% = y%. Wir behaupten: zyz=! =y~ L.

Nun, es gilt zN2z~! = N, also zyx—!
Wegen 2% € N gilt

1

= y* und bestimmen k:

-1 k

_ _ _ _ 2
y=2*yr % = p(zyz 2™t = wyfet = (ayr™HF = N =97,

also ykz_l = 1. Demnach ist k? — 1 ein Vielfaches von 4, also ist k ungerade.

Wenn k = 1 wire, also zyz~! = y, d.h. 2y = yz, so wire G kommutativ. Es bleibt also
nur k£ = 3, und das hatten wir behauptet.

Wir kommen nun zu den beiden Féllen zuriick:

22 =1,y* =1, zyxz~! = y~!, dies ist die Diedergruppe.

2?2 =y y* = 1, zyxz~! =y~ L. Wir setzen x = i,y = j und bezeichnen 2? mit —1 und
xy = k. Die 1, j, k erfiillen nun die Relationen der Quaternionengruppe. O

Wie gesagt haben wir damit alle Gruppen bis zur Ordnung 15 in der Hand. Bei der
Ordnung 15 gibt es noch eine Besonderheit. Wir wissen, dafl eine Gruppe von Prim-
zahlordnung zyklisch ist, also: Wenn p eine Primzahl ist, so existiert nur eine Gruppe
der Ordnung p. Die Umkehrung gilt nicht.

Satz 10.5.6 Sei |G| =15, dann ist G = C}s.

Beweis: Es gibt z,y € G mit 2° = y3 = 1. Wir zeigen, dal H = (z) eine normale
Untergruppe ist:
H operiert durch Linksmultiplikation auf G/H : h-gH = hg-H. Die Zahl der Elemente
einer Bahn ist ein Teiler von 5. Wegen |G/H| = 3 hat also jede Bahn nur ein Element.
Das heifit

hgH = gH oder g 'hg € H fiir alle h € H,g € G,

also ist H normal.
Nun betrachten wir den durch f(h) = yhy~' gegebenen Homomorphismus f : H —
H; dessen Kern ist offenbar gleich {1}, er ist also bijektiv. Es gilt f? = id. Wir zeigen
4 =id:
Es gilt f(x) = 2* und f ist durch k eindeutig bestimmt, mogliche Werte sind k =
1,2,3,4. Wegen

fl(z) =¥
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und
k* = 1(mod5)

gilt f* =id, also
f=rflof? =1
also yhy~' = h oder yh = hy. Wir setzen K = (y), dann hat H - K 15 Elemente, also

G:H'K:C5X032015.

10.6 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Eine abelsche Gruppe ist nichts anderes als eine kommutative Gruppe. Wir verwenden
hier die additive Schreibweise. Das direkte Produkt A; x ... x A,, nennen wir hier die
direkte Summe und bezeichnen sie mit A; @ ... A,,.

Sei also A eine abelsche Gruppe und a € A, dann schreiben wir als Abkiirzung fiir
a+a+ ...+ a (m Summanden) einfach m - a. Umgekehrt, wenn m € Z ist, so soll
ma = a + ...+ a (m Summanden, wenn m > 0) bzw. ma = —a — ... —a (—m
Summanden, wenn m < 0) gelten. (Spéter werden wir sehen, daf eine abelsche Gruppe
auf diese Weise als Z-Modul aufgefait werden kann.)

Wenn | A| = n ist so gilt na = 0 fiir alle a € A.

Wenn A eine abelsche Gruppe ist und Ay, As C A Untergruppen sind, so nennen wir
in Analogie zur multiplikativen Schreibweise die Menge A; + Ay = {a; + as | a; € A;}
als die Summe von A; und A,, dies ist die kleinste A; und A, umfassende Untergruppe
von A.

Es gelte nun A; + Ay = A, wenn zusétzlich A; N Ay = {0} ist, so schreiben wir
A=A, ® Ay und nennen dies eine direkte Summe.

Lemma 10.6.1 Set A= A, ® As, dann ist jedes Element a € A in eindeutiger Weise
als a = ay + ag, a; € A; darstellbar. Dies ist genau dann der Fall, wenn sich das

Nullelement von A nur auf die triviale Weise als Summe von Elementen aus A, und
Ay darstellen lajfst.

Beweis: Da A = A; + A, gilt, gibt es fiir jedes a € A eine derartige Darstellung. Wir
nehmen an, es gibe zwei:

a:a1+a2:bl+b2, a,-,b,-EAi.

Dann ist a; — by = by — ao, der linke Summand liegt in Ay, der rechte in A5 und wegen
Al N Ag = {O} fOlgt a; = bl O

Sie haben sicher bemerkt, dafl wir den Begriff der direkten Summe auf zwei verschiedene
Weisen verwenden (vgl. ganz oben). Nach dem soeben bewiesenen Lemma ist aber
Ax B~ (Ax{0})® ({0} x B), was uns diese Schludrigkeit verzeiht.
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Beispiel:

7./67 = {0, 2, 4} @ {0, 3}, wobei m = m + 6Z.

7./A7. 148t sich nicht in eine direkte Summe von Untergruppen zerlegen, da es nur eine
einzige nichttriviale Untergruppe besitzt.

Definition: Sei A eine abelsche Gruppe, dann ist

t(A) ={a € A| es gibt ein m € Z mit ma = 0}
die Torsionsuntergruppe von A.
Lemma 10.6.2 t(A) ist eine Untergruppe.

Beweis: Wenn ma = 0 = nb, so ist mn(a + b) = 0. O

Falls | A| < oo ist, so gilt t(A) = A.
Falls t(A) = {0} ist, so heifit A torsionsfrei.

Definition: Sei p eine Primzahl und A eine abelsche Gruppe, dann heift
A, ={a € A|p'a=0 fiir ein i > 0}

die p-Torsionsuntergruppe von A.

Lemma 10.6.3 A, ist eine Untergruppe von A.

Beweis: Wenn pla = 0 = p’b ist, so gilt p*(a + b) = 0 fiir k& = max(, j). O

Wir teilen hier mit, dafl es zu jedem Primteiler p der Ordnung n einer Gruppe fiir ein
gewisses k eine Untergruppe der Ordnung p* gibt. Folglich ist die Ordnung von A, eine
Potenz von p (derartige Gruppen heiflen p-Gruppen).

Wir erhalten einen ersten Struktursatz:

Satz 10.6.1 Sei | A | = n = pi*...pi* mit verschiedenen Primzahlen p;, dann ist
A=A, ®...®A,.

Beweis: Wir fithren die Induktion iiber die Anzahl der Primfaktoren von n.
Wenn n = p’ ist, so gilt A = A, denn p'A = {0}.
Sei n = wv mit ggT(u,v) =1 = ru + sv, dann ist

A=1-A=ruA+ svA CuA+vA C A,

also A = uA+vA. Sei a € uANvA, also a = ub mit b € A, dann gilt va = vub=nb =0
und analog ua = o, also a = 0. Also ist A = uA @ vA eine direkte Summe und fiir diese
Untergruppen kann die behauptete Zerlegung als bewiesen angenommen werden. O

Satz 10.6.2 Jede endliche abelsche p-Gruppe ist eine direkte Summe zyklischer Un-
tergruppen.
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Beweis: Sei p"A = {0} und p"~'A # {0}, wir fithren die Induktion iiber n (die Zahl p"
heifit die Periode von A).

Sei n = 1, also pA = {0}, dann ist A ein Vektorraum iiber dem Korper K = Z/pZ
(iiberpriifen Sie einfach die Vektorraumaxiome, die Multiplikation - : K x A — A ist
durch m - a = ma gegeben, wegen 0a = pa = 0 ist dies wohldefiniert). Aus der linearen
Algebra ist bekannt, dafl ein K-Vektorraum der Dimension n isomorph zu K™ ist, also
gilt A K" ~Z/pZ & ... » Z/pZ.

Sei nun der Satz fiir Gruppen der Periode p"~! bereits bewiesen. Es gilt pA C A, die
Gruppe pA hat die Periode p"~!, also gilt

PA=<a; >D...0 < a >
und es gibt hq, ..., hy € A mit ph; = a;. Wir setzen
H=<h >4+...+<hg>
und behaupten, dafl die Summe der < h; > direkt ist. In der Tat, sei
0=mihy +...+mphy

dann ist
Opozmlph1+...+mkphk =miai + ...+ mgag,

also m; = 0.

Sei B C A die maximale Untergruppe mit BNH = {0}, wir nehmen an, dafl B4+ H # A
ware.

Sei also @ ¢ B + H, dann ist pa = Y mya; = Y m;ph; = ph fiir ein h € H. Wir
setzen ' = a — h, dann ist ' € B + H und pa’ = 0. Wir setzen B’ =< da/, B >. Nach
Konstruktion von B gilt BN H # {0}, also gibt es ein A’ € H mit

W =ka +b, be B, 0<k<p.

Sei sk = 1(mod p), dann ist ' = ska’ = sh’ — sb € H + B, ein Widerspruch zur
Konstruktion von a’. Somit gilt A = B @& H und nach Induktionsvoraussetzung ist B
eine direkte Summe zyklischer Untergruppen, somit gilt die Beahuptung auch fiir A. O

Wir werfen den Blick noch von einer anderen Richtung auf unsere abelschen Gruppen
werfen:

Sei A =< ay,...,a, >; der durch f(e;) = a; gegebene Homomorphismus F' : Z" — A
ist surjektiv, deren Kern ist eine freie Untergruppe: Kerf =< my,...,m, >, m; € Z".
Sei M die Matrix mit den Spalten my, ..., m,. Solchen Matrizen gilt unser Augenmerk.
Wenn M néamlich eine Diagonalmatrix mit den Eintragen d,...,d, ist, so folgt A ~
Z/0\Z® ... ®7Z/d, 7.

Wir wollen ganzzahligen Matrizen Operationen folgenden Typs unterwerfen:
1. Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten,
2. Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen, dasselbe auch fiir Spalten.

Definition: Zwei Matrizen heiflen dquivalent, wenn sie durch eine Folge von elemen-
taren Operationen auseinander hervorgehen.
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Zum Beispiel gehen die folgenden Matrizen durch elementare Operationen auseinander
hervor:

1 1 1 1

1 2 4 1

1 3 9 2
Satz 10.6.3 Jede Matrix ist zu einer Matrixz der Form

1 0

0 0
dquivalent, wobei jeweils iy ein Teiler von iy ist.

Beweis: Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen wird erreicht, dafl |a;;| minimal ist.
Die Zahl ayj, aus der ersten Zeile wird mit Rest durch aq; dividiert:

ai, = qayy + 1, || < lay|.

Nun subtrahieren wir das g-fache der ersten Spalte von der k-ten Spalte, dann bleibt
an der Stelle (1, k) das r stehen. Wenn r = 0 ist, ist es gut, sonst bringen wir es an die
Stelle (1,1) und beginnen von vorn. Nach endlich vielen Schritten sind alle Elemente
der ersten Zeile (aufler dem ersten) gleich Null. Dasselbe veranstalten wir mit der ersten
Spalte. Also ist A dquivalent zur Matrix

a1 0 ... 0
0 Ay

Wenn aq; alle Komponenten von A; teilt, so bleibt das auch bei allen Operationen,
die wir kiinftig mit A; ausfithren, erhalten. Wenn etwa a,; nicht von a;; geteilt wird,
so addieren wir die i-te Zeile zur ersten und beginnen von vorn. Dabei wird sich der
Betrag von a;;, weiter verkleinern. Wenn wir erreicht haben, dafl a;; alle Komponenten
von A; teilt, widmen wir uns A; und bringen es in Diagonalgestalt. Irgendwann sind
wir fertig. O

Wir fragen uns nun, ob die Zahlen i1, s, ... von den gewéhlten elementaren Operatio-
nen oder nur von der Matrix A abhéngen. Die Antwort kénnen wir aber erst etwas
spater geben. Zuerst iiberlegen wir uns, dafl die Wirkung dieser Operationen durch
Multiplikation mit Matrizen folgernder Art realisiert werden kann:

1 0 1 0
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Dies sind Matrizen, deren Determinante gleich 1 ist, die also im Bereich der ganzzah-
ligen Matrizen eine Inverse besitzen.

Definition: Sei A = (a;j) eine ganzzahlige Matrix.
Sei dy der grofite gemeinsame Teiler aller a;;,
dy der grofite gemeinsame Teiler aller 2-Minoren von A,

d; der grofite gemeinsame Teiler aller -Minoren von A,

d,, = det A. Die d; heiflen die Determinantenteiler von A.
Lemma 10.6.4 Fiir alle © gilt: d; teilt d;yq.

Beweis: Nach dem Entwicklungssatz ist jeder (i 4+ 1)-Minor von A eine Linearkombina-
tion von i-Minoren, also teilt d; jeden (i + 1)-Minor und damit auch d; ;. O

Definition: Wir setzen ig = 1, i), = d—k’ die i;, heiflen die Invariantenteiler von A.
k—1

Satz 10.6.4 Die Determinantenteiler einer Matriz dndern sich bei elementaren Ope-

rationen nicht. Aquivalente Matrizen haben dieselben Determinantenteiler.

Beweis: Wir betrachten die dquivalenten Matrizen A und PAQ, wo P und () Produkte
von Elementarmatrizen sind, ihre Inversen sind also auch ganzzahlige Matrizen. Sei b;
ein [-Minor von PAQ), nach dem verallgemeinerten Determinantenmultiplikationssatz

gilt
bj = ZPM:’%

wo die p;,a;, q; jeweils gewisse [-Minoren von P, A bzw. @) sind. Nun sei d; der [-te
Determinantenteiler von A. Dann teilt d; jedes a;, also teilt es auch jeden [-Minor von
PAQ und damit auch den [-ten Determinantenteiler von PAQ. Da durch Multiplikation
von PAQ mit P~! und Q! wieder A erhalten wird, stimmen die Determinantenteiler
iiberein. O

aq
Satz 10.6.5 Sei A zu . dquivalent, weiter mage jedes ay, ein Teiler von

anp,
ar11 sein, dann sind die ap die Invariantenteiler von A.

Beweis: Beide Matrizen haben dieselben Determinantenteiler di, da sie dquivalent sind.
Das Polynom a; teilt alle Elemente der zweiten Matrix, also ist d; = a;. Die 2-Minoren
haben die Form a,a;, sie werden alle von aja, geteilt, also ist dy = ajas. Analog sieht
man d, = ay .. .ay.
Nun ist i1 = dy = a;, allgemeiner

dk ay...ag

1 = = = ar .0
dk—l ay...AQr—

Damit kénnen wir unsere obige Frage beantworten: Die oben verbliebenen Diagonal-
elemente sind die Invariantenteiler der Matrix.
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Folgerung 10.6.1 Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie dieselben In-
variantenteiler besitzen. O

Zum Abschlufl wollen wir noch torsionsfreie abelsche Gruppen untersuchen. Dazu be-
notigen wir ein Lemma iiber Matrizen, deren Komponenten ganzzahlig sind. Wir be-
merken zuvor, dafl die Inverse einer ganzzahligen Matrix, deren Determinante gleich 1
ist (solche Matrizen heifilen unimodular), ebenfalls ganzzahlig ist .

Lemma 10.6.5 Seien x,y € Z, dann gibt es eine unimodulare Matrix (Z Z) mat

() () -(0)

Beweis: Sei t = ggT'(v,y) = ax + by, wir setzen ¢ = —¥, d = %, dann ist
(5 D6)-(5%)-()
=B —z+2) " o
a b ar by t
und det vy « | =Ft+t7=;=1 O
Tt
Lemma 10.6.6 Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und ay,...,a, € A, x1,

., Tpn € Z vorgegeben. Dann gibt es by, ..., b, € A mit
< Apyenny Uy >=<by,..., b, >

und x1a1 + ... + xha, = thy, wobei t = ggT(x1,...,x,)ist.

Beweis: Wir beginnen mit n = 2. Wir wihlen eine unimodulare Matrix (Z 2) mit

a b xp\ [t B a b\ o .
(c d) <z2> = (0) und setzen (by,be) = (a1, az) <c d) , dann ist jede Line-

arkombination von by, by auch eine von aq, a; und umgekehrt. Weiter ist

o= o) (7)) = 0 (2 1) (2)
= (b, by) (é) = tb.

Nun sei n = 3. Dann gibt es by, b3 mit < as, a3 >=< by, b3 > und x3by + w3b3 =
db,, wie wir soeben sahen. Ebenso gibt es by, b, so daBl < ay,dby >=< by, b, > und
xlal—l—l-de = tbl. Dann gllt < ai, Q2,03 >=< bl, 6/2, bg > und 101+ Toa0+T3a3 = tbl.
Und so weiter. 0

Definition: Sei A eine abelsche Gruppe, dann heiflen die Elemente a4, ..., a, linear
unabhéngig, wenn aus > z;a; = 0 (z; € Z) folgt, dall z; = 0 fiir alle 7 gilt.

Eine abelsche Gruppe heifit frei, wenn sie ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem
besitzt. Eine endliche erzeugte freie abelsche Gruppe ist isomorph zu Z x ... X Z.
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Satz 10.6.6 Sei A eine endlich erzeugte torsionsfreie abelsche Gruppe und r(A) die
Minimalzahl von Erzeugenden von A. Dann gilt:

1. Jedes Erzeugendensystem von A mit r(A) Elemente ist linear unabhdngig.

2. A ist frei.

Beweis: Sei {a1,...,a,} ein Erzeugendensystem von A mit n = r(A) und es sei z1a; +

..+ xpa, = 0. Dann gibt es ein Erzeugendensystem by, ...,b, mit tby = x1a; + ... +
ZTpa, = 0, hier muf} by # 0 sein, denn {by,...,b,} enthilt zuwenig Elemente, um A
zu erzeugen. Folglich mufl ¢ = 0 sein, wenn eines der x; von Null verschieden wére, so
wire auch t # 0, also sind die a; linear unabhéngig. O

10.7 Lineare Codes

Eine ,Nachricht® ist eine Folge von Nullen und Einsen, wir werden diese Ziffern kurz
,Bits* nennen. Ein ,Wort* der Liange n ist also eine Bitfolge der Lange n, mit Folgen
der Lénge 10 kann man also 1024 verschiedene Worte darstellen.

Bei der Benutzung eines Computers denkt man sofort, dafl ein Wort, z.B. 0 0 0 1 1
1 0 als binédre Darstellung einer natiirlichen Zahl aufgefait werden kann, hier wire es
23 + 22 + 2! = 14. Wir wollen ein Wort aber lieber als Element von {0, 1}" auffassen,
weil diese Menge eine algebraische Struktur besitzt:

{0,1}" « (Z/27)",

dies konnen wir als direkte Summe abelscher Gruppen auffassen, besser aber noch als n-
dimensionalen Vektorraum iiber dem Korper 7Z /27, den wir mit 2 bezeichnen wollen.
Das Rechnen in 2" = W geschieht also komponentenweise modulo 2. Diese Rechnenart
kann auch ein Computer ausfithren: Die komponentenweise Addition zweier int-Zahlen
bei Java wird mit dem xor-Operator (exclusive or) =~ ausgefithrt: 14 ~ 15 = 1.

Durch physikalische Einfliisse auf den Ubertragungskaniilen kénnen einzelne Bits ver-
andert werden, nicht aber die Wortlange.

Der Hamming-Abstand zweier Worte ist die Anzahl
d(v,w) = [{i | vi # wi}].

Eigenschaften:

) =

)=
v,w) = d(w,v)

1. d

v,

g

[\
S

v,

<

. d

w

(
(
(
4. d(u,m) < d(u,v) + d(v,w)

Dies heifit, daf d eine ,Metrik* ist; die letzte Eigenschaft heifit ,, Dreiecksungleichung*,
zum Beweis machen Sie sich einfach eine Skizze.
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Wenn v € W und r € N ist, so sei
Sy(v) ={w e W | d(v,w) <1},
dies ist die Kugel um v mit dem Radius 7.

Ein Code C ist eine Teilmenge von W; C' heifit ¢-fehlerkorrgierend, wenn fiir v, w € C
gilt d(v,w) > 2t + 1. Verschiedene Codeworte von C' liegen dann in disjunkten Kugeln
vom Radius ¢.

Als Beispiel betrachten wird den folgenden Code C' C 27, der 1-fehlerkorrigierend ist.
! In der zweiten Spalte ist die dezimale Darstellung der Interpretation der Codeworte
als Bindrzahlen angegeben; die letzten 8 Worte sind komplementér zu den ersten 8.

0000000 O
0001110 14
0010111 23
0011001 25
0100101 37
0101011 47
0110010 50
0111100 60

1111111 127
1110001 123
1101000 104
1100110 102

1011010 90
1010100 84
1001101 77
1000011 67

Um eine Nachricht dekodieren zu kénnen, mufl jedes Coewort gespeichert werden, zum
Vergleich Nachrichtenwort/Codewort sind je | C' | Vergleiche nétig; zur Bestimmung
des Hammingabstands zweier Codeworte sind | C' |* Vergleiche notig.

Ein Code C' C W heif3t linear, wenn C' ein Unterraum des Vektorraums W ist.

Sei C ein linearer Code der Dimension k£ und {ci,...,c;} eine Basis von C. Mit
G € Mp,(2) bezeichnen wir die Matrix mit den Zeilen cy, ..., ¢, sie heiBt die Ge-
neratormatrix von C. In unserem Beipiel kann

gewahlt werden, die Zeilen entprechen den Dezimalzahlen 67, 37, 23, 14.

Das Gewicht w(x) eines Wortes sei die Zahl der Bits # 0: w(x) = d(x,0). Mit w(C)
bezeichnen wir das minimale Gewicht von Worten aus C'.

'Das Beispiel stammt von Beutelspacher, Lineare Algebra, Vieweg 2003
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Satz 10.7.1 Der minimale Hamming-Abstand d(C') zweier Worte einen linearen Co-
des C' ist d(C) = w(C).

Beweis: 1. d(C') = min{d(c, ¢)} < min{d(c,0)} = w(C).

2. Wir zeigen, dafl ein Wort ¢y € C existiert, wo das Minimalgewicht angenommen wird
und seien ¢, ¢ € C'mit d(c, ') = d(C). Dann ist w(c—¢') = d(c—¢,0) = d(c, ) = d(C),
wir setzen ¢y = ¢ — ¢, dieses Wort liegt in C. O

Sei C' C W ein linearer Code; wir nennen
Cl:{v€W|Zcivi:OmonﬁiralleceC}
den zu C orthogonalen Code 2.

Satz 10.7.2 C* ist ein Unterraum von W der Dimension n — k.

Beweis: Es ist v € C* genau dann, wenn v eine Losung des homogenen Gleichungssy-
stems Gv = 0 ist; der Rang von G ist gleich k. O

Folgerung 10.7.1 (C+)t =C.
Beweis: Es ist C C (C1)+, denn fiir ¢ € C gilt cv = 0 fiir alle v € C+, d.h. ¢ € C+;
die Behauptung folgt aus der Dimensionsformel. O

Sei nun H € M,,,,_1(2) eine Matrix, deren Spalten eine Basis von C* bilden, sie heifit
Kontrollmatrix von C. Fiir v € W heifit der Zeilenvektor s(v) = vH € 2" % das
Syndrom von v.

Satz 10.7.3 C = {v e W | s(v) = 0}.
Der Beweis ist trivial: s(v) = 0 = vH heifit v 1 C*, also v € (C+)+ = C. |

Folgerung 10.7.2 Es ist s(v) = s(w) genau dann, wenn die Nebenklassen v+ C und
w 4 C' 1dbereinstimmen.

Beweis: s(v) = s(w) gdw. vH = wH gdw. (v —w)H = 0 gdw. v — w € C gdw.
v+C=w+C. O

Ein Wort u € v+ C heit Anfiihrer der Nebenklasse, wenn sein Gewicht w(u) minimal
in v+ C ist.

Satz 10.7.4 Sei C' C W ein linearer t-korrigierenden Code. Dann ist jeder Vektor v
vom Gewicht <t Anfiihrer einer Nebenklasse. Die Anfiihrer derjenigen Nebenklassen,
die ein Wort vom Gewicht <t enthalten, sind eindeutig bestimmit.

2Beutelspacher nennt ihn den zu C dualen Code, distanziert sich aber von dieser Benenung.
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Beweis: Sei w(v) <t und v # v € v+ C; wir zeigen w(v') > t: Wegen v+ C ="+ C
gilt v — v € C, also w(v —v') > 2t + 1, also

2t +1<w(v—2")=dv—1,0)=d(v,v) <d(v,0)+d(0,v) =

w(v) +w) <t +w'), also w(v') > ¢+ 1.
O

Beim Senden des Worts = geht dies evtl. in das Wort v = x + f iiber, wir nennen
f den Fehlervektor, dieser hat das gleiche Syndrom wie v, denn wegen = € C' ist
v+ C = f+C, und sein Gewicht ist < ¢, also ist f der Anfiihrer der Nebenklasse x + C'
und x + f 4+ f = z ist das korrigierte Codewort.

Die Dekodierung kann also wie folgt verlaufen: Sei v das empfangene Wort; wir berech-
nen s(v) und suchen diesen Vektor in der Liste aller méglichen Syndrome, bestimmen
den zugehorigen Nebenklassenanfiithrer f und dekodieren v zu x = v + f.

Im obigen Beispiel sei H die folgende Matrix mit G - H = 0:

100
010
001
110
101
011
111

Es ist dimC' = 4, also | C' |= 2* = 16, die Anzahl der Nebenklassen von W modulo C'
ist gleich
W 128

W/C =11 =238

Die Anfiihrer und ihre Syndrome sind

0000000 000
0000001 111
0000010 011
0000100 101
0001000 110
0010000 001
0100000 010
1000000 100

Wenn z.B. v = 0010001 empfangen wird, so ist s(v) = 110, f = 0001000,¢ = v + f =
0011001.



152 KAPITEL 10. GRUNDLEGENDE ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

10.8 Ringe und Moduln

Definition: Sei R eine Menge, in der zwei Operationen
+:RXxR— R(r,s) —r+s)

und
- :RXR—R(r,s)—r-s)

gegeben sind; R heifit (zusammen mit den gegebenen Operationen) ein Ring, wenn die
,iblichen“ Rechenregeln gelten:

1. (r+s)+t=r+(s+1) fir alle r,s,t € R, (Assoziativgesetz der Addition)

2. es gibt ein Element 0 mit r +0 = r fiir alle r € R, (Existenz eines neutralen
Elements)
3. zu jedem r € R gibt es ein v’ mit r + 1" = 0, (Existenz eines zu r inversen

Elements, man schreibt fiir ' gewthnlich —r)
4. r+s=s+rfiraller,se R (Kommutativgesetz der Addition)
5. (rs)t = r(st) fir alle r,s,t € R (Assoziativgesetz der Multiplikation)
6. (r+s)t=rt+stfiraller,s,t € R (1. Distributivgesetz)
7. t(r+s)=tr+tsfuraller,s,t € R (2. Distributivgesetz)

8. es gibt ein Element 1 € R mit 1r = r fiir alle r € R, (Existenz eines neutralen
Elements)

Wenn zusatzlich

9. rs = sr fiir alle r;s € R (Kommutativgesetz der Multiplikation) erfiillt ist, so
heifit R ein kommutativer Ring.

Beispiele fir kommutative Ringe sind Z, Q, R, C, K|z|, Z/mZ, wahrend die Menge
M,,,, der quadratischen n-reihigen Matrizen ein nichtkommutativer Ring ist. Wir werden
uns vorwiegend mit nichtkommutativen Ringen beschéftigen.

Eine additive kommutative Gruppe M heift linker R-Modul, wenn eine Operation
iR M — M ((r,m) —r-m)
gegeben ist, so dal wiederum die iiblichen Rechenregeln gelten:
1. r(sm) = (rs)m,
2. r(m+mn)=rm+rn,

3. (r+s)m=rm+ sm,
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4. Im =m.

Eine additive kommutative Gruppe M heifit rechter R-Modul, wenn eine Operation
M XxR— M ((m,r)—m-r)
gegeben ist, so dafl wiederum die iiblichen Rechenregeln gelten:
1. (mr)s = m(rs),
2. (m+n)r=mr+nr,
3. m(r+s) =mr +ms,
4. ml=m.

Wenn wir den Begriff ,Modul“ ohne Attribut verwenden, so meinen wir linke Moduln.

Beispiele:

Ein Vektorraum iiber einem Koérper K ist ein K-Modul. Eine abelsche Gruppe ist ein
Z-Modul. Die Menge M, aller Spaltenvektoren ist ein linker M,,-Modul. Die Menge
My, aller Zeilenvektoren ist ein rechter M,,,-Modul. Jeder Ring R ist sowohl ein linker
als auch ein rechter R-Modul.

Sei U C M eine additive Untergruppe des R-Moduls M. Wenn fiir alle » € R und
u € U gilt ru € U, so nennen wir U einen Untermodul von M.

Seien M und N linke R-Moduln und f : M — N ein Homomorphismus der additiven
Gruppen. Wir nennen f eine R-lineare Abbildung (oder einen R-Modulhomomorphis-
mus), wenn f(rm) = rf(m) fir alle r € R und m € M gilt.

Lemma 10.8.1 Sei f : M — N ein R-Homomorphismus und U C M sowie V C N
Untermoduln. Dann sind auch

f(U)={ne N | esgibt einuec U mitn= f(u)} CN
und
fFiVy={meM]|fm)eV}CM
Untermoduln. O

Speziell sind f(M) = Im(f) und f~'({0}) = Ker(f) Untermoduln. Ein R-Homomor-
phismus f: M — N ist genau dann surjektiv, wenn Im(f) = M ist und genau dann
injektiv, wenn Ker(f) = {0} ist. Ein injektiver und surjektiver R-Homomorphismus
heifit Isomorphismus.

Sei M ein R-Modul und U C M ein Untermodul. Die Relation ~ auf M, die durch
m~m' gdw.m—m' e U

gegeben ist, ist eine Aquivalenzrelation und aus m ~ m/ folgt rm ~ rm/ fiir alle r € R.
Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit M /U bezeichnet, die Elemente von M /U
haben die Form m + U mit m € M.
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Die Faktorgruppe M/U wird ein R-Modul, wenn wir eine Multiplikation wie folgt
einfiihren:

r(m+U)=rm+U.
(Die Mengen auf der linken und der rechten Seite stimmen {iberein, was die Reprasen-
tantenunabhéngigkeit der Definition zeigt. Das Uberpriifen der Modulaxiome wollen
wir uns ersparen. )

Wenn U,V C M Untermoduln sind, so ist die Summe der Untergruppen U-+V ebenfalls
ein Untermodul, und wenn U NV = {0} gilt, so nennen wir die Summe direkt und
schreiben U @ V. In diesem Fall 148t sich jedes Element m € M in genau einer Weise in
der Form m = u+v mit u € U und v € V schreiben. Wir kénnen also zwei Abbildungen
pu: M — U und py : M — V definieren:

pu(M) =m, py(m) =v.
Diese Abbildungen sind R-linear und es gilt

pu°opu =pu, pvopv =pv, puopy =pyvopy =0, pu + py = iduy.
Wir nennen diese die Projektionen auf die Summanden U, V.

Da jeder R-Homomorphismus f : M — N auch ein Gruppenhomomorphismus ist,
haben wir nach dem Homomorphiesatz einen Isomorphismus

F : M/Ker(f) — Im(f),

der durch F(m + Ker(f)) = f(m) gegeben ist. Dies ist sogar ein R-Isomorphismus,
denn

F(r(m + Ker(f))) = f(rm) = rf(m) = rF(m+ Ker(f)).

Nun koénnen wir die beiden Isomorphieséitze, die ja direkte Folgerungen aus dem Ho-
momorphiesatz waren, analog herleiten:

U+V)/U=V/UNV
(M/U)/(V/U)~ M)V fir U CV C M

Seien my,...,my € M und rq,...,r, € R, dann heifit > r;m; eine Linearkombinati-
on der m;. Wenn N C M eine Teilmenge ist, so bezeichnen wir mit RN die Menge
aller Linearkombinationen von Elementen aus N. Falls RN = M gilt, so heifit N ein
Erzeugendensystem des Moduls M.

Die Elemente my, ..., my heilen linear unabhéngig, wenn aus
ani =0 (7”2' c R)
folgt, dafl r; = ... = ry = 0 gilt. Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von M

heiflt eine Basis, ein R-Modul, der eine Basis besitzt, heif3t frei.

Lemma 10.8.2 Sei M ein freier R-Modul und {m, ..., m,} eine Basis von M, dann
ist M~Rx...x R=R"
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Beweis: Jedes m € M 1aBt sich in eindeutiger Weise als Linearkombination > r;m;
darstellen, wir ordnen m das n-tupel (rq,...,7,) € R" zu. |

Lemma 10.8.3 Jeder endlich erzeugte R-Modul ist isomorph zu einem Faktormodul
eines freien R-Moduls.

Beweis: Sei M = R{my,...,m,} und m € M beliebig, also m = > r;m;, dann ist die
Abbildung f : R* — M mit f(ry,...,r,) — > rim; surjektiv. Wir setzen U = Ker(F'),
dann gilt nach dem Homomorphiesatz M ~ R"/U. i

Definition: Eine additive Untergruppe L € R eines Rings R heiflt Linksideal, wenn
rL C L fiir alle r € R gilt. Ein Linksideal ist also ein Untermodul des linken R-Moduls
R.

Eine additive Untergruppe D € R eines Rings R heiffit Rechtsideal, wenn Dr C D fiir
alle r € R gilt. Ein Rechtsideal ist also ein Untermodul des rechten R-Moduls R.
Eine Teilmenge I € R, die sowohl ein Links- als auch ein Rechtsideal ist, heifit (zwei-
seitiges) Ideal.

Seien R und S zwei Ringe. Ein Homomorphismus f : R — S der additiven Gruppen
von R und S heifit Ringhomomorphismus, wenn f(ry7) = f(r1)f(r2) und f(1) = 1
gilt. Als Kern von f bezeichnen wir wieder die Menge

Ker(f) ={re R| f(r) =0}.
Ein Ringhomomorphismus ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0} ist.

Lemma 10.8.4 Sei f : R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist Ker(f) ein Ideal
von R.

Beweis: Die Abbildung f ist ein Gruppenhomomorphismus, also ist Ker(f) C R eine
Untergruppe. Sei a € Ker(f) und r € R, dann gilt

f(ra) = f(r)f(a) = f(r)-0=0,

flar) = f(a)f(r) =0-f(r) =0,
also ra € Ker(f) und ar € Ker(f). |

Sei I C R ein Ideal, dies ist insbesondere ein linker R-Untermodul, also kénnen wir
den Faktormodul R/I bilden. Wir fithren in R/l eine Multiplikation ein:

(r+I)(s+1)=rs+1.

Wir zeigen, dafl dies eine repréisentantenunabhéngige Definition ist: Sei r+ I =" + [
und s+ =s+1I, alsoa=r—r" €lund b=s— s € I. Dann ist

r+D(E"+D=r+a+D(s+b+I1)=(r+a)(s+b)+1=

rs+as+rb+ab+1=rs+1,

da die {ibrigen Summanden in I liegen.
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Zum Ideal I C R haben wir den kanonischen Homomorphismus
fiR—RILf(r)=r+1,

dessen Kern gleich [ ist.

Definition: Ein Ideal I C R eines kommutativen Rings R heifit Hauptideal, wenn es
aus allen Vielfachen eines Elements a besteht: I = aR.

Wir betrachten als Beispiel den Ring Z.

Sei I C Z ein Ideal. Wir wollen zeigen, dafl I ein Hauptideal ist. Sei 0 # a € I das
Element von minimalem Betrag. Wir zeigen, dafl I von a erzeugt wird: Sei b € I ein
beliebiges Element, wir dividieren mit Rest:

b=qa+r, 0<r<a.

Wenn r # 0 wére, so wire r = b — ga € I im Widerspruch zur Minimalitéit von a, also
ist r =0und a | b. |

Wir wollen uns nun etwas genauer mit Polynomen mit rationalen bzw. ganzzahligen
Koeffizienten beschéftigen.

Wenn K ein Koérper ist, so ist der Polynomring K [z] ein Hauptidealring. Man beweist
dies wie oben mithilfe der Restdivision.

Definition: Ein Polynom p(z) € Q[z] heiBit irreduzibel (oder Primpolynom), wenn
in jeder Zerlegung p(x) = f(x)g(z) mit f,g € Q[z] einer der Faktoren ein konstantes
Polynom ist.

Bei einer Zerlegung eines Polynoms in ein Produkt von Polynomen kommt es uns auf
konstante Faktoren nicht an. Wenn wir ein Polynom f(z) € QQ[x] mit einer geegneten
ganzen Zahl multiplizieren, so daf sich alle Nenner der Koeffizienten wegheben, erhalten
wir ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir werden sehen, dafl bei diesem
Ubergang die Irreduzibilitét erhalten bleibt.

Wir beweisen dazu zwei Resultate, die in der Literatur hdufig unter den unten verwen-
deten Namen zu finden sind.

Definition: Sei f(x) = ap2™ + a12™" ' + ... + a, € Z[z], dann heifit die Zahl cont(f)
= ggT(ay,...,a,) der Inhalt von f(z). Ein Polynom f(z) € Z[x] heiit primitiv, wenn
sein Inhalt gleich 1 ist.

Lemma 10.8.5 (Hilfssatz von Gaufl) Das Produkt primitiver Polynome ist primi-
tiv.

Beweis: Seien f, g € Z[z| primitv und h = f - g sei nicht primitiv. Dann besitzen die
Koeffizienten von h(x) einen gemeinsamen Primfaktor p. Wenn wir jeden Koeffizien-
ten der Polynome durch seine Restklasse modulo p ersetzen, erhalten wir Polynome
Ips Gp, by € Z/pZ[z], fir die gilt h, = f,g,- Nun ist aber h, das Nullpolynom und f,
und g, sind keine Nullpolynome. Dieser Widerspruch beweist die Primitivitédt von h. O

Satz 10.8.1 (Satz von Gaufl) Wenn f(x) € Z[z] in Q[z] zerlegbar ist, so ist f(x)
bereits in Z[z] zerlegbar.
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Beweis: Fiir jedes Polynom g(z) € Q[z] gibt es ein Polynom ¢#(x) € Z[z] mit g(x) =
- g%(x) und b € Z. Sei noch a = cont(g#(z)), dann gibt es ein primitives Polynom
g*(x) und

Sei nun
a

f(2) = g1(2)ga2(2) = 5 91(2)g2(2)

mit primitiven Polynomen g7, g5. Links steht ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizien-
ten und das Produkt gj(x)g;(x) ist primitiv, also kann sich der Nenner b gegen keinen
Koeffizienten der rechten Polynome wegkiirzen, also mufl # eine ganze Zahl sein. O

Ein Kriterium, ob ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten irreduzibel ist, ist durch
den folgenden Satz gegeben.

Satz 10.8.2 (Satz von Eisenstein) Sei f(z) = a,2" + ...+ a9 € Zlz] und p eine
Primzahl, so daf§ p kein Teiler von a, ist, p | an_1,...,p | ao, aber p* kein Teiler von
ag ist. Dann ist f(x) irreduzibel.

Beweis: Sonst wire
f(@) = (bpa™ + ...+ bo)(cx' + ...+ co)

und oBdA p | by, p teilt nicht ¢y, da ja ag = boco gilt. Nun sind nicht alle b; durch p
teilbar, denn sonst wére p ein Teiler von a,,. Sei also

bOE...Ebk_;[EO(mOdp)>

und p ist kein Teiler von by, fiir ein kK < m < n. Dann ist

k
ap = Z bick_i = bkCO 7_é 0 (mod p),
i=0
ein Widerspruch. O
P —1

=P P24 441
z—1

Wir wenden dieses Kriterium auf das Polynom f(x) =

an, wo p eine Primzahl ist.
Wir setzen © =y + 1:

+1P—1 1P\ s a0 (P s p
— eyt = + P2 ...+ .
y y; Y=Y L)Y b1

Die Binomialkoeflizienten

p\_pp-Dp-it) ,
i 1.2..-4
sind ganzzahlig, aber der Faktor p kann sich nicht gegen die kleineren Zahlen im Nenner

kiirzen, also sind sie durch p teilbar. Der erste Summand ist nicht durch p teilbar und
der letzte nicht durch p?, also ist f(z) nach dem Satz von Eisenstein irreduzibel.
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10.9 Polynome

Satz 10.9.1 (Division mit Rest): Seinen f(x),g(x) € Rlz] gegeben, dann gibt es ein-
deutig bestimmte Polynome q(x),r(z), so daf f(x) = q(z) - g(x) + r(z) gilt, wobei der
Grad von r(x) kleiner als der Grad von g(z) ist.

Beweis: Wenn deg(g) > deg(f) ist, so setzen wir ¢ = 0 und r = f. Weiterhin sei
deg(f) >= deg(g). Wir fiithren die Induktion iiber n = deg(f).

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dafl die hochsten Koef-
fizienten von f und g gleich 1 sind (solche Polynome heiflen ,normiert®).

Sei also n = 1, d.h. f(z) = z 4+ a. Dann ist g(z) = z + b oder g(z) = 1, im ersten Fall
wihlen wir ¢(z) = 1,7(2) = a — b und im zweiten Fall ¢(2) = f(z), r(z) = 0.

Wir setzen nun voraus, dafl den Satz fiir Polynome von einem Grad, der kleiner als n
ist, bewiesen ist. Sei also

f(2)=2"+az" ..., 9(z)=2"+b 2"+
dann setzen wir ¢;(z) = 2", es ist
a(2)g(z) =a" +ba" " 4 ...
und das Polynom
() = F(2) — ai(2)9() = (@ = by)="" + ...

hat einen Grad, der kleiner als n ist, also gibt es Polynome ¢(z) und r(z) mit f = gog+r
und wir wissen, dafl r = 0 oder deg(r) < deg(g) gilt. Dann haben wir mit

f=h+ag=(@+q)g+r

die gewiinschte Zerlegung gefunden.
Wir zeigen noch die Einzigkeit von ¢(x) und r(x). Sei etwa noch

f(x) = s(x) - g(x) + t(2), deg(t) < deg(g),

dann ist
(q(z) = s(z)) - g(z) = Uz) — r(z).
Wenn ¢(z) # s(x) wire, stiinde links ein Polynom, dessen Grad mindetens gleich deg(g)
ist, und rechts ein Polynom, dessen Grad kleiner als deg(g) ist.
Folgerung 10.9.1 Sei a € R eine Nullstelle von f(z), dann ist das lineare Polynom

x — a ein Teiler von f(z).

Beweis: Wir teilen f(z) durch x — a:

f(x) =q(z) - (x —a) +r,

der Grad von r ist kleiner als 1, also ist r eine Konstante. Wir setzen z = a ein und
finden f(a) = r, also ist r = 0. Das heifit, f(z) ist durch = — a teilbar.
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Lemma 10.9.1 Ein Polynom f(x) besitzt genau dann eine mehrfache Nullstelle r,
wenn f'(r) =0 ist.

Beweis: Sei f(x) = (x — 1) g(z),k > 1. Dann ist

fll@) =k-(z =)t g(z) + (- 1) ¢'(2),
also ist r eine gemeinsame Nullstelle von f unf f’.

Folgerung 10.9.2 Sei g = ggT(f, f'); dann besitzt f/g dieselben Nullstellen wie f,
aber jede Nullstelle ist einfach.

Wir wollen uns nun mit einem klassischen Verfahren der ndherungsweisen Nullstellen-
berechnung befassen.

Das einfachste Naherungsverfahren ist die Newton-Interpolation: Wenn fiir eine reelle
Zahl a der Wert von f(a) beinahe Null ist, so ist a — f(a)/f'(a) eine bessere Nidherung.
Eine Voraussetzung dafiir ist aber, daf§ f” in der Nahe des Startpunkts der Iteration
sein Vorzeichen nicht dndert. Man muf} also erst einmal in die N&dhe einer Nullstelle
geraten.

Als erstes kann man ein Intervall angeben, in dem alle Nullstellen liegen miissen.

Satz 10.9.2 (Cauchysche Ungleichung)
Sei f(x) = a;x"" € Clz], dann gilt fir jede Nullstelle z von f(z) die Ungleichung

|Z|<1+max(\ apl,...,la, )
| ao |
Beweis: Sei h = max(| a1 |,...,|an |) und f(z) =0, dann ist
2" = —a 2" — . —a,,
h-lz|"
lag || 2" |[<h-(| 2" +...+1) < |z||—|1’

also |a,|-(|z]—-1) <h.

Als néchstes behandeln wir ein Verfahren, das es gestattet, die Anzahl der Nullstellen
eines Polynoms in einem gegebenen Intervall zu berechnen. Durch fortgesetzte Inter-
vallteilung kann man jede einzelne Nullstelle dann beliebig genau einschachteln.

Der Sturmsche Lehrsatz

Sei f(z) € R[z] und a € R. Wie oben haben wir

f(z) = (z — a)q(z) + f(a),
also

Tr—a

Wenn a eine einfache Nullstelle von f(x) ist, so ist

q(a) = f'(a) #0
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und dies gilt in einer Umgebung von a. Es gibt zwei Fille:

1) f'(a) > 0, dann ist f(z) bei @ monoton wachsend; wenn z von links durch a hindurch
lauft, ist f(x) zuerst negativ, dann positiv.

2) f'(a) < 0, dann ist f(z) bei a monoton fallend; wenn x von links durch a hindurch
lauft, ist f(z) zuerst positiv, dann negativ.

Beiden Fillen ist folgendes gemeinsam: Wenn x wachsend durch a lauft, gehen die
Funktionen f(z) und f’(z) von verschiedenen zu gleichen Vorzeichen iiber.

Wir konstruieren nun eine ,,Sturmsche Kette“, wir setzen fi(x) = f'(x) und dividieren
fortlaufend mit Rest:

f = a-fi—f
i = @ fo—f3

fici = @ fi— fin

fm = c konstant.

Beachten Sie das Minuszeichen.

Wenn f(x) nur einfache Nullstellen besitzt, ist ggT(f, f1) = 1, also f,, # 0.

Nun gilt: Fiir keine Zahl r» € R gibt es ein ¢ mit f;(r) = 0 = f;11(r), denn sonst wire
f(r) =0 = f'(r), also r eine mehrfache Nullstelle. Sei r eine relle Zahl, sei w(r) die
Zahl der Indizes ¢ mit sgn(f;(r)) # sgn(fi+1(r)), dies ist die Zahl der Vorzeichenwechsel
in der Sturmschen Kette f(r), fi(r),..., fm(r).

Satz 10.9.3 Die Zahl der im Intervall (a,b) gelegenen Nullstellen von f(x) ist gleich
w(a) —w(b).

Beweis: Wenn r die z-Achse entlanglauft, so kann sich w(r) nur dann &ndern, wenn fiir
ein i galt f;(r) = 0. Dann ist aber

fima(r) = = fixa(r).
Schauen wir uns die Werte von f;_1, f; und f; 11 in der Ndhe von r an:

‘ Jior Ji Jfin
r—e| +t p —1
r +t 0 —t
r+e| +t —p —t

Dabei sei p,t € {£1}; egal, welchen Wert p hat, p oder —p stimmt mit einem ihrer
Nachbarn iiberein. Beim Durchgang durch r findet also hier gar keine Anderung der
Wechselzahl statt. Eine Anderung der Wechselzahl sich kann also nur beim Durch-
gang durch eine Nullstelle von f ereignen, und oben haben wir gesehen, das dort ein
Vorzeichenwechsel zwischen f und f’ verlorengeht.
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Schauen wir uns das in einem Beispiel an:
f(x) = 2° 42 -2

filz) = ba*—4
2 —4r -2 = (5a*—4)-2/5—16/5z + 2,

wir setzen fo(z) = 8xr+5
fg(l’) > 0
v | f h o fi|w()
20- + - +| 3
1+ 4+ -+ 2
0|- - + +| 1
1| - + + +] 1
2|+ + + +] 0

Also liegen zwischen -2 und -1, zwischen -1 und 0 sowie zwischen 1 und 2 je eine
Nullstelle.

Die folgende Konstruktion erlaubt es festzustellen, ob zwei Polynome gemeinsame Null-
stellen besitzen.

Resultante und Diskriminante

Seien zwei Polynome
f(z) = apzr™ + ar 2™+ ...+ ap

g(x) = bz + bzt + ...+ b,
gegeben.

Satz 10.9.4 Die Polynome f(z) und g(z) haben genau dann einen nicht konstanten
grofiten gemeinsamen Teiler, wenn es von Null verschiedene Polynome

h(z) = coz™ P+ 2™ 2 4+ 4 et

k(z) = dox™ ' +dig" 2 + ... 4 dny
so daf
k(z) - f(z) = h(z) - g(x).
(Es ist deg(h) < deg(f) und deg(k) < deg(g)).
Beweis: Sei k- f = h-g, dann kénnen nicht alle Teiler von f in h aufgehen, da der Grad

von h zu klein ist, also mul f einen gemeinsamen Teiler mit g besitzen.

Sei umgekehrt ¢(z) ein gemeinsamer Teiler von f(z) und g(z). Dann gibt es Polynome
h(z) und k(x) mit f =t-h,g =1k, also

k-f=k-t-h=g-h.



162 KAPITEL 10. GRUNDLEGENDE ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

Wenn wir die Gleichung k - f = h - g ausmultiplizieren und die Koeffizienten gleicher
Potenzen von x vergleichen, erhalten wir

d()a() = Cob()
d0a1 + dlao = Cobl + Clbo
doag + d1a1 + d2a0 = Con + Clbl + Cgb(]
dn—2a'm + dn—la'm—l = Cm—2bn + Cm—lbn—l
dn—lam = Cm—lbn

Wir fassen dies als lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten d; und —¢; auf,
eine von Null verschiedene Losung existiert genau dann, wenn die Determinante der
Koeffizientenmatrix verschwindet. Die Determinante der transponierten dieser Matrix
wird als Resultante von f(z) und g(z) bezeichnet:

apg ap ... Qpm
ap Qg oo Qe
(o} a B .
Res(fo) =1y o
bp by ... by
bp b1 ... b,

(Die Matrix enthélt n a-Zeilen und m b-Zeilen.)

Folgerung 10.9.3 Die Polynome f(z) und g(x) besitzen genau dann gemeinsame
Nullstellen, wenn Res(f,g) = 0 ist.

Beispiel: f(z) =2%—1, g(z) =2 + 2z + 1

1 0 -1 O
01 0 -1
1 2 1 0 =0
01 2 1

Sei f(z) = [[(x—=;), g(x) = [[(z —y;) normierte Polynome, dann sind die Koeffizien-
ten von f bzw. von ¢ die elementarsymmetrischen Funktionen der Nullstellen x; bzw.
y;, also ist auch die Resultante ein Polynom in den z; und y;. Da die Resultante stets
verschwindet, wenn ein x; gleich einem y; ist, ist sie durch alle Differenzen (z; — y;)
teilbar, und wenn wir uns Grad und hochsten Koeffizienten genauer anschauen, finden

Res(f, g) = [ [ (x: — j)-

Die Resultante von f und f’ wird als Diskriminante von f bezeichnet, sie verschwindet
genau dann, wenn f mehrfache Nullstellen besitzt.
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10.10 Gleichungen dritten und vierten Grades

Nun sollen explizite Formeln fiir die Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizienten
entwickelt werde, soweit dies moglich ist.

Sei
f)=v"+ay’>+by+c

ein Polynom dritten Grades, dessen Nullstellen wir suchen. Wenn wir y = x+m setzen,

so hat der Koeffizient von z* in f(y) den Wert 3m + a, er verschwindet fiir m = —%.

Somit kénnen wir annehmen, dafl die Gleichung in der Form
P +pr+q=0
zu losen ist. Wir leiten zunédchst die nach Geronimo Cardano (1501-1576) benannten

und von Niccolo Targaglia (1500-1557) gefundenen Cardanische Formel her.

Wir machen den Ansatz z = u + v und erhalten durch Einsetzen von 23 in die obige
Gleichung
u? 4+ 3 + 3uv(u +v) + p(u+v) +q=0.

Wir suchen solche Werte u, v, dafl
W+t +qg=0

und
duv +p =0

gilt, dann wére die Gleichung gelost. Dies ist der Fall, wenn

und

T

gelten. Nach der Formel von Vietd heifit das, dal die Werte u® und v? die Losungen

der Gleichung

3

2 p
)

25+ qz 97

sind. Fiir quadratische Gleichungen kennen wir schon eine Losungsformel, also gilt

3__4 ¢ P
=TTV T
s _ 4¢P
Ty T

Sei € € C eine primitive dritte Einheitswurzel, dann haben u? und v drei verschiedene
dritte Wurzeln, die sich jeweils um einen Faktor e unterscheiden, dies ergébe neun
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mogliche Werte fiir z. Beachten wir aber (s.o.), dafl uv reell sein soll, so erhalten wir
als folgende drei Losungen der gegebenen Gleichung:

I S L S DY B L
= \/ 2" 4+27+\/2 1 a7
RN JY S ‘1_ p_ _q q_ P’
2 s TV T T 5 V1T a7
T3 = € \/——+\/—+2—7+ \/———\/—+2—7

Dies also sind die Cardanischen Formeln. Sie haben allerdings ihre Tiicken, wie den
Mathematikern des 16. Jahrhunderts schmerzlich bewufit wurde. Betrachten wir ein
Beispiel:

3 — 981z — 11340 = 0,

wir erhalten

5/ -5670 + /32148000 — 34965783 + . .

hier wéiren also dritte Wurzeln aus (echt) komplexen Zahlen zu ziehen. Die ,alten Her-
ren“ haben vielleicht weniger die imagindren Terme gestort, seit jeher haben Mathe-
matiker mit Dingen operiert, die sie nicht verstanden haben. Aber: die drei Losungen
dieser Gleichung sind reell, wie wir noch sehen werden, sie lassen sich aber nicht durch
,normale Rechenoperationen (Addition, Multiplikation, Wurzelziehen) aus den Koef-
fizienten der Gleichung berechnen. Eine dritte Wurzel aus einer beliebigen komplexen
Zahl durch ,Radikale* darstellen zu kénnen, wiirde bedeuten, dafl man einen Winkel
mit Zirkel und Lineal in drei gleiche Teile teilen kénnte; die Galois-Theorie lehrt, daf3
dies unmoglich ist. Um diesem Problem wenigstens einen Namen zu geben, nannte man
diesen Fall ,,casus irreducibilis®.
Mit algebraischen Methoden ist dieses Problem prinzipiell nicht 16sbar, hier zeigen sich
auch Grenzen der Computeralgebra.
Jedoch hat Vietd um 1600 eine ,transzendente Losung gefunden:
Wir haben

P +pr+q¢g=0

und die Zahl p ist notwendigerweise negativ. Sei
. p ..
uw=—=+41iy/—— — = =r(cosa+isina),

dann errechnet man r = \/—ﬁ und cosa = —Z also

2r

z1 = r'/3 (cos = 3 —i—zsmg) + /3 (cos% —isin%)

:2”—% cos%
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5 —p a—T
To = —— cos
? 3 3
—p o+ T
T3 = 24/ —— cOS
3 3

Im oben angefiihrten Beispiel gilt
r ~ 5913, 1872

cosa = (), 9588
a~ 16,5
cos(5,5) =~ 0,9954
1 ~ 35,99
T~ —21

T =~ —15
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Wer nachrechnen mochte, wird sehen, dafl die Losungen ganzzahlig sind, sich aber nicht

weinfacher® aus den Koeffizienten berechnen lassen.

Als néchstes betrachten wir Gleichungen 4. Grades, diese moge bereits in die Form

o' +pr®+qr+r=0

gebracht worden sein.

Wir machen wieder einen Ansatz x = u+v+w und fithren folgende Rechnungen durch:

2% = u® 4+ v* + w® + 2(uwv + vw + vw),

22— u? 4+ 0%+ w? = 2w + uw + vw),
ot — 207 (u? + v + w?) + (v + v® + w?)?
= 4(u*0® + v*w?® + v*w?) + 8(v*vw + v uw + wuw)?
= 4(u*v® + vPw® + v*w?) + Suvwx,

nun setzen wir z* in die obige Gleichung ein:

222 (u? + 02+ w?) — (¥ + v + w?)? + 4(u?0? + v?w? + v2w?) 4+ 8(uvw + v3uw + wruv)? +

4(u*0? + vPw? + v?*w?) + 8uvwz + pr? + qr +r = 0.
Nun wihlen wir u, v, w so, daf die Koeffizienten von 2%, z und 1 Null werden:

u2+v2+w2:—§,

Suvw = —q,

q

64
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und )
2.2 2,2 2.2 P T
u vt +utw® + vw 16 1
d.h. die Zahlen 12, v?, w? sind die Nullstellen des Polynoms
2 2
sy P2 (P T\ 4
a:+2:v +(64 4):)3 v

Diese seien gleich zy, 23, 23, dann erhalten wir

u =21, v =T, w = £/x3,

wegen 8uvw = —q legen die Vorzeichen von u und v bereits das von w fest, es gibt also
vier Losungen.

Man konnte versuchen, nach demselben Verfahren Gleichungen fiinften Grades zu 16-
sen, ich habe es nicht probiert, weil ich weif}, das es nicht geht, dies ist ein Resultat der
Galois-Theorie. Hier bei dem konkreten Ansatz r = t+u+ v+ w wird man wahrschein-
lich wieder auf eine Gleichung fiir Terme, die aus ¢, u, v, w gebildet werden, gefiihrt, und
diese wird mindestens den Grad 5 haben.
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