H. Grassmann, 28. Dezember 2011: Variationen zum Eigenwertproblem

1. Der Fall von 2 x 2-Matrzen ist leicht zu iiberblicken: Sei

a b
a= (o)

Wenn A zwei verschiedene Eigenwerte besitzt, so ist A diagonalisierbar.
Wir untersuchen also Matrizen mit doppeltem Eigenwert, etwa dem Wert 1; deren
charakteristisches Poynom ist also gleich

2 —(a+d)z+ad—bc=2>—2z+1,

alsomuB a+d =2, d=2—aund a(2—a)—bc = 1 sein, d.h. a*> —2a+bc+1 = 0.
Wenn wir uns fiir a = 1 4 +/—bc entscheiden (d ist dann die andere Losung), so

1st
e 1++/—bc b
N c 1—+v—bc /"

Der Rang von

e ()

c —/—be

ist nur gleich 0, wenn b = ¢ = 0 ist, sonst ist er gleich 1, dann ist A also nicht

diagonalisierbar. Der Eigenraum wird fiir b # 0 durch (\/__b%) erzeugt, sonst

durch <(1)) Die einizige diagonalisierbare Matrix mit doppeltem Eigenwert 1 ist

2. Wenden wir uns 3 x 3-Matrizen zu. Wir betrachten die Matrix

9 -1 9
A= 3 -1 3
-7 1 =7

Deren charakteristisches Polynom ist
ca(z) = =22+ 22 4+ 22

mit den Nullstellen 0, 2, —1. Als Eigenvektoren finden wir

1 % 1
Vg = 0 , Uy = 3 , V1 = 1
1 —1 —1

Wenn wir diese Vektoren als Spalten in die Matrix X schreiben, so gilt

0
X 1TAX = 2



3. Wie sieht es mit der Matrix AT aus, sie hat ja dasselbe charakteristische Polynom
wie A? Hier finden wir als Eigenvektoren

=2 1 1
, W2 = 0 , W1 = 1

Wy = _?1
-1 -1 -1

Gibt es da Zusammenhénge?

4. Ja, denn aus

X 'AX = 2

folgt ja

XTAT(X—I)T — 2 7
-1

d.h. die Spalten von (X7 sind Eigenvektoren von A”. Damit haben wir mit
den obigen w-Vektoren die Zeilen von X! berechnet.

Ist das ein neues Verfahren zur Matrixinvertierung? Wohl nicht, denn man miifite
zu gegebenem X eine Matrix A finden, zu der es eine Basis aus Eigenvektoren
gibt.

Auflerdem ist ja wohl X! eindeutig bestimmt, die Eigenvektoren sind es aber
nicht; um oben die ,richtigen* w-Vektoren zu erhalten, wurde ein bifichen ge-
schummelt.

5. Das fithrt uns zunéchst mal zu der Frage, ob wir zu vorgegebenen Eigenwerten
eine Matrix (aufler der entsprechenden Diagonalmatrix) finden kénnen.

Wir probieren einfach mal was aus: Die Zahlen a, b, ¢ sind gegeben, wir berechnen
das charakteristische Polynom von

a b ¢
A= -1 0 O
0 -1 0
a—z b c
-1 —z 0 |=-24a”—-bz+c
0 -1 —z

Wir finden also schon mal zu einem vorgegebenem Polynom eine Matrix mit
diesem Polynom als charakteristischem.

6. Wir wollen nun eine Matrix mit den Eigenwerten 1,1, a bestimmen und sehen,
ob wir eine Zusammenhang zwischen den Eigenvektoren der Matrix und ihrer
transponierten finden.



Es gilt
—(z-1*(z—a)=—-22+(a+2)2* - (2a+ 1)z +aq,
mit dem obigen Ansatz fiihrt uns das zu der Matrix

a+2 2a+1 a

A= -1 0 0
0 -1 0
1 a?
Der Eigenrdume zu den Eigenwerten 1 bzw. a werden durch | —1 | bzw. | —a
1 1

erzeugt. Wir erginzen diese Vektoren willkiihrlich zu einer Basis und schreiben
diese als Spalten in die Matrix

1 a? 0
X=|-1 —-a O
1 1 1

Natiirlich kann X' AX keine Diagonalmatrix sein, denn die dritte Spalte ist ja
kein Eigenvektor.

7. Wir haben iiber a nichts vorausgesetzt, wollen aber nun X! berechnen. Es ist
det(X) = a® — a, dies sollte nicht Null sein, aber mehr brauchen wir nicht.

Zu Invertierung von X ist das Verfahren (X E) — (EX ') ungeeignet; wir nutzen

die Formel
_1 1

~ det(X)
Mit naheliegenden Bezeichnungen erhalten wir
Dy = —a, Dy =-1, Di3=—1+a,
Dyi = a?, Doy =1, Dys =1 — a?,
D3 =0, D3y =0, D3z = —a + a?

und unter Beriicksichtigung der richtigen Vorzeichen erhalten wir

((=1)** det(Xy,))" .

—a —a? 0

X' = 1 1 0

a?—a

a—1 a*>—=1 a*>—a

8. Damit ergibt sich

XTAX =g 4 < a)

Schauen wir uns noch die Sonderfalle an:



(a) Wenn a = 0 ist, so haben wir als dritten Vektor einen ungeeigneten gewéhlt;
wenn wir statt eg lieber e, nehmen wiirden, so hétte die fragliche Determi-
nante den Wert a? — 1, es bliebe also nur der andere Sonderfall, wir miifiten
aber alle Rechnungen nochmal machen.

(b) Wenn a = 1 ist, so wére 1 ein dreifacher Eigenwert, der Eigenraum aber
— wie oben — nur eindimensional. In der Matrix X wire also nur die erste
Spalte brauchbar, geeignete Ergénzungen zu finden, ist schwierig.

Offen bleibt noch die Frage, ob denn aus den Spalten von (X )T Eigenvektoren
von AT abzulesen sind. Dafl man sich in einer Sackgasse befindet, merkt man
erst, wenn man an ihrem Ende angelangt ist.

. Und schliellich bleibt die Frage, wie es denn fiir Matrizen aussieht, die einen
doppelten Eigenwert haben, der aber nicht (wie bei uns) gleich 1 ist.



