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Cum deus calculat �t mundus.

W•ahrend Gott rechnet, entsteht die Welt.(Leibniz)
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6 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Die erste Version dieses Skripts wurde im Jahre 1996 erstellt; ich verwende nicht die
"
neue\

Schreibweise.

Das Anliegen dieses Kurses ist es zun•achst, Kenntnisse zu vermitteln und Fertigkeiten
zu entwickeln, die zur Nutzung von Computern zur L•osung mathematischer Probleme
bef•ahigen, und, weiter gefa�t, eine Einf•uhrung in die sinnvolle Nutzung vorhandener
Computerprogramme zu geben. Dazu geh•oren solche Problemkreise wie

� Was kann ein Computer, was kann er nicht?

� Welche vorhandenen Programme kann man wof•ur nutzen?

� Was tut ein in einer bestimmten Programmiersprache vorgelegtes Programm?
Wie implementiert man bekannte Algorithmen in einer Programmiersprache?

� Welche M•oglichkeiten bieten Computer zur Kommunikation?

� Wie erstellt man (mathematische) Texte?

Die Antworten auf solche Fragen wollen wir in der Vorlesung und den zugeh•origen
•Ubungen sowie im Praktikum gemeinsam erarbeiten.

Vorab will ich drei Zitate anbringen, die uns zu denken gebensollten.

Das erste ist dem im Jahre 1957 erschienenen Buch
"
Praktische Mathematik f•ur Inge-

nieure und Physiker\ von R. Zurm•uhl entnommen (S. 5/6):

Auch das Zahlenrechnen ist eine Kunst, die gelernt sein will. Es erfordert st•andige
Sorgfalt und Konzentration, und auch dann lassen sich Rechenfehler nicht ausschalten.
Zu deren Aufdeckung sind, soweit irgend m•oglich, laufende Kontrollen in die Rech-
nung einzubauen, und wo es solche nicht gibt, ist doppelt zu rechnen, z.B. von zwei
Personen parallel. Es emp�ehlt sich das Arbeiten mit dem Bleistift, um leicht korrigie-
ren zu k•onnen. Die Anlage gut•uberlegter und•ubersichtlicher Rechenschemata . . . hilft
Fehler vermeiden und erlaubt es vor allem, die Rechnung angelernten Hilfskr•aften zu
•uberlassen.

Als Hilfsmittel standen damals z.B. Logarithmentafel, Rechenschieber und mechanische
Rechenmaschinen zur Verf•ugung.
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H. J. Appelrath und J. Ludewig geben in ihrem
"
Skriptum Informatik\ von 1995 fol-

gende Hinweise zum Programmierstil (S. 96):

Programme sollten mit kleinstm•oglichem Aufwand korrigier- und modi�zierbar sein.
Ein Ansatz zur Erlangung dieses Ziels ist eine hohe Lokalit•at durch enge G•ultigkeitsbe-
reiche. Gr•o�tm •ogliche Lokalit•at ist daher vorrangiges Ziel einer guten Programmierung!
Ein Programm sollte daher folgende Merkmale aufweisen:

� Die auftretenden Programmeinheiten (Prozeduren, Funktionen, Hauptprogramm)
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sind •uberschaubar.

� Die Objekte sind so lokal wie m•oglich de�niert, jeder Bezeichner hat nur eine
einzige, bestimmte Bedeutung.

� Die Kommunikation zwischen Programmeinheiten erfolgt vorzugsweise•uber eine
m•oglichst kleine Anzahl von Parametern, nicht•uber globale Variablen.

Schlie�lich gehen Golub und Ortega in
"
Scienti�c Computing\ (1996) darauf ein, was

ein gutes Programm ausmacht:

� Zuverl•assigkeit { Das Programm darf keine Fehler enthalten; man mu� darauf
vertrauen k•onnen, da� es das berechnet, was man zu berechnen beabsichtigt.

� Robustheit { Das Programm . . . mu� in der Lage sein, . . . ungeeignete Daten zu
entdecken und sie in einer den Benutzer zufriedenstellenden Art und Weise zu
behandeln.

� Portierbarkeit { Gew•ohlich erreicht man das dadurch, da� man das Programm
in einer maschinenunabh•angigen h•oheren Programmiersprache wie FORTRAN
schreibt und keine

"
Tricks\, die sich auf die charakteristischen Eigenschaften

eines speziellen Rechners st•utzen, benutzt . . .

� Wartungsfreundlichkeit { Es gibt kein Programm, das nicht von Zeit zu Zeit
ge•andert werden mu�, . . . und dies sollte mit m•oglichst geringer M•uhe gesche-
hen k•onnen.

Den Kern tri�t auch die Aussage des amerikanischen Industriellen Ch. Kettering: Ein
Problem wird nicht im Computer gel•ost, sondern in irgendeinem Kopf. Die ganze Ap-
paratur dient nur dazu, diesen Kopf so weit zu drehen, da� er die Dinge richtig und
vollst•andig sieht.

Und schlie�lich ein Zitat von Petros Markaris,
"
Live!\:

"
Der Computer ist der kl•ugste

Trottel, den Sie sich vorstellen k•onnen. Es kommt darauf an, wie Sie ihn ben•utzen.\
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1.1 Zahldarstellung im Computer

Wenn im Computer ein Programm abl•auft, so be�nden sich im Arbeitsspeicher In-
formationen, die auf unterschiedliche Weise interpretiert werden: einerseits sind dies

"
Befehle\, die abzuarbeiten sind, andererseits

"
Daten\, die zu bearbeiten sind.

Was sind
"
Daten\?

Die kleinste Informationseinheit kann in einem Bit abgelegt werden. Ein Bit kann genau
eine von zwei Informationen der Art

"
ja/nein\,

"
an/aus\,

"
wahr/falsch\,

"
0/1\ usw.

enthalten.
Der kleinste adressierbare Datenbereich ist ein Byte , das sind acht Bit. Ein Byte kann
also 256 verschiedene Werte annehmen.
Solche Werte k•onnen als Zahlen (0� x � 255), als logischer Wert, als Druckzeichen
('A', 'B', . . . ), als Speicheradresse oder als Maschinenbefehl interpretiert werden.
F•ur viele Zwecke reicht diese Informationsmenge nicht aus, meist fa�t man zwei oder
vier Byte zu einem

"
Maschinenwort\ zusammen, ein Wort kann also 216 = 65536 bzw.

232 = 4:294:967:296 Werte annehmen.
Zur Darstellung negativer Zahlen gibt es mehrere M•oglichkeiten. Wenn das h•ochstwer-
tige Bit bei nichtnegativen Zahlen auf 0, bei negativen Zahlen auf 1 gesetzt wird, so
schr•ankt dies den darstellbaren Zahlbereich auf� 215 ein.
7 = 0111; -7 = 1111
Eine anderer M•oglichkeit ist es, die zur positiven Zahlx entgegengesetzte Zahlx1
dadurch zu gewinnen, da� man alle Bits umkippt, dies nennt man das Einerkomplement
von x. Zum Beispiel

x = 01101100 = 64 + 32 + 8 + 4 = 108
x1 = 10010011

Auch hier gibt das h•ochste Bit das Vorzeichen an, weiter gilt
x + x1 = 11111111 = 2^8 - 1.

Wenn zum Einerkomplement noch 1 addiert (x2 = x1 + 1 = 10010100), so gilt
x + x2 = 2^8 = 1|00000000 = 0,

wenn man das neunte Bit einfach•uberlaufen l•a�t. Diese Darstellung der zux entgegen-
gesetzen Zahl hat die angenehme Eigenschaft, da�x - y = x + y2 gilt. Die Subtrak-
tion ist auf die Addition des sogenannten Zweierkomplements zur•uckgef•uhrt worden.

Die Bearbeitung der Daten geschieht in sogenannten Registern, diese k•onnen je ein
Wort aufnehmen, und ein DOS-Maschinenbefehl wieADD AX,BX(hexadezimal: 03 C3,
dezimal: 3 195) bewirkt die Addition des Inhalts des Registers BXzum Inhalt von AX.
Neben arithmetischen Operationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division
mit Rest) stehen z.B. bitweise Konjunktion, Shift-Operation usw. zur Verf•ugung.
Um das Erstellen eigener Programme zu erleichtern, wurden seit den 60er Jahren

"
h•ohe-

re\ Programmiersprachen entwickelt. Sie sollten den Programmierer davon entlasten,
den Maschinencode kennen zu m•ussen, die Adressen der Daten zu verwalten, kom-
plexe Datenstrukturen (mehr als nur Zahlen) zu verwalten sowie h•au�g angewandte
Befehlsfolgen bequem aufzurufen.
Wir geben hier eine Ahnentafel der gebr•auchlichsten Programmiersprachen an (nach
Appelrath/Ludewig);
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1945 Plankalk•ul (K. Zuse f•ur Z3)
1952 Assembler 1970 Prolog Pascal
1956 Fortran 1 1974 C
1959 Algol60 1975 APL2
1960 LISP COBOL2 1977 Fortran77 MODULA-2
1962 APL 3 BASIC 1980 Smalltalk-80 ADA
1964 PL1 1987 C++
1967 SIMULA 1988 Oberon
1968 Algol68 1990 Fortran90
1969 Logo 1995 Java

Als nutzbarer Zahlbereich stehen also f•ur 2-Byte-Zahlen nur die Zahlen zwischen 0 und
65355 oder, wenn man das h•ochste Bit als Vorzeichenbit interpretiert, zwischen -32768
und 32767 zur Verf•ugung, das sind die Zahlen, deren Datentyp man alsINTEGERbe-
zeichnet. Da dies, au�er bei der Textverarbeitung und•ahnlichen Problemen, nicht aus-
reicht, stellen h•ohere Programmiersprachen zus•atzlich Gleitkommazahlen zur Verf•ugung,
die wie bei Taschenrechnern in der Form 1.23456E-20 dargestellt werden, dabei ist die
Mantisse meist auf sechs bis acht Dezimalstellen und der Exponent auf Werte zwischen
-40 und 40 beschr•ankt. Diese Schranken sind stark Hardware- und implementations-
abh•angig, auch 16-stellige Genauigkeit und Exponenten bis� 317 sind m•oglich. Es gibt
hier Standards, an die sich eigentlich jeder Computerhersteller halten m•u�te, darauf
gehen wir nun ein.

Wir kommen also zu den Gleitkommazahlen (Typ-Namefloat, double ). Hierzu ist
zun•achst folgendes zu sagen:

1. Es gibt nur endlich viele Gleitkommazahlen.

2. Die Bilder der vorhandenen Gleitkommazahlen sind auf derZahlengeraden un-
terschiedlich dicht. Wenn z.B. mit 7stelliger Mantisse gerechnet wird, so ist die
Nachbarzahl von 1:0 � 10� 10 die Zahl 1:000001� 10� 10, der Unterschied ist 10� 16.
Die Nachbarzahl von 1:0� 1010 ist 1:000001� 1010; der Unterschied ist 105. Das hat
folgende Konsequenzen:

3. Das Addieren einer kleinen Zahl zu einer gro�en•andert diese evtl. nicht (das
macht aber nichts).

4. Die Subtraktion fast gleichgro�er Zahlen kann zu erheblichen Fehlern f•uhren; da
sich die f•uhrenden Zi�ern gegenseitig ausl•oschen, werden hinten Nullen nachge-
schoben. Dieser in der Dualdarstellung der Zahlen noch sichtbare E�ekt wird
aber nach der Konvertierung in die Dezimaldarstellung verschleiert. Deshalb lau-
tet eine goldene Regel: Vermeidbare Subtraktionen fast gleichgro�er Zahlen sollen
vermieden werden.

1formula translator
2common business oriented language
3a programming language
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Wir wollen einige E�ekte vorstellen, die beim Rechnen mit Gleitkommazahlen auftre-
ten: Die Terme

99� 70
p

2 =
1

99 + 70
p

2
=

1

(1 +
p

2)6

ergeben bei (dezimaler) 10-stelliger Genauigkeit die Werte
0.0050506600000, 0.005050633885, 0.005050633890,

bei 5-stelliger Genauigkeit erhalten wir
0.006, 0.0050507, 0.0050508,

bei 3-stelliger Genauigkeit (so genau konnte man mit einem Rechenschieber rechnen)
0.300, 0.00506, 0.00506.

Mein Taschenrechner mit 8stelliger Genauigkeit liefert inallen drei F•allen dasselbe:
0.0050506

Um die Subtraktion fast gleichgro�er Zahlen zu vermeiden, gibt es ein paar Tricks:

1
x

�
1

x + 1
=

1
x(x + 1)

1
x + 1

�
1

x � 1
=

2
x(x2 � 1)

+
2
x

p
x + 1 �

p
x =

1
p

x + 1 +
p

x

Wir berechnen noch die Summe
P n

k=1
1
k , und zwar einmal vorw•arts und einmal r•uckw•arts:

n vorw•arts r•uckw•arts
10 2.928 968 254 ... 54

100 5.187 377 520 ... 19
1000 7.485 470 857 ... 65

Das zweite Ergebnis ist genauer, da zuerst die kleinen Zahlen addiert werden. Zu bemer-
ken ist au�erdem, da� diese divergente Reihe auf Computern konvergiert (Das Ergebnis
liegt etwa bei 14).

1.2 Gleitkommazahlen und der IEEE-Standard

Gleitkommazahlen werden in einer Form dargestellt, die derExponentenschreibweise
� m � 10e •ahnelt. Anstelle der Basis 10 f•ur Dezimalzahlen wird die Basis 2 verwen-
det, wenn ein Maschinenword von 32 Bit zur Verf•ugung steht, so k•onnte ein Bit f•ur
das Vorzeichen (0 f•ur +, 1 f •ur � ), acht Bit f •ur den Exponenten verwendet werden.
Wenn negative Exponenten in Zweierkomplementdarstellunggeschrieben werden, sind
als Werte hierf•ur { 128 bis 127 m•oglich. Die restlichen 23 Bit stehen f•ur die Mantisse
zur Verf•ugung:

x = b0:b1 : : : b22

Die Darstellung hei�t normalisiert, wenn b0 = 1, also 1� x < 2 ist.
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Wir •uberlegen, warum die normalisierte Darstellung Vorteile hat:

1
10

= (0 :0001100110011: : :)2

Da wir den unendlichen 2er-Bruch abschneiden m•ussen, behalten wir m•oglichst viele
signi�kante Stellen, wenn wir auf die f•uhrenden Nullen verzichten. Die normalisierte
Darstellung von 1

10 ist 1:100110011: : : � 2� 4. F•ur die Zahl Null = 0 :0: : : 0 exisiert keine
normalisierte Darstellung.1

Die L•ucke zwischen der Zahl 1 und der n•achstgr•o�eren Zahl hei�t die Maschinenge-
nauigkeit � ; dies ist die kleinste Maschinenzahl, die bei der Addition zur 1 etwas von
1 verschiedenes ergibt. Hier ist also� = 2 � 22. Wenn wir mit � 2 f + ; � ; �; :g eine
Rechenoperation mit exakten Zahlen und mit
 die entsprechende Rechenoperation
mit Maschinenzahlen bezeichnen, so gilt

a 
 b= ( a � b) � (1 + k) mit jkj < �:

Wir veranschaulichen die Verh•altnisse, indem wir uns einen Spielzeugcomputer vor-
stellen, wo f•ur jede Mantisse 3 Bit zur Verf•ugung stehen und der Exponent die Werte
� 1; 0; 1 annehmen kann, also

b0:b1b2 � 2e:

Die gr•o�te darstellbare Zahl ist (1:11)2�21 = 3:5, die kleinste positive ist (1:00)2�2� 1 = 1
2.

Insgesamt sind die folgenden und die zu ihnen entgegengesetzten darstellbar:

0; 1
2 ; 5

8 ; 6
8 ; 7

8; 1; 11
4; 11

2; 13
4; 2; 21

2; 3; 31
2:

0 1 2 3

Die Maschinengenauigkeit ist� = 0:25. Die L•ucke zwischen der Null und der kleinsten
positiven Zahl ist viel gr•o�er als die L•ucken zwischen den kleinen positiven Zahlen.

Die oben genannte Darstellung von Zahlen wurde bei Rechnernder IBM 360/370 - Serie
in den 70ger Jahren verwendet. Auf der VAX wurde die Maschinengenauigkeit dadurch
halbiert (2� 23), da� man die f•uhrende 1 in der normalisierten Darstellung weglie� und
somit ein Bit f •ur die Mantisse gewann.
Bei der Darstellung der Null ging das allerdings nicht, dennhier gibt es keine f•uhrende
1 und :000000 bedeutet eben die Zahl 1. Hier mu�te also eine Sonderregelung getro�en
werden. Dar•uberhinaus ist es sinnvoll, die L•ucken um die Null zu f•ullen. F•ur diese
neue Darstellung wird das Exponentenfeld mitgenutzt, was die maximal m•oglichen
Exponenten etwas einschr•ankt. Es wird n•amlich zum Exponenten ein

"
Bias\, z.B. 127,

addiert (ein Bit w •urde sowieso f•ur das Exponentenvorzeichen ben•otigt). Die f •uhrende

1Seht ihr den Mond dort ‚ehen,
er i‚ nur halb zu sehen
und i‚ do… rund und s…šn.
so sind wohl man…e Sa…en,
die wir getro‚ verla…en,
weil unsre Augen sie ni…t sehn.
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1 in der normalisierten Darstellung wird weggelassen, ebenso die f•uhrende 0 bei den
nichtnormalisierbaren (hidden bit).
Die im folgenden behandelte Darstellung wurde 1985 als IEEE-Standard 754 (Institute
for Electrical and Electronics Engineers) entwickelt. Dieser Standard wird von den
f•uhrenden Chipherstellern Intel und Motorola sorgf•altig eingehalten.

Die Bedeutung der Bitfolgen� a1 : : : a8 b1 : : : b23 ist aus folgender Tabelle abzulesen:

# hidden bit
a1 : : : a8 numerischer Wert
0 . . . 00 = 0 0:b1 : : : b23 � 2� 126

0 . . . 01 = 1 1:b1 : : : b23 � 2� 126

0 . . . 10 = 2 1:b1 : : : b23 � 2� 125

. . . . . .
01 . . . 1 = 127 1:b1 : : : b23 � 20

10 . . . 0 = 128 1:b1 : : : b23 � 21

. . . . . .
11 . . . 10 = 254 1:b1 : : : b23 � 2127

11 . . . 11 = 255 �1 , wenn b1 = : : : = b23 = 0

"
not a number\ sonst

Bemerkungen

1. Der Zahlbereich umfa�t etwa 10� 38 bis 1038, die Genauigkeit betr•agt 6 bis 7
Dezimalstellen.

2. Anstelle des Exponentene wird e + 127 gespeichert (biased representation, be-
ein
u�te Darstellung).

3. Die Zahlen in der ersten Zeile f•ullen die L•ucke zwischen 0 und den kleinsten nor-
malisierten Zahlen, diese Zahlen hei�en subnormal. Die Genauigkeit subnormaler
Zahlen ist geringer als die normalisierter.

4. Der Vergleich zweier Zahlen kann durch bitweisen Vergleich von links nach rechts
durchgef•uhrt werden, wobei man beim ersten Unterschied abbrechen kann.

5. Durch Einf•uhrung des Symbols1 kann bei Division durch Null ein de�nierter
Zustand hergestellt werden.

6. Die angegebene Darstellung hei�t IEEE single precision,daneben gibt es double
precision (64 Bit) und extended precision (auf PCs 80 Bit).

Ausnahmebehandlung: Divsion durch Null

In den 50er Jahren gab man als Ergebnis einer Division durch Null einfach die gr•o�te
darstellbare Zahl aus und ho�te, da� der Nutzer dann schon merken w•urde, da� da
etwas nicht stimmt. Das ging aber so oft schief (1 � 1 = 0), da� man sp•ater dazu
•uberging, das Programm mit einer Fehlermeldung abzubrechen. Das mu� aber nicht
sein:
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Der GesamtwiderstandR zweier parallelgeschalteter Widerst•andeR1; R2 ist gleich

R =
1

1
R1

+ 1
R2

:

Wenn R1 = 0 ist, so ist

R =
1

1
0 + 1

R2

=
1

1 + 1
R2

=
1
1

= 0;

was ja auch sinnvoll ist.
Im IEEE-Standard sind sinnvolle Ergebnisse f•ur 1

0 = 1 ; x + 1 = 1 ; : : :, aber 1 �
0; 0=0; 1 � 1 ; 1 =1 liefern Ergebnisse vom Typ NaN (not a number), und weitere
Operationen mit NaNs ergeben NaNs, so da� man den Fehler erfolgreich suchen kann.

Runden

Sei x eine reelle Zahl (ein unendlicher Zweierbruch); mitx � wird die n•achstkleinere
Gleitkommazahl bezeichnet, sie entsteht durch Abschneiden nach dem 23. Bit. Mit x+

wird die n•achstgr•o�ere Gleitkommazahl bezeichnet. Wennb23 = 0 ist, so setzt man
b23 = 1. Wenn aber b23 = 1 ist, so erh•alt man x+ durch einige Bit•ubertr•age.
Die zur reellen Zahlx gerundete Gleitkommazahl ist entwederx � oder x+ , jenachdem,
ob nach oben oder unten oder zur n•achstliegenden Zahl gerundet werden soll (letzteres
ist am meisten verbreitet). Falls die Entscheidung unentschieden ausgeht, ist die Zahl
zu w•ahlen, deren letztes Bit gleich 0 ist.

Bei Multiplikationen/Divisionen mit Gleitkommazahlen ist das exakte Ergebnis oft
keine Gleitkommazahl; der IEEE-Standard fordert, das das Resultat der korrekt ge-
rundete Wert des exakten Ergbenisses ist. Dazu ist es z.B. bei Subtraktionen n•otig,
mit mindestens einem zus•atzlichen Bit (nach dem 23.) zu rechnen; wir berechnen als
Beispiel

1:00� 20 � 1:11� 2� 1 = 1:00� 2� 3 = 1 �
7
8

=
1
8

mit dreistelliger Mantisse:

1.00 1.00
- 0.11|1 - 0.11
-------- -------

0.00|1 0.01

Wenn die 1 nach dem senkrechten Strich weggelassen worden w•are, erhielte man das
falsche Ergebnis 2� 2.
Dieses zus•atzliche Bit war urspr•unglich bei IBM-360-Rechnern nicht vorgesehen und ist
es heute auf Cray-Rechnern immer noch nicht. Die Register einer korrekt arbeitenden
Maschine, etwa im 387er Koprozessor, im 486 DX oder im Pentium sind also breiter
als 32 Bit. Wenn kein Koprozessor vorhanden ist, so wird die Gleitkommaarithmetik
vom verarbeitenden Programm emuliert und man ist zun•achst nicht sicher, ob dabei
der IEEE-Standard eingehalten wird. Weiter ist zu beachten, da� die in Registern vor-
handenen Zahlen eine h•ohere Genauigkeit besitzen, als in einer Gleitkommavariablen
abgespeichert werden kann.
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Beispiele

Wenn viele Zahlena1; : : : ; an zu addieren sind und man das naheliegende Verfahren
s = s + ai ; i = 1; : : : ; n verwendent, so wird, wenn etwaa1 die restlichen Summan-
den deutlich dominiert, das Ergebnis fast gleicha1 sein, selbst wenn die Summe der
restlichen Terme | f •ur sich genommen | einen bedeutenden Beitrag liefern w•urde. In
diesem Fall w•are es besser,a1 + ( a2 + : : : + an ) zu berechnen, da das Assoziativgesetz
nicht gilt. Die beschriebene Situation kann man nat•urlich nicht voraussehen.
Das Ergebnis k•onnte genauer sein, wenn wir schrittweise benachbarte Summanden
addieren:

((a1 + a2) + ( a3 + a4)) + � � �

Noch besser k•onnte es gehen, wenn die Paare jeweils betragsm•a�ig dieselbe Gr•o�en-
ordnung h•atten, die Folge derai also zuvor sortiert w•urde.
Wie man so etwas organisieren kann, werden wir im Lauf des Semesters sehen. Es
wird dann ein h•oherer Organisationsaufwand betrieben (was Zeit kostet),aber die
Genauigkeit des Ergebnisses kann eigentlich nicht schlechter werden.
Im Allgemeinen ist es am Besten eine Folge zu summieren, wennzuerst die betragsm•a�ig
kleinsten Summanden verarbeitet werden.
•Ahnliche E�ekte treten beim symbolischen Rechnen (bei Computeralgebrasystemen)
auf; hier treten keine Genauigkeits-, sondern Zeit- und Speicherplatzprobleme auf. Auch
hier mu� man bei komplexen Algorithmen nachschauen, welcheOperation zu welchen
Zeitpunkt ausgef•uhrt bzw. unterlassen werden sollte. Auch dazu sp•ater mehr.

Zum Abschlu� sollen die durch die Computerarithmetik verursachten E�ekte an zwei
Beispielen dargestellt werden.
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der Koe��zientenmatrix

0.8647 0.5766 0.2885
0.4322 0.2882 0.1442

Der Gau�sche Algorithmus liefert

1.0 0.0 -0.999999996799227
0.0 1.0 1.9999999951999508

Die exakte L•osung ist (� 1; 2); die Cramersche Regel liefert
(� 0:9999999986122212; 1:9999999986122212; in beiden F•allen ist nur die H•alfte der
angegebenen Dezimalstellen korrekt.

Noch ein Gleichungssystem:

6.4919121E7 -1.59018721E8 1.0
4.18695205E7 -1.02558961E8 0.0

Die Koe�zienten sind ganzzahlig, die L•osung ist (205117922; 83739041); der Gau�sche
Algorithmus liefert

1.0 -2.449489742783178 0.0
0.0 0.0 1.0
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was auf Unl•osbarkeit hindeutet; die Cramersche Regel ergibt (1:02558961E8; 4:18695205E7)

Das hei�t: die angewandten Rechenverfahren sind nicht immer geeignet. Wie man mit
solchen Problemen klarkommt, lernen Sie in der NumerischenMathematik.

Weitere Beispiele, wie sich Rundungsfehler dramatisch auswirken k•onnen, �ndet man
bei D•or
er/Peschik (9.3).

Berechnung von �

Wir zeichnen einen Kreis und beschreiben ein Sechseck ein, dessen Um-
fang ist p6 = 3. Nun unterteilen wir die Abschnitte, wir beschreiben ein
12-, 24-Eck ein usw. F•ur die Umf•ange gilt

p2n = n �

s

2 � 2

r

1 �
� pn

n

� 2
=

2pnq
2 + 2

p
1 � ( pn

n )2
:

F•ur ein 3072-Eck erh•alt man die Werte
3.1415925165881546, der Unterschied zu� ist
-1.3700163847829572E-7(linke Formel) bzw.
3.141592516692157, der Unterschied ist
-1.368976358939733E-7(rechts).

12288 3.1415926453212157 -8.268577378345299E-9
12288 3.1415926450336906 -8.556102493173512E-9

1.3 Linux

Wir werden die •Ubungen und das Praktikum am Rechner durchf•uhren, und zwar unter
dem Betriebssystem Linux (von Linus Torvalds, Helsinki 1991). Hier soll kurz eine
•Ubersicht •uber die wichtigsten Kommandos gegeben werden:
yppasswd •andern des Pa�worts
man kommando zeigt das Manual zum kommando
cd name wechselt in das Unterverzeichnisname
cd .. wechselt in das•ubergeordnete Verzeichnis
cd wechselt in das Heimatverzeichnis
more name zeigt den Inhalt der Dateinamebildschirmweise
ls zeigt Inhaltsverzeichnis
ls -al zeigt Inhaltsverzeichnis detailliert
ls -al | more zeigt Inhaltsverzeichnis detailliert, jeweils ein Bildschirm
top zeigt Liste der aktiven Programme mit Nummer
mkdir a erstellt Unterverzeichnisa
cp a b kopiert die Datei a in die Datei b
mv a b verschiebt die Dateia in die Datei b
rm a l•oscht a (unwiederbringlich)
ps -aux zeigt die aktuellen Prozesse an
kill nummer l•oscht den Prozess mit der Nummernummer
chmod •andert Zugri�srechte
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Das Kommandochmodbestimmt die Zugri�srechte f•ur den User (u), die Gruppe (g),
und alle Welt (a); die Rechte sind Lesen (r = 4), Schreiben (w =2) und ausf•uhren (x
= 1) (bei Verzeichnissen bedeutet x: Zugang).
Also chmod 744 *bedeutet: ich kann alles, alle k•onnen nur lesen.

Ein n•utzliches Programm, das bei Unix/Linux verf•ugbar ist, um Dateien zu kompri-
mieren, ist zip ; die Syntax ist
zip name dateien
dabei ist nameder Name des Archivs, wo etwas hingepackt werden soll, n•amlich die
Dateien. Das auspacken machtunzip :

Examples (see unzip.txt for more info):
unzip data1 -x joe => extract all files except joe from zipfil e data1.zip
unzip -p foo | more => send contents of foo.zip via pipe into pr ogram more
unzip -fo foo ReadMe => quietly replace existing ReadMe if ar chive file newer

Einige Tasten der Tastatur erf•ullen dieselbe Punktion wie eine andere, sind also nicht
unbedingt n•otig. Die Tastatur kann man sich (unter dem X-System) umde�nieren,
indem man in die Datei.xinitrc zum Beispiel die Zeile
xmodmap -e " keycode 79 = braceleft "

eintr•agt. Dadurch erh•alt man die geschweifte•o�nende Klammer auf der Taste 7 im
numerischen Block (allerdings erst beim n•achsten Einloggen). Die Codes der Tasten:

7 7! 79 8 7! 80 9 7! 81
4 7! 83 5 7! 84 6 7! 85
1 7! 87 2 7! 88 3 7! 89

Die einzelnen Zeichen haben Namen:
& ampersand \ backslash � dead_tilde ( parenleft

{ braceleft [ bracketleft | bar

Das Zeichen@, das man mit der Tastenkobmination<Alt Gr>q erh•alt, hei�t
"
at\ und

hat den Code 24.

In der Entwicklungsumgebung KDE, die Sie sofort betreten, gibt es einige Ikonen;
die wichtigste ist eine Muschel (in neueren Versionen ist esein Monitor), also eine

"
shell\, hier wird ein Fenster ge•o�net, wo Befehle eingegeben werden k•onnen und wohin

die Ausgabe erfolgt. Beim Kommandols werden Dateinamen in schwarzer Schrift
aufgelistet, ausf•uhrbare Programme in roter, Unterverzeichnisse in blauer Schrift. Mit
der " - Taste kann der letzte Befehl wiederholt werden, mittels der <tab>-Taste werden
Eingabe-Bruchst•ucke erg•angzt, soweit das eindeutig m•oglich ist.

Eine weitere Ikone ist durch einen dicken Bleistift oder einer Schreibfeder symboli-
siert, dies ist der Editor KEdit. Unter

"
Einstellungen\ kann man die Hintergrundfarbe

w•ahlen; das ist hilfreich, um zwischen dem Shell- und dem Editorfenster unterscheiden
zu k•onnen.
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2 Java-Grundlagen

Vorbemerkungen:

Java ist nicht
"
einfach\ zu erlernen, es ist eine

"
richtige\ Programmiersprache, deren

Regeln man sich erarbeiten mu�.

Java-Programme werden in einen
"
Bytecode\ •ubersetzt, zur Ausf•uhrung ist ein In-

terpreter notwendig. Daraus resultiert das Vorurteil, da� Java langsam sei. Daran ist
etwas Wahres: Rechenintensive Programme k•onnen im Vergleich zu C-Programmen bis
zum 10-fachen der Rechenzeit ben•otigen. Daran arbeiten die Java-Entwickler.

"
Viele

Beobachter gehen davon aus, da� Java-Programme in 2-3 Jahren genausoschnell wie
C/C++-Programme laufen.\ Dieses Zitat stammt aus dem Jahr 1997.

Das Abtract Windowing Toolkit (AWT), das Graphik-Routinen bereitstellt, werden
wir manchmal nutzen, ohne da� hier auf dessen Funktionalit•at eingegangen wird.

Die zu bearbeitenden Daten werden als
"
Variablen\ bezeichnet (dies hat nichts mit dem

gleichnamigen Begri� aus der Analysis zu tun!),
"
Konstanten\ sind spezielle Variable,

deren Wert beim Programmstart feststeht und der nicht mehr ge•andert werden kann.

Jede im Programm verwendete Variable hat einen Namen, der aus den Zeichen A, B,
... , Z, a, b, ... z, 0, ... , 9 und dem Unterstrich zusammengesetzt ist; dabei darf das
erste Zeichen keine Zi�er sein.

Vor einer ersten Verwendung einer Variablen mu� der
"
Typ\ der Variablen festgelegt

werden (die Variable wird
"
deklariert\). Der Typ einer Variablen legt einerseits fest,

wieviel Speicherplatz hierf•ur bereitgestellt werden soll; andererseits wird anhand der
Typen w•ahrend der •Ubersetzung festgestellt, ob mit den Operanden auszuf•uhrende
Operationen erlaubt sind, eine Typunvertr•aglichkeit f•uhrt zu einem Syntaxfehler. Dies
ist f•ur den Programmierer oft•argerlich, aber immer hilfreich, weil sich bei Syntaxfeh-
lern (neben Schreibfehlern) oft echte Programmierfehler entdecken lassen. Allerdings
sind verschiedene Programmiersprachen unterschiedlich streng bei der Typ-Pr•ufung.
Manche Sprachen lassen sogar arithmetische Operationen zwischen Zahlen und Wahr-
heitswerten zu. Auf der anderen Seite ist manchmal eine Typ-Umwandlung notwendig,
hierzu werden spezielle Funktionen bereitgestellt ((float) 1.0 ), oder die Program-
mierer greifen zu

"
dirty tricks\, wobei sie bei Java auf Granit bei�en. Viele Fehler, die

z.B. beim Programmieren in C++ dadurch entstehen, da� der Programmierer f•ur die
Speicherverwaltung selbst zust•andig ist, k•onnen bei Java nicht mehr auftreten. Es gibt
keine Pointer.

2.1 Primitive Typen

Bei Java stehen die folgenden Grundtypen zur Verf•ugung (alle Zahlen sind vorzeichen-
behaftet):
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Typ Gr•o�e Bemerkung
byte 1 Byte -128 ... 127
short 2 Byte - 32768 ... 32767
int 4 Byte 2 Milliarden
long 8 Byte 92..07� 1019 ( •UA)

bisher alle ganzzahlig

oat 4 Byte Gleitkommazahl,

IEEE 754-1985 Standard
dies soll man nicht mehr verwenden,
lieber:

double 8 Byte = 64 Bit hier wird 1 Bit f •ur das Vorzeichen,
11 Bit f •ur den Exponenten, also max. 210,
52 Bit f •ur die Mantisse, also max. 22

10
= 10308;

die Maschinengenauigkeit betr•agt 2� 53 = 10� 16

char 2 Byte Unicode-Zeichensatz,
noch lange nicht ausgef•ullt

boolean 1 Bit true oder false

Die Zahl 21! ist alsdouble noch genau darstellbar.
Wir werden den Typ float nicht verwenden.

2.2 Operatoren

Mit Hilfe von Operatoren kann man aus Variablen Ausdr•ucke zusammensetzen, es
stehen u.a. die arithmetischen Operatoren

+, -, *, /, %
zur Verf•ugung ( %ist der modulo-Operator), dar•uberhinaus gibt es Zuweisungsopera-
toren (man spart Schreibarbeit, aber es wird etwas un•ubersichtlich), den Inkrement-
operator ++, den Dekrementoperator-- , Bitoperatoren, Verschiebungsoperatoren, die
Vergleichsoperatoren

==, !=, <, >, <=, >=
sowie die logischen Operatoren&&, ||, ! . Wenn in einem Ausdruck mehrere logische
Operatoren vorkommen, so werden die Ergebnisse von links nach rechts ausgewertet.
Die Auswertung wird abgebrochen, sobald das Ergebnis feststeht (das Ergebnis ei-
ner || -Operation ist true oder das Ergebnis einer&&-Operation ist false ); das ist
n•utzlich, wenn z.B. weiter rechts stehende Operanden gar nicht existieren.
Bei Java werden die Operatoren in Ausdr•ucken, in denen unterschiedliche Zahltypen
vorkommen, automatisch in den den•ubergeordneten Zahltyp konvertiert. Das sollte
man ausprobieren. Es darf n•amlich nicht falsch verstanden werden! Ein h•au�ger Fehler
ist

double x;
x = 1 / 2;

Nun, das ist v•ollig korrekt, es wird nur nicht das berechnet, was man vielleicht denkt:
x ist eine Gleitkommazahl, also wird das Ergebnis gleich 0.5sein. Nein, 1 und 2 sind
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ganzzahlig (im Gegensatz zu 1.0 und 2.0) und der Term 1/2 wirdganzzahlig berechnet,
ist also gleich 0. An diese Stelle geh•ort ein ganz gro�es Ausrufungszeichen.

Ein Programm setzt sich aus Anweisungen zusammen, z.B.
a = b + c; x = y * z;

Rechts vom Gleichheitszeichen steht ein Ausdruck, links eine Variable, die den Wert
des berechneten Ausdrucks erh•alt.
Einer Charakter-Variablen weist man mit a = 'a' einen konstanten Wert zu; bei ei-
ner String-Variablen (einer Zeichenkette) sind die Anf•uhrungszeichen zu verwenden:
s = "abc" ; numerische Konstanten werden als Gleitkommazahlen gedeutet, wenn ir-
gendetwas darauf hinweist, das es welche sein sollen, z.B.3.14, 2f, 0F, 1e1, .5f,
6. ; wenn f oderF (f•ur float ) fehlt, aber ein Dezimalpunkt oder ein Exponent auf eine
Gleitkommazahl hinweist, wird double angenommen.
Obwohl nicht alle Operatoren eingef•uhrt wurden, soll hier die Vorrangs-Reihenfolge
dargestellt werden; wenn davon abgewichen werden soll, sind Klammern zu setzen:
. [] ()
einstellig: + - ! ++ --
zweistellig: instanceof * / % + - < <= >= > == != & ^ | && || ?: =
(Die Operatoren & ^ | bezeichnen das bitweiseand, xor, or .)
Variablen, die einem der bisher genannten primitiven Datentypen zugeh•oren, stehen
nach ihrer Deklaration sofort zur Verf•ugung, k•onnen also belegt und weiter verarbeitet
werden. Die Deklarationen m•ussen nicht, wie in anderen Sprachen, am Anfang eines
Blocks stehen, jedenfalls aber vor der ersten Verwendung.
Bei einer Division durch Null entsteht der Wert�1 , wenn der Zahlbereich•uberschrit-
ten wird, ensteht NaN.

2.3 Felder

Ein Feld (array) ist eine Folge von Variablen ein- und desselben Datentyps (der nicht
primitiv sein mu�, ein Feld von gleichartigen Feldern ist eine Matrix usw.). Um mit
einem Feld arbeiten zu k•onnen, mu� es

1. deklariert werden,

int folge[];

int[] folge;

double[][] matrix;

2. Speicherplatz erhalten,

folge = new int[5];

damit stehenfolge[0], ... , folge[4] zur Verf•ugung,

3. gef•ullt werden:

folge[1] = 7;
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Eine andere M•oglichkeit besteht darin, das Feld sofort zu initialisieren:
int folge[] = f 1,2,3,4,5 g;
dann gibt folge.length die L•ange an.

Felder m•ussen nicht rechteckig sein:

int a[][] = {{0},
{1, 2},
{3, 4, 5}

};

Ein String ist ja eigentlich auch ein Feld; hier sind die Zugri�e aber anders organisiert:

String s:
int n =s.length();
char c = s.charAt(2);

2.4 Programmsteuerung

2.4.1 Bedingte Anweisungen

Um den Programm
u� durch die bearbeiteten Daten steuern zu k•onnen, ben•otigt man
Auswahlanweisungen; es gibt dieif -, if-else - und die switch -Anweisung.

if ((a != b) || (c == d))
{

a = 2; // hier sind 2 Anweisungen zu einen Block zusammengefas st worden
b = c + d;

}
else

a = 0;

Die Auswertung der logischen Bedingungen erfolgt in der angegebenen Reihenfolge; es
wird h•ochstens einer der Bl•ocke abgearbeitet. Derelse -Zweig kann entfallen.

2.4.2 Schalter

Mit der switch -Anweisung kann man einzelne F•alle behandeln:

int test;
switch (test)
{

case 0: a(); break; // die Methode a wird aufgerufen
case 1: b(); break; // b
case 2: c(); break;
default: d();

}
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Ohne diebreak-Anweisung w•urde nach der Einsprungstelle fortgefahren; es k•onnte ja
sein, da� in a() der Wert von test ver•andert worden ist.

Es ist sicher ein schlechter Progammierstil, wenn man gezwungen ist, die Berechnung
innerhalb einer Schleife abzubrechen oder die Schleife ganz zu verlassen. F•ur diesen
Notfall stehen die Anweisungencontinue und break zur Verf•ugung, die auch noch mit
Sprungmarken versehen werden k•onnen (das erinnert doch sehr an diegoto-M•oglich-
keiten, mit der man sich Programm-Labyrithe scha�en kann).

2.4.3 Z •ahlergesteuerte Wiederholungsanweisung:

Syntax:
for (init; test; update) anweisung;

for (i = 1; i <= 10; i++) for (i = a.length - 1, i >= 0; i--)
{ s = s + a[i];

a = a * a;
b = b * a;

}

Auf das obige dreieckige Feld greifen wir folgenderma�en zu:

int i, j;
for (i = 0; i < a.length; i++)
{

for (j = o; j < a[i].length; j++);
System.out.println(a[i][j]);

System.out.println();;
}

2.4.4 Kopfgesteuerte Wiederholungsanweisung:

Syntax:
while (condition) anweisung;

while (true)
a = a * a; // dies ist eine Endlosschleife

Die while-Schleife wird solange wiederholt, wie die angegebene Bedingung wahr ist.
Innerhalb der Schleife sollte etwas getan werden, was den Wahrheitswert der Bedingung
•andert.

2.4.5 Fu�gesteuerte Wiederholungsanweisung:

Syntax:
do anweisung; while (condition);
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do
{

a = a * a;
b = b * a;

}
while (b < 20);

Die do-Schleife ist nicht-abweisend, sie wird mindestens einmaldurchlaufen.
Schleifen k•onnen auch geschachtelt werden:

for (i = 1; i <= 10; i++)
for (j = 1; j <=10; j++)

a[i][j] = b[j][i];

Ich habe mit Pascal den Test gemacht, ob (bei nicht-quadratischen Feldern) die Rei-
henfolge des Durchlaufs der Schleifenvariablen eine Auswirkung auf die Rechenzeit hat
und keinen Unterschied feststellen k•onnen. Man sollte aber beachten: Infor -Schleifen
wird normalerweise auf indizierte Variable zugegri�en unddie Berechnung der Adresse
eines Feldelements aus dem Index braucht Zeit. Man sollte solche Dereferenzierungen
so selten wie m•oglich durchf•uhren.

Schlie�lich sind noch Anweisungen zur Ein- und Ausgabe von Daten notwendig.
System.out.print(Zeichenkette);

gibt die Zeichenkette aus. Zeichenketten lassen sich mit dem +-Operator verkn•upfen:
wenna eine numerische Variable ist, so wird sie innerhalb derprint -Anweisung mittels
" " + a in eine Zeichenkette umgewandelt und ausgegeben. Wennprintln verwendet

wird, so erfolgt ein Zeilenvorschub.
Die Eingabe ist etwas schwieriger: Hier m•ussen m•ogliche Fehler explizit abgefangen
werden (es mu� aber nichts getan werden): Wir lesen eine ganze Zahl, indem wir eine
Zeichenkette lesen und diese umwandeln:

import java.io.*;
public static int readint()
{

String s; int i, k;
DataInput d = new DataInputStream(System.in);
try
{

s = d.readLine();
i = 0;
for (k=0; k < s.length(); k++)

i = 10 * i + ((int)s.charAt(k) - 48);
return i;

}
catch (IOException ignored) {}
return(0);

}
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Die Berechnung voni in der for -Schleife kann durchi = Integer.parseInt(s) er-
setzt werden.

Wir lesen Zeichenketten zeilenweise:

import java.io.*;
public class cat
{

public static void main(String args[])
{

DataInput d = new DataInputStream(System.in);
String line;
try
{

while ((line = d.readLine()) != null)
System.out.println(line);

}
catch (IOException ignored){}

}
}

2.5 Methoden

Rechenabl•aufe, die mehrmals (mit verschiedenen Parametern) wiederholt werden, oder
die man zur besseren Strukturierung eines Programms vom Rest des Programms ab-
trennen will, realisiert man durch Methodenaufrufe. Dazu m•ussen also Methoden de�-
niert werden. Die Kopfanweisung einer Methodendeklaration kann folgende Form ha-
ben:

public static TYP name (TYP1 f1, TYP2 f2)

Dabei gibt TYPden Ergebnistyp der Methode an; das Ergebnis wird mit derreturn -
Anweisung erzeugt und damit wird die Arbeit der Methode beendet; f1, f2 sind
•Ubergabeparameter (Argumente) mit entsprechende Typen. Wenn kein Ergebnis zur•uck-
gegeben werden soll, ist als

"
Ergebnistyp\ der Typ void anzugeben. Falls keine Para-

meter •ubergeben werden (m•ussen), ist eine leere Parameterliste ( ) zu•ubergeben. Es
sind rekursive Aufrufe m•oglich.
Das folgende Beispiel realisiert das sogenannte Hornerschema zur Berechnung des Werts
f (x0) f •ur ein Polynom f (x) = anxn + an� 1xn� 1 + : : : + a1x + a0, dabei wird die Aus-
klammerung f (x) = ( : : : ((anx + an� 1)x + an� 2)x + : : : + a1)x + a0 genutzt, um das
Berechnen von Potenzen zu vermeiden. Das Felda enth•alt die Koe�zienten.

import java.io.*;
public class horner
{
public static double horn (double[] a, double x0)
{



26 2 JAVA-GRUNDLAGEN

int i, n;
double f;
n = a.length - 1;
f = a[n];
for (i = n-1; i >= 0; i--)

f = f * x0 + a[i];
return f;

}

public static void main(String arg[])
{

double a[] = {1,1,1}; // also x^2+x+1
double h;
h = horn(a, 2.0);
System.out.println(h);

}

Beim Aufruf eines Unterprogramms werden die Werte der Parameter •ubergeben (
"
call

by value\), diese k•onnen innerhalb der Methode ver•andert werden, ohne da� sich das

"
nach au�en\ auswirkt. Dies ist bei primtitiven Typen zu beachten. Allerding sind die

"
Werte\ von nichtprimitiven Parameter-Typen (Strings, Feldern) deren Adressen, es

wird also direkt auf die Speicherpl•atze zugegri�en, den die Parameter belegen, zuge-
gri�en (call by reference), d.h. auch die Eingangsparameter k•onnen ver•andert werden
(Vorsicht!). Als aktuelle Parameter k•onnen nicht nur Variable, sondern auch Ausdr•ucke
•ubergeben werden (die kann man naturgem•a� nicht •andern). Eine sorgf•altige Dokumen-
tation aller Parameter ist unbedingt anzuraten.
Eine einfache Sortiermethode:

public static void sort(int[] feld)
{

int i, j, l = feld.length - 1, tausch;
for (i = 1; i <= l-1; i++)

for (j = i+1; j <= l; j++)
if (feld[i] >= feld[j])
{

tausch = feld[i];
feld[i] = feld[j];
feld[j] = tausch;

}
}

2.6 Programmeinheiten

Die Java-Programmeinheiten sind Klassen. In einer Klasse k•onnen Objekte und Me-
thoden vereinbart werden. Ein ausf•uhrbares Programm (eine Applikation) enth•alt eine
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main-Methode, an die Parameter von der Kommandozeile•ubergeben werden k•onnen.
In jeder Klasse kann (zu Testzwecken) einemain-Methode implementiert werden.

public class Klasse
{

public static void main(String arg[])
{

int i;
if (arg.length == 0)

System.out.println("Eingabe erwartet");
else
{

for (i = 0; i <= arg.length - 1; i++)
System.out.print(arg[i] + " ");

System.out.println();
}

}
}

2.7 Methoden f •ur Objekte

Wir de�nieren eine Klasseauto (so steht es in vielen Java-B•uchern), deren Methoden
haben Zugri� auf deren Objekte:

public class auto
{

public String name;
public int erstzulassung;

public int alter()
{

return 2006 - erstzulassung;
// oder 2006 - this.erstzulassung;

}
}

Wir erzeugen eine Instanz dieser Klase:

auto meinKombi;
meinKombi = new auto();

Wir belegen diese Variable:

meinKombi.name = "Trabant 600";
meinKombi.erstzulasung = 1978;
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Wir rufen die Methode auf:

System.out.print(meinKombi.alter() + "");

Ein besseres Beispiel:

public class rational
{

int zaehler, nenner; // das Objekt rational hat 2 Komponente n

public rational() // Konstruktor
{

this.zaehler = 0;
this.nenner = 0;

}

public rational(int z, int n) // alternativer Konstruktor
{

this.zaehler = z;
this.nenner = n;

}

public int ganzerTeil()
{

return this.zaehler / this.nenner;
}

public static rational add(rational a, rational b)
{

rational c = new rational(); //erstellt "leeres" Objekt
c.zaehler = a.zaehler * b.nenner + a.nenner * b.zaehler;
c.nenner = a.nenner * b.nenner;
return c;

}

}

Wir nutzen diese Klasse:

import java.io.*;
public class test
{

public static void main(String a[])
{

rational c = new rational();
c.zaehler = 5;
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c.nenner = 2;
System.out.println(c.ganzerTeil());
rational d = add(c, c);
// Ausgabe ?

}
}

Die SuperklasseObject enth•alt Methoden, die f•ur alle Arten von Objekten zug•anglich
sind, z.B.
a.equals(b) Vergleich, nicht: a == b
b = (TYP)a.clone() kopiert, nicht: b = a
s = a.toString() ergibt eine (druckbare) Zeichenkette.

Bei Deklarationen k•onnen (gleichnamige) Objekte in•ubergeordneten Klassen verdeckt
oder auch•uberschrieben werden. Wenn man das vermeiden will, sollte man den Varia-
blen ihren Klassen-Namen aufzwingen.

Wenn eine Klasse nur Variable (sog. Instanzmerkmale), aberkeine statischen Methoden
enth•alt, so entspricht dies dem Verbunddatentyp aus C oder Pascal (struct bzw.
record ).

Objekte werden angelegt, indem eine Variable vom Typ der Klasse deklariert und ihr
mit Hilfe des new-Operators ein neu erzeugtes Objekt zugewiesen wird:

rational c = new rational();

Es wird eine neue Instanz der Klasserational angelegt.

2.7.1 Attribute von Klassen, Methoden und Variablen

public : in der Klasse, in abgeleiteten Klassen und beim Aufruf einer Instanz der Klasse
verf•ugbar;
private : nur innerhalb der Klasse verf•ugbar;
static : nicht an die Existenz eines konkreten Objekts gebunden (wie obenadd), exis-
tiert solange wie die Klasse, w•ahrend ganzerTeil nicht-statisch ist;
final : unver•anderbar (Konstanten).

Klassenvariable (Attribut static ) werden nur einmal angelegt und existieren immer;
sie k•onnen von jedermann ver•andert werden (sie sind so etwas wie globale Variable).
Die Bezugnahme geschieht mit
klasse.name

Nicht-statische Methoden werden beim Erzeugen einer Instanz der Klasse verf•ugbar:

class c
{

String name;
public c
{
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this.name = "noch keiner";
};
public void i()
{

B.wl(this.name);
};

}

Aufruf:

c nc = new c();
nc.name = "neuer Name";
nc.i();

Die folgende Methode liefert nicht das, was man erwartet hat:

public static void tausch (int i, int j)
{
int h = i; i = j; j = h;
}

Hier wird zwar lokal etwas vertauscht, dadurch•andern sich aber die Wertei, j nicht.

Wenn die Parameter einer Methode einen nichtprimitiven Typhaben und ver•andert
werden, wirkt sich dies global aus. Parameter werden mittels

"
call by value\ •ubergeben;

hier sind es aber Adressen, welche auch unver•andert bleiben. Aber die Inhalte k•onnen
ver•andert werden.

Java importiert automatisch das Paket java.lang.* , dazu geh•ort z.B. die Klasse
Math, hier �nden man z.B. Math.sqrt(x) , die Math- Methoden haben als Ergebnistyp
double. N•utzlich ist auch Integer.MAX_VALUE.

2.7.2 Programmelemente { Zusammenfassung

� Anweisungen (k•onnen auch Deklarationen enthalten),

� Bl•ocke

{anw1;
anw2;
dekl1; //nur im Block gueltig
anw3;

}

Ein Block ist nach au�en nur eine Anweisung (nachif(...) usw. darf nur eine
Anweisung stehen, z.B. ein Block).

� Methoden: sie haben Namen, evtl. Parameter und R•uckgabewerte;
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� Klassen: sie enthalten Variable, die den Zustand von Objekten beschreiben, und
Methoden, die das Verhalten von Objekten festlegen; Klassen sind schachtelbar:
ihre Variablen k•onnen den Typ derselben Klasse haben; damit sind rekursive
Datenstrukturen (Listen) realisierbar;

Beispiel: Polymome

import java.io.*;

public class poly
{
public double co;
public int ex;
public poly next;

public poly() // Konstrukteur
{

this.co = 0.0;
this.ex = 0;
this.next = null;

}

public static boolean iszero(poly p)
{

return (!(p instanceof poly) || (p.co = 0.0));
}

public static void writep(poly p)
{

while (!(iszero(p)))
{

if (p.co > 0)
System.out.print("+");

System.out.print(p.co);
System.out.print("x^" + p.ex);
p = p.next;

}
System.out.print(" ");

}

public static poly add(poly aa, poly bb)
{

poly h, erg, a, b, alt = null; double x;
a = aa; b = bb; erg = new poly(); h = erg;
while (!iszero(a) || !iszero(b))
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{
if (iszero(a))
{

if (iszero(b)) return erg;
else
{

h.co = b.co; h.ex = b.ex; h.next = b.next;
}
if (iszero(erg)) return erg;

}
else if (iszero(b))
{

if (iszero(a)) return erg;
else
{

h.co = a.co; h.ex = a.ex; h.next = a.next;
}
if (iszero(erg)) return erg;

}
else
{

if (a.ex < b.ex)
{

if (!iszero(b))
{

h.co = b.co; h.ex = b.ex; alt = h;
h.next = new poly(); h = h.next;

}
b = b.next;

}
else if (a.ex > b.ex)
{

if (!iszero(a))
{

h.co = a.co; h.ex = a.ex; alt = h;
h.next = new poly(); h = h.next;

}
a = a.next;

}
else // (a.ex == b.ex)
{

x = a.co + b.co;
if (!zero(x))
{

h.ex = a.ex; h.co = x; alt = h;



2.7 Methoden f•ur Objekte 33

h.next = new DX(); h = h.next;
}
a = a.next; b = b.next;

}
}

}
if (iszero(erg)) return null;
if (!iszero(alt))

if (iszero(alt.next))
alt.next = null;

while (zero(erg.co))
erg = erg.next;

return erg;
}

� Pakete : Sammlungen von Klassen; jeder Methoden- oder Variablenname besteht
aus drei Teilen:

{ Paketname,

{ Klassen- oder Objektname,

{ Methoden- oder Variablenname, z.B.

java.lang.Math.sqrt

Wenn ein Paket importiert wurde, reicht der Klassenname zurDereferenzierung
einer Methode / Variablen aus (nicht der ganze Name ist n•otig);

Java wei� nat•urlich, wo es seine eigenen Pakete zu suchen hat, das obige steht in

.../java/classes/java/lang/

evtl. gibt es unter java auch nur einezip -Datei, die gar nicht ausgepackt werden
mu� (der Compiler wei�, wie er damit umzugehen hat).

� Applikationen (= Programme): Klassen mit main-Methoden;

� Applets: werden aus einer HTML-Seite heraus aufgerufen.

Eigene Pakete erstellt man, indem man den beteiligten Klassen sagt, da� sie beteiligt
sind:

package P;
public class A
{
...
}
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Dies geh•ort in die Datei A.java , wie ja der Klassenname sagt. Woher kann aber der
Compiler eine Information•uber das PaketP erhalten? Es gibt keine Datei mit diesem
Namen. Man kann sein Paket aber auch nicht unter.../classes unterbringen, denn
dort hat man keine Schreibrechte. Also: Die DateiA.java geh•ort ins Verzeichnis

./P

Dort wird sie gesucht und gefunden. Pakete nutzt man mit

import P.*;

Die Klassen im aktuellen Verzeichnis. werden zu einem namenlosen Paket zusammen-
gefa�t; deren Methoden k•onnenohneImporte verwendet werden.

Das Paket java.lang wird automatisch importiert, man hat also automatisch eine
Funktion wie Math.sin zur Verf•ugung.

2.8 Das Paket HUMath

Seit kurzem steht innerhalb der HU ein Paket zur Verf•ugung, das dazu beitragen
soll, da� nicht jeder das Fahrrad neu er�nden mu�. Es zerf•allt in zwei Teilpakete:
HUMath.Numerikund HUMath.Algebra. Das erste enth•alt einige Klassen mit

"
sprechen-

den\ Namen wieFileWrite , wo man ahnen kann, was f•ur Methoden sie bereitstellen.
Diese Klassen sind von Dr. Rene Lamour erstellt worden. Die Klassen des zweiten
Pakets (Autor H. Grassmann) haben Namen, die nur aus Gro�buchstaben bestehen,
deren Bedeutung soll kurz erl•autert werden:

Die KlasseB (=
"
Basis\) enth•alt Methoden mit kurzen Namen f•ur die Ausgabe, z.B.

wl() ; es ist eben leichter zu schreiben

B.wl(i);

als

System.out.println(i + " ");

Mit readstr() kann man eine Zeichenkette einlesen, ohne sich um Datenstr•ome k•ummern
zu m•ussen; es gibt eine Methode zum Lesen von Dateien, eine zur gra�schen Darstel-
lung von Polynomen, zur Zeitmessung usw.

Hier folgt eine •Ubersicht •uber die Methoden der KlasseB.java , alle Methoden sind
statisch:
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Methode Beschreibung Beispiel
String toString(double b) Stringdarstellung String s = toString(0.5)
String Q2l(Q a) LATEX-Ausgabe s = Q2l(new Q(1,2))
void wr(String s) Ausgabe wr(" abc")
void wr(long l) Ausgabe wr(12345)
void wr(double s) Ausgabe wr(1.5)
int toInt(String s) String� > int i = toInt(" 123")
int readint() Lesen i = readint()
String readstr() Lesen s = readstr()
double read() Lesen x = read()
double s2d(String s) String� > double d = s2d(" 0.5")
String readstr() Lesen s = readstr()
void schreibStringInDatei
(String filename, String s)

void schreibInDatei
(String filename, String [] s)

static String[] liesDatei
(String filename, int from, int to)

void schreibFeldInDatei
(String filename, int[] feld, int max)

long zeit(long ll) Zeitmessung l = zeit(0) Anfang
l = zeit(l) Stop, Ausgabe

Analog zu denwr-Methoden gibt eswl-Varianten, wo ein Zeilenwechsel angeh•angt wird.

Die KlasseQ de�niert ein Objekt, das eine rationale Zahl darstellt und enth•alt Me-
thoden, die die arithmetischen Operationen implementieren. Hier treten keinerlei Run-
dungsfehler auf.

Die KlasseC de�niert ein Objekt, das als komplexe Zahl (mitdouble-Komponenten)
aufgefa�t wird und liefert Rechen-Methoden mit komplexen Zahlen.

Alle Klassen, deren Name einX enth•alt, de�nieren Polynome und Operationen mit ih-
nen, wobei der Anfangsbuchstabe den Koe�ziententyp festlegt, z.B. QX(Mathematiker
schreibenQ[X ]). Der AnfangsbuchstabeDbedeutet double.

Alle Klassen, deren Name einM enth•alt, arbeiten mit Matrizen •uber dem ebenfalls
angegebenen Koe�zentenbereich, z.B.QXM.

2.9 Entwicklung eines Programms

1. Quelltext erstellen, z.BT.java ,

dazu ist es hilfreich, sich ein einziges Mal eine Muster-Datei anzulegen, diese mit
Sinn zu erf•ullen und unter dem

"
richtigen\ Namen abzuspeichern, z.B.

import HUMath.Algebra.*;
public class ???
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{
public static int m()
{
}

public static void main (String[] args)
{
}

}

2. •Ubersetzen des Quelltexts mittels

javac6 T.java (wir verwenden die Verion 6)

ggf. werden Syntaxfehler angezeigt, die zu korrigieren sind. Wenn keine Fehler
vorhanden sind, entsteht die Datei

T.class

dies ist keine ausf•uhrbare Datei (kein Maschinencode), sondern
"
Java-Bytecode\,

der auf allen Plattformen durch einen Java-Interpreter ausgef•uhrt werden kann:

java6 T

2.10 Gra�k

Ein Beispiel:

import java.awt.*; // fuer Grafik
import java.awt.event.*; // zum Abschluss

public class sinus extends java.applet.Applet
// Die Applet-Klasse wird erweitert; ihre Methoden stehen h ier zur Verfuegung.
{

public static int s = 60;
// 60 Pixel soll die Einheit sein, (nur) hier ist ggf. zu aende rn;
// s soll ein Teiler von 600 sein

public static double p = 1.0 / s; // 1 Pixel

public void paint(Graphics g)
{

int ya, y, i,j;
for (i = 0; i < 600; i = i+s) // Koordinatensystem

g.drawLine(i,0,i,600);
for (i = 0; i < 600; i = i+s)

g.drawLine(0,i,600,i);
g.setColor(Color.red);
g.drawLine(0,300,600,300); g.drawLine(300, 0, 300, 600) ;
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g.setColor(Color.blue);
ya = (int)(-Math.sin(-300*p)*s) + 300; // Anfang
for (i = 1; i< 600; i++)
{

y = (int)(-Math.sin((i-300)*p)*s) + 300; // verschieben
if ((y > 0) && (y < 600)) // drin ?

g.drawLine(i-1,ya,i,y); // von alt nach neu
ya = y; // weitersetzen

}
}

public static void main(String[] arg)
{

Frame f = new Frame("Sinus");
f.setBackground(Color.white);
f.addWindowListener(new WindowAdapter()
{

public void windowClosing(WindowEvent e)
{System.exit(0);}

}
);
sinus m = new sinus();
f.add(m);
f.setSize(600, 600);
f.show();

}
}

Wenn man eine andere Gra�k herstellen will, mu� man das alleskopieren usw. Ich
habe deshalb eine Klasse Plotter gescha�en, die diese M•uhe •ubernimmt:

package HUMath.Algebra;

import java.awt.*; // fuer Grafik
import java.text.*; // Text in der Grafik
import java.awt.event.*; // zum Abschluss
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/** graphische Darstellung von Funktionen
@author Heinrich Mellmann, Hubert Grassmann
@version 21.12.2004
*/

public class Plotter extends java.awt.Frame
{
/**
Groesse der Einheit in Pixeln;
die Fenstergroesse ist mit 600 Pixeln festgelegt;
der Rueckgabewert (beim Ueberschreiben) soll ein Teiler vo n 600 sein.
*/

public int unit()
{

return 60;
}

/** 1 Pixel als Teil der Einheit */
public double p = 1.0 / unit();

/** diese Funktionen sollen geplottet werden,
das kann von aussen ueberschrieben werden */

public double[] f(double x)
{

double t[] = new double[1];
t[0] = x;
return t;

}

public Color[] farben = {Color.red, Color.green, Color.bl ue};

public void paint(Graphics g)
{

int ya[], y[], i, j, k, n, s = unit();
for (i = 0; i <= 600; i = i+s) // Koordinatensystem

g.drawLine(i,0,i,600);
for (i = 0; i <= 600; i = i+s)

g.drawLine(0,i,600,i);
g.setColor(Color.red);
g.drawLine(0,300,600,300); g.drawLine(300, 0, 300, 600) ;
double[] t = f(0);
n = t.length;
ya = new int[n]; y = new int[n];
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t = f(-300*p);
for (k = 0; k < n; k++)

ya[k] = (int)(-t[k] * s) + 300; // Anfang
for (i = 1; i<= 600; i++)
{

for (k = 0; k < n; k++)
{

g.setColor(farben[k % 3]);
t = f((i-300)*p);
y[k] = (int)(-t[k] * s) + 300; // verschieben
if ((y[k] > 0) && (y[k] < 600)) // drin ?

g.drawLine(i-1,ya[k],i,y[k]); // von alt nach neu
ya[k] = y[k]; // weitersetzen

}
}

}

/*********************************************
*Heinrich:
Konstruktor

*/
public Plotter(){

//rufe den super-constructor auf
super("Funktionen");
//Hintergrung
this.setBackground(Color.white);
//schliess-Methode ;)
this.addWindowListener(new WindowAdapter()

{ public void windowClosing(WindowEvent e)
{

System.exit(0);
}

} );
//groesse
this.setSize(600, 600);
//zeige das fenster nach der Konstruktion
this.show();

}//end constroctor Plotter
}

Nun ist das Plotten ganz einfach: Wir•uberschreiben in einem neuen Programm die
Methode f :

import HUMath.Algebra.*;
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public class g
{
public static void main (String[] arg)
{

Plotter h = new Plotter()
{

//wir ueberschreiben die Methoden f() und unit()!!!
public double[] f(double x)
{

double t[] = new double[3];
t[0] = (10.0 / (x*x/20.0+1) -7.0) * x / 3.0;
t[1] = Math.sin(x);
DX p = DX.lin(2.0); DX q = DX.lin(-1.0); DX r = DX.mult(p,q);
t[2] = DX.wert(r, x);
return t;

}
public int unit()
{

return 30;
}

};
}

}

2.11 Dateibehandlung

Dies wollen wir uns nur anhand einiger Beispiele (Rezepte) ansehen, ohne auf die
Bedeutung der Funktionen einzugehen.

import java.io.*;
public class ausgabe // Guido Krueger
{
public static void main(String arg[])
{

BufferedWriter f;
String s;
if (arg.length == 0)

System.out.println("Dateiname erwartet");
else
{

try
{

f = new BufferedWriter(new FileWriter(arg[0]));
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for (int i = 1; i <= 100; i++)
{

s = "Dies ist die " + i + ". Zeile";
f.write(s);
f.newLine();

}
f.close();

}
catch(IOException e)
{

System.out.println("Fehler");
}

}
}

import java.io.*;
public class nummer
{
public static void main(String arg[])
{

LineNumberReader f;
String line;
try
{

f = new LineNumberReader(new FileReader("nummer.java")) ;
while ((line = f.readLine()) != null)
{

System.out.print(f.getLineNumber() + ": ");
System.out.println(line);

}
f.close();

}
catch(IOException e)
{

System.out.println("Fehler");
}

}
}

/** liest die Datei "von", verschiebt Zeichen zyklisch um "u m"
Zeichen, gibt Ergebnis in Datei "nach" aus */

public static void caesar(String von, String nach, int um)
{

FileReader fr; // Zeichen fuer Zeichen lesen
FileWriter fw; // und schreiben
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int c, d;
try
{

fr = new FileReader(von);
fw = new FileWriter(nach);
while ((c = fr.read()) != -1) // Datei zu Ende
{

B.wr((char)c);
d = (c + um + 128) % 128;
fw.write(d);

}
fr.close();
fw.close();

}
catch (IOException e)
{

wl("Lesefehler");
}

}

Zum Schlu� noch ein sch•ones Beispiel:

import java.math.BigInteger;
import java.util.*; // insbes. wird die Klasse Vector impor tiert,

// das ist ein Feld, das wachsen kann
public class factor // D. Flanagan
{

protected static Vector table = new Vector();
static { table.addElement(BigInteger.valueOf(1))};

//erstes Element initialisieren

public static BigInteger factorial(int x)
{

if (x < 0)
throw new IllegalArgumentException("x darf nicht negativ sein");

for (int size = table.size(); size <= x; size++)
{

BigInteger lastfact = (BigInteger)table.elementAt(size - 1);
BigInteger nextfact = lastfact.multiply(BigInteger.val ueOf(size));
table.addElement(nextfact);

}
return (BigInteger)table.elementAt(x);

}

public static void main(String[] arg)
{
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for (int i = 1; i <= 50; i++)
System.out.println(i + "! = " + factorial(i));

}

Den Umgang mit Dateien (genauer: die notwendige Behandlungeventueller Ausnah-
men) lernt man am Besten anhand von Beispielen, z.B. bei Flanigan, S. 175 - 212.

Schlie�lich wollen wir die Absolutwerte einer komplexen Funktion anschauen, das Lis-
ting ist mit nummerhergestellt worden:

1: // Hubert Grassmann, 24.9.2002
2: import HUMath.Algebra*;
3: import java.awt.*; // fuer Grafik
4: import java.text.*; // Text in der Grafik
5: import java.awt.event.*; // zum Abschluss
6:
7: public class gg extends java.applet.Applet
8: {
9: public static CX pol; // Das Polynom
10: public static int s = 50; // 50 Pixel soll die Einheit sein
11: public static double p = 1.0 / s; // 1 Pixel
12:
13: public void paint(Graphics g)
14: {
15: int x, y = 0, i,j, w = 0;
16: double ww;
17: for (i = 0; i <= 600; i = i+s) // Koordinatensystem
18: g.drawLine(i,0,i,600);
19: for (i = 0; i <= 600; i = i+s)
20: g.drawLine(0,i,600,i);
21: g.setColor(Color.red);
22: g.drawLine(0,300,600,300); g.drawLine(300, 0, 300, 6 00);
23: Color farb;
24: for (x = 1; x<= 600; x++)
25: for (y = 1; y <= 600; y++)
26: {
27: ww = 0.0005 *

C.abs(CX.wert(pol,
28: new C(((x-300)*p),((-y+300)*p)))) * s + 300;
31: g.setColor(B.berechneFarbe((int)ww));
32: g.drawRect(x,y,1,1);
33: }
34: }
35:
36: public static void initpol()
37: {
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38: int x, y;
39: double ww;
40: CX h1, h2, h3, h4, h5;
41: h1 = CX.lin(1);
42: h2 = CX.lin(new C(2,2)); h3 = CX.multp(h1, h2);
43: h1 = CX.lin(new C(-3, -2)); h2 = CX.lin(-3); h4 = CX.multp (h1, h2);
44: h1 = CX.lin(4); h2 = CX.lin(new C(0, 4)); h5 = CX.multp(h1 , h2);
45: h1 = CX.multp(h3, h4); h2 = CX.multp(h1, h5);
46: h5 = CX.lin(new C(5,5)); h1 = CX.multp(h2, h5);
47: pol = CX.zmalp(new C(0.0001,0.0), h2);
48: }
49:
50: public static void main(String[] arg)
51: {
52: initpol();
53: Frame f = new Frame("Funktionswerte");
54: f.setBackground(Color.white);
55: f.addWindowListener(new WindowAdapter()
56: { public void windowClosing(WindowEvent e) {System.ex it(0);}} );
57: gg m = new gg();
58: m.init(); m.start(); f.add("Center", m);
59: f.setSize(600, 600); f.show();
60: }
61: }

2.12 Die Klasse DM

Nun soll die Klasse DM ausf•uhrlicher vorgestellt werden, dort werden Methoden zur
L•osung der grundlegenden Aufgaben der linearen Algebra bereitgestellt. Sie k•onnen
diese nutzen, um Ihre•Ubungsaufgaben zu l•osen.

public class DM
{
/** die Eintraege */
public double[] [] mat;

/** ausgezeichnete Spalten */
public int[] pivot; // ausgezeichnete Spalten
/** rk = Rang, m = Zeilenzahl, n = Spaltenzahl */
public int rk, m, n;

/** Konstruktor; z Zeilen, s Spalten */
public DM(int z, int s) // Konstrukteur
{

this.mat = new double[z+1][s+1];
int i,j;
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for (i=1; i<=z; i++)
for (j=1; j<=s; j++)

mat[i][j] = 0;
this.pivot = new int[s+1];
this.rk = 0;
this.m = z;
this.n = s;

}

Wir lesen und schreiben eine Matrix mittels

public static DM read()
public static void write(DM a)
public static DM fromFile(String name)
public static void toFile(DM m, String name)

Bei der Datei-Ein- und -Ausgabe werden zuerst Zeilen- und Spaltenzahl gelesen /
geschrieben, danach kommen die Koe�zienten, und zwar erfolgt jede Eintragung in
einer neuen Zeile.

DM b = DM.fromFile("mat");
DM.write(b);

1.0 2.0 0.0 3.0 0.0 5.0 0.0 8.0
1.0 2.0 2.0 11.0 0.0 17.0 0.0 26.0
1.0 2.0 1.0 7.0 3.0 32.0 0.0 47.0
1.0 2.0 1.0 7.0 1.0 18.0 4.0 71.0

(Hier wird die Matrix in
" •ublicher\ Form ausgegeben.)

Dies soll die erweiterte Koe�zientenmatrix eines linearenGleichungssystems mit 4
Gleichungen und 7 Unbekannten sein. Wir wenden den Gau�schen Algorithmus an,
das Ergebnis ist die

"
reduzierte Zeilensta�elform\ (rref bei MATLAB):

DM b1 = DM.GAUSS(b);
DM.write(b1);

1.0 2.0 0.0 3.0 0.0 5.0 0.0 8.0
0.0 0.0 1.0 4.0 0.0 6.0 0.0 9.0
0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 7.0 0.0 10.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 11.0

Die 1., 3., 5. und 7. Spalte sind Pivotspalten, diese Information steht in b1.pivot . Wir
k•onnen uns auch L•osungen ansehen:
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DM c = DM.loesung(b1);
DM.write(c);

-2.0 -3.0 -5.0 8.0
1.0 0.0 0.0 0.0

-0.0 -4.0 -6.0 9.0
0.0 1.0 0.0 0.0

-0.0 -0.0 -7.0 10.0
0.0 0.0 1.0 0.0

-0.0 -0.0 -0.0 11.0

Die letzte Spalte ist eine spezielle L•osung des Gleichungssystems, die anderen Spalten
bilden eine Basis des L•osungsraums des zugeh•origen homogenen Gleichungssystems.
Wir k •onnen auch noch die Probe machen (das leistet DM nicht selbst):

double x;
for (k = 1; k <= 4; k++)
{

for (i = 1; i <= 4; i++)
{

x = 0.0;
for (j = 1; j <= 7; j++)

x = x + b.mat[i][j] * c.mat[j][k];
B.wl(x);

}
B.wl();

}

Die folgenden Methoden verraten von selbst, was sie mit Matrizen tun:

public static DM add(DM a, DM b)
public static DM sub(DM a, DM b)
public static DM scmult(DM a, double z)
public static DM mult(DM a, DM b)
public static DM inv(DM a)
public static double[] charpol(DM a)
public static DX charPol(DM a)
public static double det(DM a)
public static void Gram_Schmidt(DM a)
public static DM[] qr(DM a)

Die KlassenCMund QMenthalten die gleichnamigen Methoden f•ur C- bzw. Q-Matrizen.

Wenn Sie an einem der dargestellten Programme interessiertsind, um sie selbst zu nut-
zen, so tippen Sie bitte nicht den gedruckten Text ab (Tippfehler sind unausbleiblich),
sondern kopieren Sie die entsprechenden Teile aus der pdf-Datei dieses Skprits, das auf
meiner HomePage bereitsteht.
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3 Kommunikation mitttels Computer

Wenn Rechner miteinander verbunden werden, kann man von einem Rechner aus auf
die Resourcen des anderen zugreifen: Man kann die auf der anderen Festplatte vorhan-
denen Daten und Programme nutzen. Die einfachste Verbindung zweier PCs geschieht
durch ein Nullmodem, das sind vier Dr•ahte, die bestimmte Anschl•usse der seriellen
oder parallen Schnittstellen verbinden; dann braucht man noch etwas Software, die
den Datenaustausch organisiert.
In den USA wurde Ende der 60er Jahre begonnen, Computer milit•arischer Einrichtun-
gen und von Universit•aten zu verbinden. Das Internet, ein die ganze Welt umspannen-
des Netz von ca. 3 Millionen Computern, entstand Mitte der 80er Jahre.

Die einfachste Art der Kommunikation ist das Versenden und Empfangen von Briefen:
die elektronische Post, e-mail. Zur Verwendung von e-mail sind drei Dinge notwendig:
Der Text eines Briefs mu� vorhanden sein. Die Adresse des Empf•angers mu� bekannt
sein. Es mu� ein Programm vorhanden sei, das die Post verschickt. Zuerst zur Adresse:
Jede Person, die Zutritt zum Internet erlangt, erh•alt mit seinem Login gleichzeitig eine
e-mail-Adresse. Wenn sein Login-Name N lautet, er bei der Institution I arbeitet und
im Land L wohnt, k•onnte seine e-Mail-Adresse

n@i.l

lauten, z.B. hgrass@mathematik.hu-berlin.de . Da� die Nutzernamen innerhalb ei-
nes lokalen Netzes eindeutig sind, wird durch die jeweilgenSystem-Verantwortlichen
gew•ahrleistet. Da� sich die verschiedenen Rechner voneinander unterscheiden lassen,
ist durch die Vergabe eindeutiger Rechnernummern durch diein jedem Land wirkenden
Netzwerk-Informations-Zentren (NIC) zu sichern.
Nun zum Verschicken: Wenn die Datei D den zu versendenden Text enth•alt, so schreibt
man

mail n@i.l < D

dabei wird dem Programm mail die Datei D als Eingabedatei•ubergeben. Wenn man
nur

mail n@i.l

schreibt, folgt die Au�orderung

Subject:

und man soll einen
"
Betre�\ eingeben. Danach schreibt man seinen Text. Die Ein-

gabedatei f•ur mail ist jetzt die Tastatur. Man beendet eine Datei, indemman das
Dateiende-Kennzeichen<cntrl>+Z (unter DOS) bzw. <cntrl>+D (unter Unix / Linux)
eingibt, oder indem man eine Zeile schreibt, die nur aus einem Punkt besteht; letzeres
ist am einfachsten.

Es gibt auch mailtools, die etwas mehr Komfort bieten: Bei Netscape ist eswebmail,
siehe unterhttps://webmail.mathematik.hu-berlin.de , am beliebtesten istkmail ,
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da gibt es eine Ikone auf der Werkzeugleiste (man mu� dieses Programm vor dem ersten
Benutzen

"
einrichten\). In neueren Linux-Versionen gibt esthunderbird .

Man kann eingegangene Post lesen, indem man das Programm mail ohne Parameter
aufruft. Man erh•alt zun•achst eine Liste der Absender eingegangener Briefe, aus denen
man sich einen ausw•ahlen kann.
Die herk•ommliche gelbe Post wird von e-mail-Nutzern als

"
snail mail\ bezeichnet, sie

hat aber auch einige Vorz•uge: Wirklich wichtige Dinge sollte man nicht ausschie�lich
per e-mail verschicken; aus diesem oder jenen Grund kann elektronische Post auch ver-
lorengehen. Man soll sich also best•atigen lassen, da� die Nachricht angekommen ist.
Auf der anderen Seite soll man wirklich vertrauliche Dinge auch nicht, zumindest nicht
unverschl•usselt, dem Internet anvertrauen (fast jeder kann alles lesen). Allerdings den-
ken die entsprechenden staatlichen Stellen intensiv dar•uber nach, wie es zu verhindern
ist, da� unkontrolliert verschl •usselte Botschaften versandt werden.

Mit dem Programm telnet , dem ersten Dienst, der im Internet eingerichtet wurde,
kann man auf einem fremdem Rechner so arbeiten, als s•a�e man davor. Man schreibt

telnet rechnername

und wird vom fremden Rechner zum Einloggen aufgefordert. Zum Einloggen mu� man
nat•urlich berechtigt sein, aber wenn man das nicht w•are, w•u�te man sicher gar nicht
den Namen des Rechners, den man nutzen will. Es ist allerdings zu beachten, da� das
Pa�word unverschl•usselt •uber die Leitung geschickt wird. Bei Verwendung des Dienstes
ssh (security shell) ist diese Sicherheitsl•ucke geschlossen, jedoch mu� dieser Dienst auf
beiden beteiligten Rechnern installiert sein, was man nicht ohne weiteres voraussetzen
kann.

ssh -l grassma emmy.uni-muenster.de
ssh -l hgrass ssh.mathematik.hu-berlin.de
Mit der Option -X kann man die Ausgaben eines Programms, die auf dem entfernten
Rechner im Gra�k-Modus anfallen, auf den eigenen Rechner leiten.

Ein weiterer Dienst ist das File Transfer Protocolftp . Es gibt an vielen Universit•aten
spezielle Rechner, die nichts anderes tun, als Daten f•ur den Austausch bereitzuhalten.
Dies sind die FTP-Server. Auf diese Rechner darf jeder zugreifen, man schreibt:

ftp rechnername

und wird nach seinem Namen gefragt

username:

Es ist •ublich, da� ein Login mit dem Namen anonymousoder einfachftp eingerichtet
ist, mit diesem loggt man sich ein. Danach wird ein

"
Pa�wort\ abgefragt, das keins

ist. Man wird gebeten, als Pa�wort seine vollst•andige e-mail-Adresse anzugeben. Dann
folgt der Prompt

ftp>
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Normalerweise wei� man, in welchem Verzeichnis die Daten liegen, die man sich holen
will. Wenn nicht, so mu� man den Verzeichnisbaum durchst•obern. Mit dem Kommando

ls

schaut man sich Inhaltsverzeichnisse an, mit

cd

wechselt man Verzeichnisse. Mit

get filename

oder

put filename

holt man sich eine Datei bzw. schreibt eine Datei (falls man dies darf, dies ist nicht
automatisch erlaubt, ggf. mu� man sich mit dem Administrator des Servers in Verbin-
dung setzen). Will man mehrere Dateien lesen oder schreiben, so gibt man am besten
zun•achst das Kommando

prompt

das schaltet Einzelr•uckfragen ab, danach z.B.

mget *.dat

oder

mput a*

Dabei werden ASCII-Dateien•ubertragen. Will man bin•are Dateien, z.B. gepackte Pro-
gramme,•ubertragen, so sendet man vorher das Kommando

bin

Mit

quit

kappt man die Verbindung.

Sicherer ist die Verwendung vonsftp :

sftp grassma@emmy.uni-muenster.de

Noch mehr Service liefertscp, die Syntax lautet

scp [[usr1@]host1:]file[[usr2@]host2:][file2]

dabei kannfile2 auch ein Verzeichnis sein. Ich mache das von zu Hause aus so:
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scp datei hgrass@zio.mathematik.hu-berlin.de:/u/hgras s

Und umgekehrt (aus der Uni nach Hause):

scp hgrass-p@zio.mathematik.hu-berlin.de:~hgrass-p/S S08/* .

Mit den Diensten Gopher und WWW wurde ein bequemer Zugri� aufweltweit ver-
streute Informationen m•oglich. Hierzu gab es zun•achst zeilenorientierte

"
Web-browser\,

also
"
Netz-St•oberer\; das World Wide Web wurde 1993/94 bekannt, als mit dem Brow-

ser mosaic eine gra�sche Ober
•ache geboten wurde. Wenn die Texte im Format Hy-
pertext Markup Language (HTML) erstellt wurden, so kann mansich durch einen
Mausklick auf markierte Worte automatisch auf andere Rechner/Dateien weiterleiten
lassen. Dieses System wurde von Marc Andreesen entwickelt,er war damals Student,
sp•ater gr•undete er die Firma Netscape, deren gleichnamiger Browsermosaic so gut
wie verdr•angt hat.
In die Gestaltung ihrer Internet-Seiten verwenden die Autoren immer aufwendigere
Techniken, bunte, bewegte Bilder usw., oft einfach, um aufzufallen. Daraus resultieren
teilweise erhebliche Ladezeiten. Einige Browser zeigen den aktuellen Datendurchsatz
beim Laden an. Wenn dieser bei 1 ... 2 KByte / s liegt, kann man froh sein, bei 150
Byte / s wird man ungeduldig. Das Wort \stalled\ hei�t: abgew •urgt.
F•ur den Hausgebrauch (wenn also beim Surfen Telefonkosten anfallen) ist die Verwen-
dung der frei erh•altlichen Browserlynx oder arena vorteilhaft, diese •ubertragen keine
Bilder und Farben und unterst•utzen keine Maus-Operationen; den Links folgt man mit
den Pfeil-Tasten.
Wenn es einem einmal gelungen ist, ins Netz einzudringen (dazu mu� man nur eine
Adresse kennen), so wird man durch freundliche vorhandene Insassen um die ganze
Welt geleitet. Auf die Heimatseite des Instituts f•ur Mathematik gelangt man durch
Eingabe der URL (uniform resource locator)

http://www.mathematik.hu-berlin.de/

Dort kann man sich das Vorlesungsverzeichnis ansehen, zur Informatik, dem Rechen-
zentrum oder zu anderen mathematischen Instituten in Berlin bzw. Deutschland durch-
hangeln oder in den von Mitarbeitern und Studenten gestalteten

"
pers•onlichen Seiten\

nachschauen, worauf diese hinweisen wollen. Da ist man schnell in der Gem•aldegalerie
von Bill Gates gelandet.
Zur Gestaltung eigener Web-Seiten ist es zweckm•a�ig, zuerst mal eine Seite von einem
Bekannten, die in HTML geschreiben ist, zu kopieren (der Bekannte ist auf die gleiche
Weise zu seiner Vorlage gekommen) und sich als ASCII-Text anzusehen. Da erf•ahrt man
schon viel•uber die Struktur dieses Formats. Nun•andert man die pers•onlichen Angaben
einfach ab und speichert die Datei unter einem vom SysOrg vorgegebenen Namen, oft
Wellcome.html oder index.html in einem ebenfalls vorgegebenen Verzeichnis, in
dem alle Nutzern Leserechte haben, ab; das Verzeichnis k•onnte z.B. public_html
hei�en.
(Unter DOS ist die Dateinamenserweiterung.htm zu verwenden.)
Eine Einf•uhrung in HTML wird in dem

"
Buch\ HTML-Einf •uhrung von H. Partl gege-

ben, das im Web u.a. unter der URL
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http://www.mathematik.hu-berlin.de/~richter/hein.ht ml

zu �nden ist, gegeben. Mir wurde auch

www.sellhtml.teamone.de
empfohlen, aber ich wollte keine halbe Stunde was runterladen, was mir dann doch
nicht gef•allt.

Eine Einf•uhrung ins Internet �ndet man in dem Buch von M. Scheller u.a., das ebenfalls
im Web lesbar ist; fragen Sie unterscheller@ask.uni-karlsruhe.de an.

Wenn man an einem Rechner sitzt und auf einem anderen etwas editieren will, mu�
man dazu nat•urlich berechtigt sein. Man kann aber evtl. seinen favorisierten Editor
nicht benutzen, weil der fremde Rechner den gar nicht kennt oder nicht wei�, wohin
der denn die Daten schicken soll (der fremde Rechner wei� nichts •uber Sie). Hier hilft
der Editor vi , der auf jedem Unix-Rechner installiert ist. Der Aufruf erfolgt mittels

vi dateiname

Mit dem Kommando :set nu kann man sich Zeilennummern anzeigen lassen. Nun
kann man sich mit den Kursor-Tasten im Text bewegen, wenn dasnicht geht, helfen
die Tasten h, j, k, l und die Return-Taste. Das Zeichen unter dem Kursor streicht
man mit x, man ersetzt es mitr neues-Zeichen . Die aktuelle Zeile streicht man mit
dd.
Um etwas in den Text einf•ugen zu k•onnen, mu� man sich mittelsi in den Insert-Modus
begeben oder mito bzw. Oeine Leerzeile unter bzw.•uber der aktuellen einf•ugen.

Nun kann man schreiben. Den Insert-Modus verl•a�t man mit der Escape-Taste. Zum
Sichern schreibt man:wq.

Das waren nur die allereinfachsten Kommandos, nat•urlich gibt es auch•uber vi ganze
B•ucher.

4 Professionelle Software

4.1 Mathematica

"
Mathematica ist ein allgemeines Softwaresystem und eine Sprache, die f•ur mathema-

tische und andere Anwendungen bestimmt ist.\ (Stephen Wolfram, Mathematica)

Man kann Mathematica wie einen Taschenrechner benutzen, als Zahlbereiche werden
(beliebig lange) ganze Zahlen, rationale Zahlen (Br•uche), Gleitkommazahlen beliebiger
Genauigkeit sowie komplexe Zahlen bereitgestellt. Weiterhin kann symbolisch (mit Po-
lynomen) gerechnet werden und es werden Operationen mit Listen erm•oglicht. Nach der
Eingabe einer Anweisung wird diese ausgewertet und das Ergebnis ausgegeben. Wenn
die Eingabe mit einem Semikolon beendet wird, wird das Ergebnis nur berechnet, aber
nicht ausgegeben.

Beispiele f•ur Eingaben:
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5 + 123
3 ^ 80
a = 20
b = 54
a b (oder a * b)
a / b
a - b
(x + y)^2 (x, y sind Unbestimmte)
{1, 3, 5} * 7
!(a == 7)
p && q && ...
p || q || ...
Xor[p, q, ...]
If[p, then, else]
Do[ausdr, {i, min, max, incr}]
While[test, ausdr]
For[start, test, inc, ausdr]

Auswahl eingebauter mathematischer Funktionen:

Sqrt[2]
Exp[3]
Log[4]
Log[2, 8] (ergibt 3)
Sin[x], Cos[x], Tan[x], ArcSin[x], ArcCos[x], ArcTan[x]
n!
Abs[x]
Round[x]
Mod[10, 3] (ergibt 1)
Random[]
Max[x, y, ...], Min[x, y, ...]
FactorInteger[n] (Primfaktoren)
GCD[a, b, ...]
LCM[a, b, c, ...]
Divisors[n]
PrimePi[n] Zahl der Primzahlen < n
Prime[k] k-te Primzahl
PrimeQ[n] ist n eine Primzahl?
Binomial[m, n]
Multinomial[n1, n2, ...]
Factor[p] zerlegt ein Polynom
N(ausdruck) ergibt den numerischen Wert
N[Pi]
N[E, 20]

Alle Funktionsnamen von Mathematica beginnen mit Gro�buchstaben, wenn man die
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Namen selbstde�nierter Funktionen mit Kleinbuchstaben beginnen l•a�t, kann es keine
Kon
ikte mit eingebauten Funktionen geben:

f[x_] := x^3 (Definition)
f[5] (Aufruf)

Als Beispiel programmieren wir nochmal das Horner-Schema.Wir schreiben folgenden
Text in die Datei in.m :

c = {1,2,3,4,5}
horner[x_,c_]:= (n = Length[c]; s = c[[n]];

For[i = n-1, i>0, i=i-1, s=s*x+c[[i]]];s)

Innerhalb von math rufen wir dann h[2,c] auf, das Ergebnis ist 129.

Formelmanipulation:

D[ArcTan[x], x]
Integrate[x^n, x]
Sum[1/i, {i, 1, 10}]
Prod[x+i, {i, 0, 3}]
Solve[x^2 + 2 x + 1 == 0, x]
NSolve[x^5 + x + 1 == 0, x]

In Listen kann man Objekte zusammenfassen, man rechnet wie mit Vektoren. Eine
Matrix ist eine Liste gleichlanger Listen.

a = {x^2, x^3, x^4}
D[a]
Table[i^2, {i, 6}]
Product[x^i + i, {i, 0, 4}]
v = {1, 2}
3 v + 7
m = {{a, b}, {c, d}}
m[[1]] (Ergebnis: {a, b})
m[[1,2]] (Ergebnis: b)
v . w (Skalarprodukt von Vektoren)
m . v (Matrix mal Vektor)
m . m (Matrixprodukt)
IdentityMatrix[5]
Inverse[m]
Det[m]
Det[m - x IdentityMatrix[2]]
Eigenvalues[m]
Eigenvectors[m]
First[liste]
Rest[liste]
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MemberQ[liste, el]
Position[liste, el]
Prepend[liste, el]
Append[liste, el]
Join[l1, l2]
Union[l1, l2] (Ergebnisliste ist sortiert)
Sort[liste]

Anweisungen k•onnen von einer Datei eingelesen werden, dabei mu� jede Anweisung in
einer neuen Zeile stehen:

<< datei

Man kann einen Ausdruck in eine Datei schreiben:

ausdr >> datei
ausdr >>> datei

Die erste Variante•uberschreibt die Datei, bei der zweiten wird der Ausdruck angeh•angt.

Ohne den Damen und Herren von Wolfram Research, wo man das Programm kaufen
kann, nahetreten zu wollen, sollte man doch erw•ahnen, da� derartige Funktionen auch
bei anderen Programmen zu �nden sind.

Hervorzuheben sind aber die v•ollig unklompliziert zu handhabenden M•oglichkeiten
gra�scher Darstellungen.

Plot[Sin[x], x, 0, Pi] zeichnet die Sinusfunktion; die Plotfunktion hat viele Op-
tionen mit akzeptablen Vorgabewerten, die man also nicht•andern mu�. Showzeichnet
ein Bild erneut, dabei kann man z.B. Optionen•andern:

p = Plot[x^2, {x, -1, 1}]
q = Plot[-x^2, {x, 0, 2}]
Show[p, PlotRange -> {0, 2}]

Das Prozentzeichen ist eine Variable, die das letzte Ergebnis als Wert hat.

Show[%, q]

Wirklich sch•on sind dreidimensionale Gra�ken, die Farbwerte werden durch die Funk-
tionswerte bestimmt:

Plot3D[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}]
s = Plot3D[Sin[x y], {x, 0, 3}, {y, 0, 3}]
Show[s, PlotRange-> {-0.5, 0.5}] (legt den vertikalen Bere ich fest)
Show[s, ViewPoint -> {0, -2, 0}] (von vorn gesehen)

Mit den bisherigen Methoden k•onnen die Grafen von Funktionen einer oder zweier
Variabler gezeichnet werden. Mit den folgenden Methoden kann man die x- und ggf.
die y-Koorinate in Abh•angikeit von einem Parameter variieren:
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ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, tmin, tmax}]
ParametricPlot[{Sin[t], Cos[t]}, {t, 0, 2Pi}] (ergibt ein en Kreis)
ParametricPlot3D[{f, g, h, schatten}, {t, tmin, tmax}, {u, umin, umax}]

Wenn f; g; h nur von einem Parameter abh•angen, so l•a�t man den zweiten weg. Die
optionale Angabe einerschatten -Funktion beein
u�t die Farbausgabe. Folgende Funk-
tionen sind eingebaut:

GrayLevel[x] Graustufe zwischen schwarz (0) und weiss (1)
RGBColor[r, g, b] Rot-, Gruen-, Blauanteile zwischen 0 und 1
Hue[x] Farbband rot, gelb, gruen,zyan, blau, magenta, rot

fuer x zwischen 0 und 1

4.2 Cinderella

J•urgen Richter-Gebert und Ulrich H. Kortenkamp (ETH Z•urich) haben das Programm
Cinderella gescha�en, dies ist

"
a program for doing geometry on a computer\. Man

kann mittels Mausaktionen Punkte setzen (und verschieben), Geraden durch Punkte
zeichen, Mittelsenkrechte errichten und vieles mehr. Fertige Konstruktionen kann man
zu Applets machen, die auf einer HTML-Seite eingebunden werden k•onnen.
Ein Beispiel habe ich auf meiner homepage angebracht: die Konstruktion zeigt, da�
sich die H•ohen im Dreieck schneiden, und bei Bewegung einzelner Punkte verformt
sich die Figur.
Es gibt •uber 50 M•oglichkeiten zu Manipulation der Zeichnungen, das Handbuch ist nur
etwa 100 Seiten stark, aber das kann man in einer Vorlesung nicht darstellen, da mu�
man schon am Computer sitzen.

4.3 Povray

Hier soll eine kurze Einf•uhrung in das Programm Povray gegeben werden, was man
nutzen kann, um dreidimensionale Objekte darzustellen. Man �ndet Povray im Internet
unter

http://www.povray.org/redirect/www.povray.org/ftp/p ub/povray/
Official/Linux/povlinux-3.6.tgz

4.3.1 Grundlagen

Wir be�nden uns im dreidimensionalen Raum und stellen uns
ein linksh•andiges Koordinatensystem vor. Der Punkt mit den
Koordinaten x; y; z wird mit <x,y,z> bezeichnet, hier k•onnen
wir ein Objekt anbringen. Den Punkt <a,a,a> k•onnen wir
kurz mit a benennen;x steht f•ur <1,0,0> , y f•ur <0,1,0> , z
f•ur <0,0,1> .

Wir betrachten das Objekt mit Hilfe einer Kamera:

camera { location <0,2,-2> look_at 0 }
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Wir bringen eine Lichtquelle an und geben dem Licht eine Farbe:

light_source { <-5,30,-10> White }

Die De�nition von Farben erfolgt im Paket colors , das wir vorher importieren m•ussen:

#include "colors.inc"

Wir geben auch dem Hintergrund eine Farbe:

background {White}

Nun k•onnen wir das erste Objekt anbringen:

sphere{<0,0,0>, 2 pigment {color Red}}

Es soll eine Kugel um den Koordinatenursprung darstellen, der Radius ist 2, die Farbe
rot. Wir speichern diesen Text in der Dateikugel.pov , starten Povray,

povray kugel.pov +W600 +H600 +P

und sehen nichts (nur etwas viel Rot). Das liegt daran, da� sich die Kamera fast im
inneren der (Voll-)Kugel be�ndet; wenn wir den Radius verkleinern oder die Kamera-
position geeignet•andern, sehen wir, was wir wollten. Mit den Optionen+W600stellen
wir die Breite des Fensters in Pixeln ein,+H600legt die H•ohe fest, und die Option+P
bewirkt, da� das Bild nach seinem Aufbau nicht gleich wiederverschwindet, sondern
bis zu einem Mausklick auf das Fenster erhalten bleibt.

4.3.2 Werkzeuge, Objekte, Anweisungen

Farben

Der Ober
 •ache eines Objekts weist man eine Textur zu, zum Beispiel eine Farbe. Hierzu
dient das rgb-Modell: Aus den Farben Rot, Gr•un und Blau wird eine Farbe gemischt,
der jeweilige Farbanteil kann Werte zwischen 0 und 1 annehmen, das rgb-Tripel wird
wie ein Punkt beschrieben:

pigment { color rgb <x,y,z> }

In colors.inc sind (neben sehr vielen anderen) die folgenden Grundfarbende�niert:

#declare Red = rgb <1, 0, 0>;
#declare Green = rgb <0, 1, 0>;
#declare Blue = rgb <0, 0, 1>;
#declare Yellow = rgb <1,1,0>;
#declare Cyan = rgb <0, 1, 1>;
#declare Magenta = rgb <1, 0, 1>;
#declare Clear = rgbf 1;
#declare White = rgb 1;
#declare Black = rgb 0;
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Die Ober
 •achen k•onnen transparent gemacht werden:

color rgbt <x,y,z,u>

Der Wert von u liegt ebenfalls zwischen 0 (undurchsichtig) und 1 (voll durchsichtig).

Grundk •orper

Eine (unendlich gro�e) Ebene beschreibt man durch ihren Normalenvektor und ihren
Abstand von Koordinatenursprung:

plane { <0,1,0>, -1 pigment {color Blue}}

Eine Kugel beschreibt man durch ihren Mittelpunkt, Radius und Textur.

sphere { <0,1,0>, 1 pigment {color Blue}}

Ein Quader ist durch die Angabe der Koordinaten zweier gegen•uberliegender Eckpunk-
te festgelegt:

box { <0,1,0>, <2,0,3> pigment {color Blue}}

Er liegt parallen zu den Koordinatenachsen, kann aber (sp•ater) noch gedreht werden.
Um Zylinder und Kegel(st•umpfe) zu erzeugen, gibt man die Mittelpunkte des oberen
und des unteren Deckkreises und deren Radien an:

cone { <0,1,0>, 2 <1,2,0> 1 pigment {color Blue}}

Wenn beide Radien gleich sind, entsteht ein Zylinder, wenn ein Radius gleich Null ist,
entsteht ein Kegel. Einen Zylinder kann man auch mittels

cylinder { <0,1,0>, <1,2,0>, 1 pigment {color Blue}}

herstellen.

Ein Torus wird durch zwei Kreise festgelegt: den Radius des Kreises, der die Mittel-
punkte der Querschnittskreise verbindet und den Radius eines Querschnittskreises; er
liegt in der x-z-Ebene, sein Mittelpunkt ist der Koordinatenursprung, er kann (sp•ater)
bewegt werden.

torus { 5, 2 pigment {color Blue}}

Ein auf parallel zur x-z-Ebene stehendes Prisma wird durch die H•ohe seiner Grund-

 •ache, die H•ohe seiner Deck
•ache, die Anzahl der Eckpunkte sowie derenx-z-Koordi-
naten festgelegt:

prism{linear_sweep 1,3,4 <0,1>,<-1,0>,<0,-1>,<1,0>,<0 ,1> pigment{Red}}

Mein W•orterbuch konnte mir keine rechte Erkl•arung des Worts
"
sweep\ liefern; das an-

gegebene Schl•usselwort legt fest, da� die Eckpunkte geradlinig verbunden werden. Der
erste Eckpunkt mu� mit dem letzten Eckpunkt •ubereinstimmen. Wennconic_sweep
angegeben wird, entsteht eine Pyramide.
All diese K•orper sind Vollk•orper.

Boolesche Operationen

Mit den oben betrachteten Vollk•orpern k•onnen Vereinigungen, Durchschnitte und Men-
gen-Di�erenzen gebildet werden:
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union{Objekt1, Objekt2, Objekt3 Transformation Textur}

intersection{Objekt1, Objekt2 Transformation Textur}

difference{Objekt1, Objekt2 Transformation Textur}

Dies wurde angewandt, um eine Szene
"
H•auschen mit Garten\ darzustellen:2

#include "colors.inc"
camera {ultra_wide_angle angle 75 location<8,3,-2> look_ at<0,1,2>}

difference
{

difference
{

intersection
{

box { <0, 0, 0>, <2, 2, 2> pigment { color Grey} }
sphere{ <1,1,1>, 1.5 pigment{color Black}}

}
box {<1,1,1>, <2.5, 1.5, 1.5>}
pigment {color Yellow}

}
box {<0.4,1.5,0.4>, <8,1.8,0.7>}
pigment {color Yellow}

}
plane { < 0, 1, 0>,1 pigment { color Green } }
cone { <1, 2, 1 >,1.1, <1, 4, 1>,0 pigment {color Red} }
difference
{

difference
{

cylinder {<1,0,1>, <1,1.5,1>, 4 pigment {color rgb<0.5,0. 3,0>}}
cylinder {<1,0,1>, <1,3,1>, 3.9}

}
box {<3,1,1>, <7,7,7>}

}
light_source {<4, 4, -4> color White}
cylinder{ <3,0,3>, <3,3,3>, 0.1 pigment {color rgb<0.5,0, 0>}}
sphere{ <3,3,3>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <2.8,2.5,2.8>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <3.2,2.5,3.2>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <3.1,2.5,2.9>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <2.9,2.5,3.1>, 0.3 pigment{color Green}}
// sky ---------------------------
plane{<0,1,0>,1 hollow texture{ pigment{ bozo turbulence 0.92

color_map

2Diese Szene wurde von Studenten erstellt, deren Namen ich nicht mehr �nden kann.
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{
[0.00 rgb <0.2,0.2,1>*0.9]
[0.50 rgb <0.2,0.2,1>*0.9]
[0.70 rgb <1,1,1>]
[0.85 rgb <0.25,0.25,0.25>]
[1.0 rgb <0.5,0.5,0.5>]

}
scale<1,1,1.5>*2.5
translate<1.0,0,-1>
}// end of pigment

finish {ambient 1 diffuse 0}
}// end of texture
scale 10000

}// end of plane

// fog on the ground -------------
fog { fog_type 2

distance 50
color White
fog_offset 0.1
fog_alt 1.5
turbulence 1.8

}
fog{distance 300000 color White}

Transformationen

Wenn Objekte in einer Standardlage konstruiert wurden, so kann man sie transfor-
mieren: man gibt am Ende der Objektde�nition Anweisungen an, wie es verschoben,
gedreht, gedehnt/gestaucht werden soll. Eine Verschiebung erreicht man mit der An-
weisungtranslate <a,b,c> , es erfolgt eine Verschiebung um den Ortsvektor des an-
gegebenen Punkts. Eine Drehung erfolgt beirotate <a,b,c> , es wird um die Winkel
a; b; cin x-,y-,z-Richtung verschoben, die Winkel sind im Grad-Ma� anzugeben. Eine
Gr•o�enver•anderung erfolgt beiscale <a,b,c> , der Ma�stab wird um die Faktoren
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a; b; cin x-,y-,z-Richtung ver•andert. Die Transformationen werden in der Reihenfolge,
wie sie aufgeschrieben wurden, ausgef•uhrt; die Operationen kommutieren nicht, die
folgenden beiden Zeilen bewirken Verschiedenes:

torus {2, 0.3 translate <2,3,0> rotate <60, 20, 0> pigment{c olor Blue}}
torus {2, 0.3 rotate <60, 20, 0> translate <2,3,0> pigment{c olor Red}}

Die aus der linearen Algebra bekannten linearen Abbildungen
k•onnen mit der matrix -Anweisung angewandt werden:

matrix < v1.x,v1.y,v1.z,
v2.x,v2.y,v2.z,
v3.x,v3.y,z3.z,
0,0,0 >

Dabei sindv1; v2; v3 die Bilder der Vektorenx,y,z und v1.x ist die x-Komponente von
v1. In der linearen Algebra stehen die Koordinaten der Bilderder Basisvektoren in den
Spalten der Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung;hier stehen die Koordinaten
in den Zeilen, das obige 12-tupel wird als 4� 3-Matrix aufgefa�t. Wenn in der letzten
Zeile keine Nullen eingetragen werden, so wird die a�ne Abbildung ausgef•uhrt, wo das
letzte Tripel als Bild des Ursprungs interpretiert wird.

Text

Einen Text gibt man etwa wie folgt auf dem Bildschirm aus:

text{ttf "timrom.ttf" "Abc" 0.1, 0 pigment{Red} translate 3*x scale .3}

Es werden der Zeichensatz (hier: TimesRoman), die Zeichenkette, die
"
Dicke\ der Zei-

chen,... festgelegt. Die Zeichen stehen in derx-z-Ebene, beginnen bei<0,0,0> und
haben eine Standardgr•o�e, die skaliert werden kann. Die Zeichen haben auch eine Di-
cke, was man sieht, wenn die Kamera schr•agt drauf guckt. Im Beispiel ist die Dicke auf
ein Zehntel reduziert, damit die Zeichen sich bei Schr•agansicht nicht •uberlappen. Es
w•are sch•on, wenn die Zeichen (wie oben die Achsenbezeichnungen des Koordinatensys-
tems) so ausgerichtet w•aren, da� die Kamera senkrecht drauf schaut. Dazu greifen wir
etwas vor und benutzen die oben eingef•uhrte Transformationsmatrix:

zeigt Text bzw. Zeichenkette senkrecht zur Kamera ausgeric htet.
#macro zeig(stelle, zeichen)
object
{

text{ttf "timrom.ttf" zeichen 0.1,0 pigment{Red}}
matrix
<
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z1.x,z1.y,z1.z,
z2.x,z2.y,z2.z,
z3.x,z3.y,z3.z,
stelle.x,stelle.y,stelle.z>
translate 2.2*stelle scale 0.3

}
#end

Hier ist z3 der normierte Ortsvektor der Kamera undz1; z2 spannen die dazu ortho-
gonale Ebene auf.

Wenn Zahlen (etwa von Povray berechnete) ausgegeben werdensollen, so m•ussen diese
in Zeichenketten umgewandelt werden, dies geht so:

str(Zahl 0,2)

Die Parameter geben an, wo der Dezimalpunkt stehen soll und wie viele nachkommende
Stellen gezeigt werden sollen.

Variable

Povray hat eine Vielzahl von Schl•usselworten sowie �xierte Bezeichner; ich habe mehr-
fach den Fehler gemacht, eigenen Variablen solche Bezeichner wie x,y,z,t,u,v zu
geben, diese sind reserviert, es erfolgt eine gew•ohnungsbed•urtige Fehlermeldung.
Variable werden mit demdeclare -Befehl deklariert und belegt:

#declare bb = 2;

(Wenn das Semikolon fehlt, erfolgt eine leicht verst•andliche Fehlermitteilung.) Dies ist
eineglobaleVariable, die sp•ater mit bb = 3ver•andert werden kann.

#local bb = 2;

Dies ist eine nur ein einer bestimmten Umgebung (einer Prozedur-Vereinbarung o.•a.)
g•ultige Variable, auf diese kann von au�erhalb nicht zugegri�en werden.
Die Anfangsbuchstaben der Povray-eigenen Bezeichner sindKleinbuchstaben, bei ei-
genen Deklarationen ist man (meist) auf der sicheren Seite,wenn man Anfangs-Gro�-
Buchstaben verwendet. Variable werden uns noch sp•ater besch•aftigen.

Mathematische Funktionen

Es steht die gesamte Palette zur Verf•ugung, z.B.
sin(a), asin(a), sqrt(a), abs(a), pow(a,b)... und es werden die Standardna-
men verwendet. Es gibt auchpi und Umrechnungen zwischen Grad- und Bogenma�.
Schauen Sie in die Datei

povray-3.7.0-linux2.6-x86_64/include/math.inc

hinein.
Wir wollen uns mit Vektoroperationen und -funktionen besch•aftigen.
Ein Punkt <a,b,c> wird auch als der entsprechende Ortsvektor interpretiert;wenn also
v,w Vektoren sind, so werden die Ausdr•ucke v+w, 3*v, 5*x richtig interpretiert. Mit
vnormalize(v) erh•alt man den normierten Vektor. Das Skalarprodukt istvdot(v,w) ,
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das Vektorprodukt ist vcross(v,w) , den Winkel zwischen Vektoren erh•alt man mit
VAngle(v,w) im Bogenma�, mit VAngleD(v,w) im Gradma�, letztere ist wie folgt
de�niert:

#macro VAngleD(V1, V2)
degrees(acos(min(1,vdot(vnormalize(V1), vnormalize(V 2)))))

#end

So•ahnlich h•atten wir das auch gemacht.

Bedingungen

Ein Ausdruck, dessen Auswertung gleich 0 ist, kann als der logischer Wert falsch ver-
standen werden, andere Werte ergebenwahr. Eine bedingte Anweisung (

"
wenns so ist,

tu das\) sieht wie folgt aus

#if (a<b)
rechtsrum()

#else
linksrum()

#end

Solche Anweisungen k•onnen auch verschachtelt werden.

Schleifen

Als Wiederholungsanweisung kennt Povray diewhile -Schleife:

#local i = 0;
#local s = 0;
#while (i < m)

#local s = s + a[i];
#local i = i+1;

#end

Es werden die Komponenten eines Felds addiert.

Felder

Matrizen werden mittels array deklariert und belegt:

#declare m = array[2][3]
{ {1,2,2},

{3,4,5}
}
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Die Indizierung beginnt wie bei Java jeweils bei 0, im Beispiel ist m[1][1] = 4, rechts
unten steht m[1][2].
Das folgende stellt wiederum einen Vorgri� dar, zeigt aber,wie man mit Matrizen
hantiert. Den Makros (sp•ater) mu� nichts •uber den Typ der Parameter mitgeteilt
werden, das merkt Povray selbst.

/** Transponierte von a*/
#macro transp(a)
#local m = dimension_size(a,1);
#local n = dimension_size(a,2);
#local i = 0;
#local at = array[n][m];
#while (i < m)

#local j = 0;
#while (j < n)

#local at[j][i]= a[i][j];
#local j = j+1;

#end
#local i = i+1;

#end
at

#end

Das war eine
"
Funktions-Prozedur\, das Ergebnis wird am Ende

"
ausgegeben\. Im folgenden

Beispiel wird das Ergebnis als Parameter zur•uckgegeben, dieser mu� in der korrekten Gr•o�e
initialisiert sein.

/** c = a * b; c muss initialisiert sein */
#macro mult(a, b, c)
#local m = dimension_size(a,1);
#local n = dimension_size(a,2);
#local l = dimension_size(b,2);
#local i = 0;
#while (i < m)

#local j = 0;
#while (j < l)

#local s = 0;
#local k = 0;
#while (k < n)

#local s = s + a[i][k]*b[k][j];
#local k = k+1;

#end
#local c[i][j] = s;
#local j = j+1;

#end
#local i = i+1;

#end
#end
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Makros

Ein Makro ist eine Funktion oder eine Prozedur, die, mit Parameter versehen, ein
Ergebnis liefert. Es ist n•utzlich, ein Makro zu deklarieren, wenn dieselben Aktionenmit
verschiedenen Parametern ausgef•uhrt werden sollen. Es wird nicht zwischen Wert- und
Referenzparametern unterschieden, aber Referenzparameter m•ussen vor dem Aufruf
deklariert sein.
Hier wird der Schnittpunkt der durch die Punkte A; B und C; D verlaufenden Geraden
ermittelt; da diese aber windschief sein k•onnen, wird das Makrompi aufgerufen

//E = Schnittpunkt der Geraden (A,B) und (C,D)
#macro schnitt(A,B,C,D,E)

#local a = B-A;
#local b = D-C;
#local mm = array[3][2]
{

{a.x, -b.x},
{a.y, -b.y},
{a.z, -b.z}

}
#local r = array[3][1]
{

{C.x - A.x},
{C.y - A.y},
{C.z - A.z}

}
#local mp = array[2][3]
mpi(mm, mp) //Moore-Penrose-Inverse
#local e = array[2][1]
mult(mp,r,e)
#local E = A + e[0][0]*a;

#end

In den obigen Beispielenmult und schnitt sind c bzw. Edie Ergebnisse (hier istEein
versteckter Referenzparamter).
Um ein Makro sp•ater aufzurufen, benutzt man:

object{[Name d. Makros]([Parameter])}

#declare E = <0,0,0>;
schnitt(A, B, C, D, E)

oder (wie beitransp )

a = transp(b)

Das Ergebnis hat das (lokal) im Makro de�nierte Format.



4.4 matlab 65

4.4 matlab

Das MATLAB c
 -System arbeitet mit Matrizen. Es stehen zahlreiche Funktionen be-
reit, die numerische Verfahren implementieren. Eine Matrix gibt man so ein:

a = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9]

Nun kann damit rechnen:

a2 = a * a , a3 = a ^ 2, a4 = a * 2, d = det(a), [u,v] = eig(a)

Es gibt ein Hilfe-Men•u, wo alle eingebauten Funktionen aufgelistet sind, und zahlreiche
Demos, die den Umgang mit den Objekten erlernen lassen.

Man kann nat•urlich auch mit Zahlen rechnen, dazu stehen die Operationen
+, -, *, /, \, ^ zur Verf•ugung. •Ublicherweise verwendet man Variable, denen man

Werte zuweisen sollte:x = 7.0. Der Typ der Variablen mu� nicht deklariert werden,
es wird angenommen, da� es sich um 64-Bit-double-Zahlen handelt. Komplexe Zahlen
werden in der Form1.2+3.7i ein- und ausgegeben; das hat zur Folge, dasi nicht als
Variable zur Verf•ugung steht. Die Zahl� hei�t pi , Inf ist 1 , NaNist

"
not a number\.

Matrizen gibt man so ein:m = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9] , dann entsteht
0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A

Standardfunktionen wiesqrt, sin, log, mod, gcd, lcm sind verf•ugbar. Man kann
sich auch eigene Funktionen (besser: Prozeduren) herstellen, diese speichert man sich
in einer Datei im aktuellen Verzeichnis, deren Name mit dem Namen der Funktion•uber
einstimmt. Die Datei ellipse.m enthalte folgenden Text:

function flaeche = ellipse(a, b)
flaeche = pi*a*b;

Innerhalb von MATLAB ruft man dann einfach f = ellipse(2,5) auf.

Dateizugri�e:

[fid, m] = fopen('test.dat, 'r')
mat = fread(fid,[3 5])
fclose(fid)

Die Datei test.dat wird zum lesen ge•o�net ( mist eine Message•uber den Erfolg), es
wird eine 3� 5-Matrix spaltenweise gelesen und die Datei wird wieder geschlossen. Mit

fopen(�d, 'w') fwrite(fid, mat, 'float64')

schreibt man eine Matrix in die Datei mit der Nummerfid .

Gra�sche Ausgabe:

plot(x,y, format)
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Dabei sind x, y Vektoren, die die x; y-Koordinaten der zu zeichnenden Objekte an-
geben,format ist eine Zeichenkette, die die Farbe, die Markierungsart und Linienart
festlegt, z.B. 'bo' ist ein kleiner blauer Kreis,'r-' ist eine rote Linie.

Man kann eigene Funktionen de�nieren, dazu erstellt man jeweils eine Text-Datei,
deren NamenN mit der (Haupt-)Funktion N •ubereinstimmt und die Erweiterung .m
hat. Es folgen einige Beispiele, aus denen man die Syntax erlernen kann:

function s = spur(a)
% Spur ,steht in Datei spur.m

s = 0;
for i = 1: length(a)

s = s + a(i,i);
end

----------------

function s = pot(a)
% die Potenzen von a bis max. zur n-ten, Datei pot.m

n = length(a);
p = zeros(n, n, n+1);
for (i = 1 : n+1)

p(:,:,i) = a^(i-1);
end
s = zeros(n*n, n);
for l = 1 : n+1

for k = 1 : l
for i = 1 : n

for j = 1 : n
s(i+n*(j-1), k) = p(i,j,k);

end
end

end
if rank(s) < l

break
end

end

---------------------

function m = minpol(a)
% minimal polynomial of matrix a

n = length(a);
p = zeros(n, n, n+1);
for (i = 1 : n+1)

p(:,:,i) = a^(i-1);
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end
for l = 1 : n+1

s = zeros(n*n, l);
for k = 1 : l

for i = 1 : n
for j = 1 : n

s(i+n*(j-1), k) = p(i,j,k);
end

end
end
if rank(s) < l

break
end

end
v = null(s);
v = v/v(l);
for i=1:l

m(i) = v(l-i+1);
end

--------------------

function f = horner(p, a)
% horner's rule: p(a)

d = length(p);
n = length(a);
e = eye(n);
f = p(1) * e;
for i = 2 : d

f = f * a + p(i) * e;
end

Probieren Sie: Eingabe einer Matrix, dann Minimalpolynom bestimmen und die Matrix
dort einsetzen.

Die folgende Funktion erwartet als Parameter eine Zahl unter 300, l•ad eine Bild-Datei
und zeigt eine komprimierte Fassung:

function clown(k)
s=load('clown');
colormap(s.map)
hold on
image(s.X)
figure(1)
hold on
M=size(s.X);



68 4 PROFESSIONELLE SOFTWARE

[U,S,V]=svd(s.X);
image(U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)')
hold on
disp(strcat('Kompressionsfaktor:',num2str((k*(M(1)+ M(2)+1))/(M(1)*M(2)))))

Einige n•utzliche Funktionen:

rref(a) reduced row echelon form
det(a) Determinante
inv(a) Inverse
poly(a) charakteristisches Polynom
[x, d] = eig(a) Eigenwerte und Eigenvektoren
eigpower(a) gr•o�ter Eigenwert
[u, d, v] = svd(a) Singul•arwertzerlegung
pinv(a) Moore-Penrose-Pseudoinverse

4.5 LATEX

In diesem Abschnitt soll kurz ein Texterstellungssystem vorgestellt werden, das sich
besonders zum Schreiben mathematischer Texte eignet. Einebeliebte Einf•uhrung wird
in den B•uchern von H. Kopka gegeben.
Heute ist auf PCs das Textverarbeitungssystem Word weitverbreitet. Hier hat man
Men•us, an denen man viele Verarbeitungseigenschaften (Schriftgr•o�en usw.) einstellen
kann, und man hat eine Schreib
•ache, auf der der Text so dargestellt wird, wie er
sp•ater gedruckt aussieht. Derartige Textverarbeitungssysteme machen aus dem PC eine
komfortable Schreibmaschine. Die Datei, die den gespeicherten Text enth•alt, enth•alt
au�erdem zahlreiche Formatierungsinformationen, oft in Form nichtdruckbarer Zeichen.
Eine derartige Datei sollte man nie

"
von Hand\ ver•andern.

Demgegen•uber ist TEX ein Programm, das einen Text als Eingabe erwartet und dar-
aus ein Ergebnis erarbeitet, das alle Informationen enth•alt, um fertige Druckseiten zu
erstellen. TEX erf•ullt also die Aufgabe eines Schriftsetzers; es ist als Programmierspra-
che eines Satzautomaten aufzufassen. TEX wurde 1978 bis 1982 von Donald Knuth an
der Stanford University entwickelt. Einen weiten Anwenderkreis hat es durch das von
Leslie Lamport gescha�ene Werkzeug LATEX erhalten.
Es versteht sich, da� dieser Text mittels LATEX (genauer: glatex von emtex) erstellt
wurde, das war vor 15 Jahren die beste Version.
Die Eingabedatei { eine reine Text-Datei (nur ASCII-Zeichen bis (char)255 sind er-
laubt) { stellt man mit Hilfe eines Editors her. Ein

"
Wort\ ist eine Zeichenkette, die kein

Leerzeichen und kein Zeilenende-Kennzeichen enth•alt (dies sind Trennzeichen, die auf
die sp•ateren Wortabst•ande keinen Ein
u� haben). Ein Absatz wird durch eine Leerzeile
beendet, Zeilen- und Seitenumbr•uche werden automatisch durchgef•uhrt. Innerhalb des
Textes k•onnen Befehle stehen, die entweder mit einem Backslash\ beginnen oder ein
verbotenes Zeichen darstellen; verbotene Zeichen, die also eine besondere Bedeutung
haben, sind
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#, $, &, ~, _, ^, %, {, }.
Wenn ein # im Text n•otig ist, so mu� man \# schreiben.
Befehle haben eventuell Argumente:

\befehl[optional]{zwingend}

Im Vorspann werden globale Eigenschaften des Texts festgelegt:

� Papierformat,

� Textbreite und -h•ohe,

� Seitenk•opfe, Numerierung.

Unumg•anglich sind die folgenden Angaben

\documentstyle[Optionen]{Stiltyp} bzw. \documentclass ...
\begin{document}

Dann folgt der Text. Am Ende steht

\end{document}

Der Name der Eingabedatei mu� auf.tex enden, z.B.text.tex, der Aufruf latex
text erzeugt die Dateitext.dvi , die den formatierten Text in druckerunabh•angiger
Form enth•alt. DVI steht f •ur

"
device independent\, und das ist ernst zu nehmen: man

kann eine DVI-Datei am PC erzeugen und an Unix-Rechner anschauen. Zur Betrach-
tung ist unter Linux das Programm xdvi geeignet. Diese Datei wird schlie�lich von
einem Treiber (z.B.dvips ) zu einer druckbaren Datei weiterverarbeitet; zur Umwand-
lung gibt es auchpdflatex und latex2html , beide, besonderslatex2html , ergeben
aber nicht voll zufriedenstellende Ergebnisse, besser funktioniert ps2pdf.
Eingestellte Optionen gelten innerhalb einer bestimmten Umgebung. Eine Umgebung
beginnt mit

\begin{umg}

und endet mit

\end{umg}.

Die Wirkung von •Anderungsbefehlen (Zeichengr•o�e, Schriftart usw.) endet beim auf-
hebenden•Anderungsbefehl oder am Umgebungsende. Beispiele f•ur Umgebungsnamen
sind center, quote (beidseitig einr•ucken), flushleft, flushright . Es gibt auch
namenlose Umgebungenfg , z.B. {\textbf fetter Druck} erzeugtfetten Druck .
Innerhalb der verbatim -Umgebung werden alle Zeichen (auch Leerzeichen und Zeile-
numbr•uche) im tt -Format genauso gedruckt, wie sie geschrieben wurden.
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4.5.1 Ma�angaben

Als Ma�einheiten k•onnen Zentimetercm, Millimeter mm, Zoll in , Punkte pt , Picaspc,
die Breite eines Gedankenstrichsemund die H•ohe des kleinen xex verwendet werden.
Ein Zoll sind 72,27 Punkte, ein Pica sind 12 Punkte. Beispiele:

\setlength{\textwidth}{12.5cm}
\setlength{\parskip}{1ex plus0.5cm minus0.2cm}

\parskip bezeichnet den Absatzabstand, mitplus und minus kann man Dehn- und
Schrumpfwerte angeben, die (wenn m•oglich) Anwendung �nden; damit hat man

"
elas-

tische Ma�e\. Besonders elastisch ist das Ma�\fill , z.B. vergr•o�ert man Abst •ande
mit

\hspace{\fill}

Der Parameter vonhspace kann auch negativ sein.
Sonderzeichen in speziellen Sprachen gibt es auch:

\pounds, \OE, \'{o}, "A, "s, \today

Dies stellt $ , �, �o, •A, �, 23. April 2010 dar.

4.5.2 Stile

Man kann sich aus vorgefertigten Dateien Standard-Einstellungen laden:

\documentstyle[option, ...]{stil}

Optionen beziehen sich jeweils auf eine.sty -Datei, z.B.
11pt, 12pt, twoside, twocolumn, bezier, german, a4 .
Als Stile gibt es book, article, report, letter . Ebenfalls im Vorspann wird der
Seitenstil vereinbart:

\pagestyle{stil}

Als Stile kommen in Frage:empty (keine Seitennummern),plain (Seitennummern),
headings (lebende Seiten•uberschriften). Den Stil der aktuellen Seite kann man abwei-
chend festlegen:\thispagestylestil . Abst•ande sind z.B.\baselineskip (Zeilenab-
stand), \parskip (Absatzabstand) und\parindent (die Gr•o�e des Einzuge der ersten
Zeile eines Absatzes). z.B.

\setlength{\parskip}{0cm}
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4.5.3 Untergliederungen

\chapter, \section, \subsection

unterteilt in Abschnitte, \chapter gibt es nur in B•uchern. Z.B. gibt man dem Abschnitt

"
Gleichungssysteme\ die Seiten•uberschrift

"
Systeme\ durch

\section[Systeme]{Gleichungssysteme}

Die einzelnen Abschnitte werden automatisch durchnummeriert. Das kann man auch
selbst beein
ussen:

\setcounter{chapter}{-1}

Mittels

\tableofcontents

erstellt man ein Inhaltsverzeichnis. Wenn dies am Anfang des Texts stehen soll, mu�
man LATEX zweimal denselben Text bearbeiten lassen, denn es wird stets die bisher
vorhandene Information•uber das Inhaltsverzeichnis benutzt.

4.5.4 Schriftarten

Folgende Schriftarten stehen zur Verf•ugung:
\textrm (Roman, 10pt, dies ist der Standard)
\textem (emphasize, kursiv)
\textbf (fett)
\texttt (Schreibmaschine)
\textsl (slanted, geneigt)
\textsc (small capitals)
\textsf (sans serif).
Man scha�t sich eine Umgebung, in der die gew•ahlte Schriftart gilt, mit \textem{Text...} .
Dieser Text ist jeweils(immer zwei Worte weise) mit den vorhandenen Schrift-
arten gesetzt worden.

Die Gr•o�e der Buchstabenist eineder folgenden:
\tiny, \small, \normal, \large, \Large, \LARGE, \huge, \Hu ge.

(1.8 bis 8 mm)
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4.5.5 Aufz •ahlungen

\begin{itemize}
\item erstens
\item zweitens
\end{itemize}

ergibt

� erstens

� zweitens

Au�erdem gibt es enumerateund description , dabei werden die Items numeriert bzw.
an Stichworten festgemacht. All das kann man auch verschachteln. Um die Markierung
zu •andern, schreibt man z.B. in den Vorspann:

\renewcommand{\labelitemiii}{+}}

Dabei wird in der dritten Schachtelungsstufe als Marke ein +verwendet.

4.5.6 Regels •atze

Hierunter versteht man die in mathematischen Texten•ubliche gleichartige Gestaltung
der Form

Satz 4.1 (Gau�) Dies ist der Satz von Gau�.

Satz 4.2 (Fermat) Dies ist der Satz von Fermat.

Man erreicht dies durch die Vereinbarung

\newtheorem{satz}{Satz}[chapter]

und den Aufruf

\begin{satz}[Gau"s]
...

\end{satz}

Dabei ist satz der Bezeichner undSatz der zu setzende Titel; die Angabe vonchapter
in der Vereinbarung hat zur Folge, da� S•atze innerhalb eines Kapitels durchnumeriert
werden. Wenn auch Lemmata, Folgerungen usw. gemeinsam durchnumeriert werden
sollen, so kann man

\newtheorem{lemma}[satz]{Lemma}
\newtheorem{folg}[satz]{Folgerung}

vereinbaren.
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4.5.7 K •asten

Durch

\framebox[4cm][l]{Text}

wird ein Kasten erzeugt, der linksb•undigen Text Text enth•alt.
Wenn anstelle von der Positionierungsangabel ein r steht, wird der Text rechtb•undig
angebracht. rechter Text Ohne Angabe wird er zentriert.

4.5.8 Teilseiten (minipages)

Durch eine Vereinbarung wie

\begin{minipage}[pos]{breite} .... \end{minipage}

wobei pos die Ausrichtung an der aktuellen Zeile bestimmt und die Werte b, t, c
annehmen kann (bottom, top, centered), erstellt man einen Textteil, der logisch wie
ein Wort behandelt wird; man kann also mehrere Teilseiten nebeneinander setzen (man
nennt dies auch mehrspaltigen Satz).
Ich mu�te jedoch die Erfahrung machen, da� innerhalb von minipages die ansonsten
automatisch durchgef•uhrte Silbentrennung nicht funktionierte; hier mu� man selbst
Hand anlegen: wenn\- in die Silbenfugen eingef•ugt wird, entsteht dort eine m•ogliche
Trennungsfuge.

4.5.9 Tabellen

\begin{Tab-Typ}[pos]{spaltenformat} ... \end{Tab-Typ}

Der Tab-typ kann tabular oderarray sein, f•ur pos kann t oderb stehen (Ausrichtung
an aktueller Zeile), alsspaltenformat sind m•oglich:
l, r, c : links- oder rechtsb•undig bzw. zentriert
| : senkrechter Strich
|| : zwei Striche
*{5}{|c}| ergibt |c|c|c|c|c|

Die Zeilen einer Tabelle sind durch\\ zu trennen, der jeweilige Spaltenanfang wird
durch & markiert (au�er 1. Spalte; die Spalten werden richtig untereinandergesetzt),
mit \\ \hline wird eine waagerechte Linie eingef•ugt.

4.5.10 Mathematische Formeln

1. In mathematischen Texten werden Variable stets in einer anderen als der Grund-
schrift gesetzt, normalerweise kursiv. Die Bezeichner vonStandardfunktionen
werden jedoch steil gesetzt.
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2. Es gibt eine Vielzahl vorde�nierter mathematischer Symbole, wie

X
;

Z
; 2 ; � ; �!

usw, die nur in einer Mathematik-Umgebung vorkommen d•urfen. Es gibt zwei
derartige Umgebungen: eine f•ur Formeln, die in der laufenden Zeile vorkommen,
und eine f•ur

"
abgesetzte\ Formeln, die einen neuen Absatz er•o�nen und zentriert

gesetzt werden. Als Umgebungsgrenzen k•onnen jeweils ein oder zwei Dollarzei-
chen genommen werden, z.B.:

Es gilt $ \sum _{i=1} ^n i = \frac{(n+1)n}{2} $

ergibt Es gilt
P n

i =1 i = (n+1) n
2 ,

w•ahrend

$$ \sum _{i=1} ^n i = \frac{(n+1)n}{2} $$
nX

i =1

i =
(n + 1) n

2

ergibt.

Alternativ k •onnen die Mathematikumgebungen mit\( und \) bzw. \[ und \]
umschlossen werden, ein vergessenes Dollarzeichen gibt Anla� zu vielen Fol-
gefehlern. •Ubersichtlicher wird der Quelltext, wenn man die Mathematikum-
gebung mit \begin{math} und \end{math} bzw. \begin{displaymath} und
\end{displaymath} einschlie�t. Der Begrenzer$$ ist gar kein LATEX- Befehl,
sondern ein TEX- Kommando, die Abst•ande zum umgebenden Text, das sollte
besser nicht verwendet werden (Kopka erw•ahnt es in der neuen Au
age gar nicht).

3. Wir stellen die einige M•oglichkeiten zusammen, f•ur weitere m•oge man in entspre-
chenden Tabellen nachsehen.

Exponenten x^2, \; x^{a+b} x2; xa+ b

Indizes x_2, \; x_{a+b} x2; xa+ b

Br•uche \frac{c}{a+b} c
a+ b

Wurzeln sqrt{x}, \; sqrt[n]{x}
p

x; n
p

x
Summe \sum

P

Integral \int
R

Punkte \ldots \; \cdots \; \vdots \; \ddots : : : � � �
...

. . .
Funktionen \exp, \; \lim exp; lim
Striche etc. \overline{xxx}, \; \underbrace{yyy}_n xxx; yyy|{z}

n

gro�e Klammern \left[\matrix{1 & 2 \cr 3 &4} \right]
�

1 2
3 4

�
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4.5.11 Einfache Zeichnungen

Eine Bildumgebung wird durch

\begin{picture}(breite, hoehe)

eingerichtet; dabei bezeichnenbreite und hoehe die Gr•o�e des Bildes, das an der
aktuellen Stelle eingef•ugt werden soll. Die Ma�zahlen beziehen auf die z.B. durch

\setlength{\unitlength}{3cm}

festgelegte L•angeneinheit. Man stelle sich nun ein Koordinatensytem vor, dessen Ur-
sprung in der linken unteren Ecke des Bildes liegt. Mit

\put(x,y){objekt}

positioniert man an der Stelle (x,y) ein Objekt, dabei ist eszul•assig, da� x und y
beliebige Werte haben; es wird auch au�erhalb des Bildes gezeichnet.
Einen Text bringt man z.B. so an:

\put(x,y){text}
\put(x,y){\makebox(0,0){text}}

Aber eigentlich soll ja etwas gezeichnet werden.

\setlength{\unitlength}{1cm}
\begin{picture}(4,4)
\put(0,1){\line(1,0){4}}
\put(3,0){\line(0,1){3}}
\put(0,0){\line(2,1){4}}
\put(4,4){drei Linien}
\end{picture}

ergibt

drei Linien

Eine Linie zieht man mit dem Befehl

\line(x,y){proj}

x
y
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Dabei ist y=x der Tangens des Anstiegswinkels, f•ur x und y sind die Werte 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6 zul•assig, sie m•ussen zudem teilerfremd sein. Der Wertproj gibt bei senkrechten
Linien die L•ange, sonst die L•ange der Projektion auf die x-Achse an. Analog kann man
mit

\vector(x,y){proj}

einen Pfeil zeichnen, hier sind als Abszissen Werte zwischen 0 und 4 zugelassen. Mit

\circle{durchm}, \circle*{durchm}

kann man kleine Kreise bzw. Kreis
•achen (bis 1/2 Zoll Durchmesser) zeichnen. Gr•o�ere
Kreise zeichnet man am besten mit Hilfe des Bezier-Stils: Mit

\bezier{punktzahl}(x1,y1)(x2,y2)(x3,y3)

zeichnet man eine Parabel durch die Punkte P1 und P3, deren entsprechende Tangenten
sich im Punkt P2 schneiden; durch Zusammensetzen solcher Kurven erh•alt man glatte
•Uberg•ange.

\begin{picture}(5,3)
\bezier{150}(0,0)(1,2)(5,3)
\thinlines
\put(0,0){\line(1,2){1}}
\put(1,2){\line(4,1){4}}
\end{picture}

Bilder k•onnen auch verschachtelt werden.

4.5.12 Eigene Befehle

H•au�g wiederholte Befehlsfolgen m•ochte man vielleicht zu einem einzigen neuen Befehl
zusammenfassen, wobei evtl. noch Parameter•ubergeben werden sollen. Die folgenden
Konstrukte scha�en neue Befehle bzw.•uberschreiben alte:

\newcommand{\name}[parameterzahl]}{definition}
\renewcommand{\name}[parameterzahl]}{definition}

Die Parameteranzahl kann zwischen 0 und 9 liegen. Der Aufruferfolgt durch

\name{...}

Beispiele:
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\newcommand{\xvecnmath}{(x_1, \ldots , x_n)}
\newcommand{\xvecntext}{$(x_1, \ldots , x_n)$}

Der Aufruf von \xvectmath ist nur im mathemematischen Modus m•oglich, der von
xvecttext nur im Textmodus, da eben Indizes

"
_\ in Texten nicht erlaubt sind. Als

Trick f •ur beide Modi kann man

\newcommand{\xvecnallg}{\mbox{$(x_1, \ldots , x_n)$}}

vereinbaren, dies ist in beiden Modi legal und liefert (x1; : : : ; xn ) bzw. (x1; : : : ; xn ).
Wenn man aber (yk ; : : : ; yl ) erzeugen will, so kann man Parameter•ubergeben:

\newcommand{\vecallg}[3]{\mbox{$(#1_#2, \ldots , #1_#3 )$}}

Der Aufruf hierf •ur w•urde

\vecallg{y}{k}{l}

lauten. Falls jeder Parameter nurein Zeichen enth•alt, kann man auch \vecallgykl
schreiben, das ist (im Quelltext) aber schwer lesbar.

Eigene De�nitionen von Befehlen, die man auch andernorts noch verwenden m•ochte,
schreibt man am besten in eine eigene Start-Datei, die man amAnfang des Dokuments
mit dem Befehl

\input eingabe

einliest.

Mittels % leitet man einen Kommentar ein, der bis zum Zeilenende geht.
\symbol{60} ergibt das Kleinerzeichen < (oder auch nicht),\sim ist eine Tilde � ; es

gibt auch \smile ^ ...

Hier ist die Frakturschrift ( \frakfamlily) :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
10 � � � �
20 � � � � � �
30 ! " # $ % & '
40 ( ) * + , - . / 0 1
50 2 3 4 5 6 7 8 9 : ;
60 < = ? A B C D E
70 F G H I J K L M N O
80 P Q R S T U V W X Y
90 Z [ \ ] ^ _ ` a b c
100 d e f g h i j k l m
110 n o p q r s t u v w
120 x y z { | } ~ •

Ein runde• • erhŠlt man mits: .
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Das Programmkile ist eine integrierte Entwicklungsumgebung f•ur LATEX; hier wird
einem geholfen, Syntaxfehler zu vermeiden, man kann viele Konstruktionen durch
Mausklick erzeugen.•O�nende Klammern (auch \begin usw.) schlie�en sich von selbst.
Man beginnt am Besten mit dem Anklicken vonFile/Open , dann bekommt man schon
einen fertigen Rahmen vorgesetzt.

Schlie�lich kann man mit LATEXrechnen:

\documentclass[12pt]{article}
\usepackage{german,calc}
\begin{document}
\newcounter{local}
\setcounter{local}{20}
\setcounter{local}{(\value{local} + 1) * \value{local} / 2}
Der Wert $\frac{(20+1)*20}{2}$ ist "`\thelocal"'.

\newcounter{hours} \newcounter{minutes}
\newcommand{\printtime}{%

\setcounter{hours}{\time / 60}%
\setcounter{minutes}{\time - \value{hours} * 60}%
\thehours\ Stunden und \theminutes\ Minuten }

Es ist \printtime\ nach Mitternacht.

\end{document}

ergibt

Der Wert (20+1) � 20
2 ist

"
210\.

Es ist 17 Stunden und 13 Minuten nach Mitternacht.

Zum
"
Programmieren\ stehen solche Konstruktionen wie

\ifthenelse{test}{wenn-code}{sonst-code} und \whiledo{test}{do-code}
zur Verf•ugung.

Dies \label{testref} ist eine
\ifthenelse{\isodd{\pageref{testref}}}{ungerade}{ge rade} Seite.

Dies ist eine gerade Seite.

Zum Abschlu� f •uge ich meine Standard-Anfangsdatei an.•Uberlegen Sie, warum die
angegebenen De�nitionen gew•ahlt wurden und was sie bewirken.
Die Datei hg.sty m•oge folgenden Inhalt haben:

\catcode` •A=\active
\catcode`•a=\active
\catcode` •O=\active
\catcode`•o=\active
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\catcode` •U=\active
\catcode` •U=\active
\catcode`�=\active
\def•a{"a}
\def•o{"o}
\def•u{"u}
\def •A{"A}
\def •O{"O}
\def •U{"U}
\def�{"s}

Wenn diese Stil-Datei eingebunden wird, so kann man die deutschen Umlaute direkt
im Text eingeben.
Besser ist es, im Vorspann
\usepackage[utf8]{inputenc}
einzutragen.

\def\Bbb#1{{\bf #1}}
\def\square{\hfill \hbox{\vrule\vbox{\hrule\phantom{ o}\hrule}\vrule}}
\documentstyle[german,bezier,12pt,hg]{book}
\textwidth15.5cm
\textheight23cm
\oddsidemargin0mm
\evensidemargin-4.5mm
\topmargin-10mm
\pagestyle{headings}
\markboth{l}{r}
\setlength{\parindent}{0pt}
\setlength{\unitlength}{1cm}
\makeindex
\begin{document}
\newtheorem{satz}{Satz}[chapter]
\newtheorem{lemma}[satz]{Lemma}
\newtheorem{folg}[satz]{Folgerung}
\newcommand{\p}{\par \noindent}
\newcommand{\m}{\par \medskip \noindent}
\newcommand{\diag}[8]
{
$$
\begin{array}{clclc}

& #1 & \stackrel{\displaystyle #2}{\longrightarrow} & #3 \ \
#4 & \Big\downarrow & & \Big\downarrow & #5 \\

& #6 & \stackrel{\displaystyle #7}{\longrightarrow} & #8
\end{array}
$$
}



4.5 LATEX 81

\newcommand{\betq}[1]{\left| #1 \right| ^2}
\newcommand{\bet}[1]{\left| #1 \right|}
\newcommand{\pr}[2]{\langle #1, #2 \rangle}
\newcommand{\bi}{\begin{itemize}}
\newcommand{\jj}{\item}
\newcommand{\ei}{\end{itemize}}
\newcommand{\be}{\begin{enumerate}}
\newcommand{\ee}{\end{enumerate}}
\newcommand{\bs}{\begin{satz}}
\newcommand{\es}{\end{satz}}
\newcommand{\bl}{\begin{lemma}}
\newcommand{\el}{\end{lemma}}
\newcommand{\bfo}{\begin{folg}}
\newcommand{\efo}{\end{folg}}
\newcommand{\de}{{\bf Definition: }}
\newcommand{\Pa}{\left\| }
\newcommand{\ap}{\right\| }
\newcommand{\eps}{\; \epsilon \;}
\newcommand{\la}{\longrightarrow}
\newcommand{\kreis}
{

\bezier{100}(1.707,1.707)(2,1.414)(2,1)
\bezier{100}(1,2)(1.414,2)(1.707,1.707)
\bezier{100}(0.293,0.293)(0,0.586)(0,1)
\bezier{100}(1,0)(0.586,0)(0.293,0.293)
\bezier{100}(1.707,0.293)(2,0.586)(2,1)
\bezier{100}(1,0)(1.414,0)(1.707,0.293)
\bezier{100}(0.293,1.707)(0,1.414)(0,1)
\bezier{100}(1,2)(0.586,2)(0.293,1.707)

}

4.5.13 LATEXund Farben

In den B•uchern steht, wie man es machen soll:

\usepackage{multicol}
\usepackage[dvips]{color}

Das wird von LATEXzur•uckgewiesen, das Programm gibt folgenden Rat:

\documentclass[12pt,twoside,dvips]{article}
...
\textcolor{farbe}{Text}
farbe = black, white, blue, green, red, yellow, cyan, magent a
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5 Komplexit •at

Die E�zienz von Algorithmen mi�t man an der verbrauchten Zeit und dem belegten
Speicherplatz. Wir behandeln hier die Zeit-Komplexit•at.
Wenn verschiedenen Implementierungen (verschiedene Algorithmen), die ein und die-
selbe Funktion realisieren, mit denselben Eingabedaten und auf denselben Rechner
verglichen werden sollen, gen•ugt die Zeitmessungmit der eingebauten Rechneruhr,
z.B. t = B.zeit(t) .
Wenn vom Rechner oder, allgemeiner, vomMaschinenmodellabstrahiert werden soll,
die Daten aber gleich sind, so kann man die Operationen z•ahlen; der konkrete Zeitbedarf
h•angt von den Ausf•uhrungszeiten auf dem konkreten Rechner ab.
Wenn auch von denEingabedatenabstrahiert werden soll, so berechnet man die Zahl
der Operationen in Abh•angigkeit von der Anzahl der Eingabedaten.
Wenn ein Algorithmus f•ur die Verarbeitung von n Daten 10� n logn Rechenschritte
ben•otigt und ein anderer braucht n2 + 10n, welcher ist dann schneller? F•ur n = 10
braucht der erste etwa 400 Schritte, der zweite nur 200. Aberf•ur n = 100 braucht der
erste 8000 Schritte und der zweite 10000 und f•ur immer gr•o�ere Anzahlen schneidet der
erste Algorithmus immer besser ab. Wenn es um die E�zienzbestimmung bei gro�en
Datenmengen geht, so nimmt man eine asymptotische Absch•atzung des Aufwandes
vor. Dabei sieht man von konstanten Faktoren ab: zwei Algorithmen, die Rechenzeiten
von einem bzw. zehn Jahren ben•otigen, sind gleicherma�en inakzeptabel.

5.1 E�ektives und une�ektives Rechnen, der Kreis

Die Aufgabe besteht darin, die Koordinaten der Punkte des Einheitskreises zu berech-
nen, z.B. um Kreise zu zeichnen.

1. Methode: naiv

F•ur � = 0; 1; : : : ; 359 berechne

x(� ) = cos(2� � �= 360);

y(� ) = sin(2 � � �= 360):

Daf•ur braucht man 720 Funktionsaufrufe.

2. Methode: e�ektiver

Setze� = 2�= 360; CB = cos�; SB = sin �: Wenn x(� ); y(� ) schon bekannt sind, so
ist

x(� + 1) = cos( � + � ) = cos � cos� � sin � sin�;

y(� + 1) = sin( � + � ) = sin � cos� + cos� sin�:

Also:
x(0) = 1 ; y(0) = 0 ;
F•ur � = 1; : : : ; 359 :
CA = x(� ); SA = y(� );
x(� + 1) = CA � CB � SA � SB;
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y(� + 1) = SA � CB + CA � SB:

In der Schleife �ndet gar kein Funktionsaufruf mehr statt, aber die Rundungsfehler
p
anzen sich fort.

3. Methode: Beachten von Symmetrien

Wir lassen den Winkel� nur von 1 bis 45 laufen und weisen neben (x; y) auch (� x; � y)
und (� y; � x) die entsprechenden Werte zu. Man sollte•uberpr•ufen, ob man wirklich
nur 1/8 der Zeit daf•ur braucht.

4. Methode: Tabellieren

Wenn viele Kreise zu behandeln sind (verschobene, mit verschiedenen Radien), so kann
man die Daten des Einheitskreises tabellieren und neue Daten daraus berechnen. Bei
kleinen Kreisen braucht man evtl. nur jeden 10. Punkt anzufassen.

5. Ganzzahlige Kreiskoordinaten

Wenn Punkte auf den Bildschirm gezeichnet werden sollen, sobraucht man ganzzahlige
Koordinaten; man kann also im Integer-Bereich rechnen, dasgeht schnell.
Im Bereich zwischen 0 und 45 Grad ist der obere Nachbarpunkt des Kreispunkts (x; y)
entweder der Punkt (x � 1; y + 1) oder (x; y + 1). Wir pr •ufen also, welcher der Werte

j (x � 1)2 + ( y + 1) 2 � r 2 j

und
j x2 + ( y + 1) 2 � r 2 j

der kleinere ist. Wir berechnenx(y) in Abh•angigkeit von y:
x[0] := r
f•ur y = 1; : : : ; 1p

2
r berechne:

A = ( x[y � 1])2 + y2 � r 2

wenn abs(A) < abs(A � 2x[y � 1] + 1) ist, so
setzex[y] = x[y � 1],
sonstx[y] = x[y � 1] � 1.

Ellipsenpunkte berechnet man, indem man die Koordinatenpunkte des Einheitskreises
geeignet mit Faktoren multiplipliziert.

Hier ist eine Animation: Ein Planet entfernt sich und kommt zur•uck.

import HUMath.Algebra.*;
import java.awt.*;
import java.awt.event.*;

public class kreis extends Frame
{

public kreis(String title)
{ super(title); }
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public static int abs(int a)
{

if (a >= 0) return a; else return -a;
}

public static int[] berechne(int r)
{

int y, a, s = abs(707*r/1000+1), x[] = new int[s];
x[0] = r;
for (y = 1; y < s; y++)
{

a = x[y-1]*x[y-1] + y*y - r*r;
if (abs(a) < abs(a-2*x[y-1]+1))

x[y] = x[y-1];
else

x[y] = x[y-1] - 1;
}
return x;

}

public void malen(Graphics g)
{

int y, x[], r, mx, my;
for (mx = 1; mx < 600; mx++)
{

my = 5*(mx-300)*(mx-300)/1000 +100;
r = abs(30-mx/10);
x = berechne(r);
g.clearRect(0,0,600,600);
for (y = 0; y < x.length; y++)
{

g.drawRect(mx+x[y],my+y,1,1);
g.drawRect(mx+x[y],my-y,1,1);
g.drawRect(mx-x[y],my+y,1,1);
g.drawRect(mx-x[y],my-y,1,1);
g.drawRect(mx+y,my+x[y],1,1);
g.drawRect(mx+y,my-x[y],1,1);
g.drawRect(mx-y,my+x[y],1,1);
g.drawRect(mx-y,my-x[y],1,1);

}
try { Thread.sleep(20); } catch(InterruptedException e){ }

}
}

public void paint(Graphics g)
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{ malen(g); }

public static void main(String args[])
{

kreis f = new kreis("Planet");
f.addWindowListener(new WindowAdapter()
{ public void windowClosing(WindowEvent e) {System.exit( 0);}} );
f.setBackground(Color.white);
f.setSize(600,600);
f.show();

}
}

Nochmals Symmetrien: Die Diedergruppe D4

(0,0)

w

s d

u

r

Ein Quadrat hat 8 Symmetrien: die Spiegelungen an den Achsen
w; s; d; u und die Drehungenr 0; r; r 2; r 3 um Vielfache von 90o. Die
Nacheinanderausf•uhrung zweier solcher Symmetrien ist wieder eine
Symmetrie, sie sind bijektive Abbildungen und f•ur die Komposition
von Abbildungen gilt das Assoziativgesetz; die Symmetrienbilden
die sog. DiedergruppeD4. Es gilt

D4 = f e; r; r 2; r 3; s; rs = d; r2s = w; r3s = ug;

diese Gruppe wird also durch die Elementer; s erzeugt (wobei wir anstelle vons ir-
gendeine Spiegelung einsetzen d•urfen). Durch die Rechenregel

sr = r � 1s

sind bereits alle Produkte festgelegt.
Nun ist aber auch jede Drehung ein Produkt zweier (geeigneter) Spiegelungen, etwa

r = wd:

Wir denken wieder an ein Koordinatensystem und wollen wissen, in welchen Punkt
(i; j ) bei der Drehungr •ubergeht. Hier haben wir die Spiegelungenw; d bevorzugt, da
diese Operationen am einfachsten zu implementieren sind (der Koordinatenursprung
ist links oben, das Quadrat mit der Seitenl•angen soll um seinen Mittelpunkt gedreht
werden):

d : (i; j ) 7! (j; i );

w : (i; j ) 7! (n � i; j );

also
r = wd : (i; j ) 7! (j; i ) 7! (n � j; i ):

Das folgendeDamen-Problem ist als •Ubungsaufgabe zu bearbeiten:
Auf einem Schachbrett sind 8 Damen so aufzustellen, da� sie sich gegenseitig nicht
bedrohen. Wieviele Stellungen gibt es? Diese Aufgabe wurdeim Jahre 1848 in ei-
ner Schach-Zeitung gestellt. Gau� fand 72 L•osungen, im Jahre 1850 war die korrekte
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L•osungsanzahl (92) bekannt. Es ist klar, da� eine g•ultige Damenstellung bei einer Dre-
hung oder Spiegelung des Schachbretts in eine g•ultige Stellung •ubergeht, aus einer
Stellung werden also acht. Nun ist 92 aber nicht durch 8 teilbar { was nun?

5.2 Der gr •o�te gemeinsame Teiler

Den ggT zweier nat•urlicher Zahlen a; b berechnet man mit Hilfe des Euklidischen Al-
gorithmus:

r = b;
while (r != 0)
{

r = a % b; // a = bq + r
a = b;
b = r;

}
return a;

Wenn ggT(a; b) = d ist, so gibt es ganze Zahlenu; v mit

d = u � a + v � b;

die Zahl d ist die betragsm•a�ig kleinste (von Null verschiedene) Zahl, die sich als
Vielfachsumme vona und b darstellen l•a�t.
Beim L•osen diophantischer Gleichungen ist es hilfreich, eine derartige Darstellung von
d zu kennen. Man kann eine solche Darstellung erhalten, wenn man die Schritte des
Euklidischen Algorithmus r•uckw•arts verfolgt.
Wir k •onnen aber einen der Faktoren auch gleich mitberechnen: Wirsetzen

r0 = a; r1 = b; t0 = 0; t1 = 1;

es sei
r0 = q1r1 + r2:

Im k-ten Schritt sei
r k� 1 = qkr k + r k+1 ;

tk� 1 = qk tk + tk+1 ;
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wobei wir das jeweiligeqk in der ersten Zeile berechnen und in der zweiten Zeile zur
Berechnung vontk+1 verwenden.
Wir setzen nun voraus, da� der Termr k � btk durch die Zahl a teilbar ist; der Induk-
tionsanfang

k = 0 : a � b� 0 = a;

k = 1 : b� b� 1 = 0

rechtfertigt dies. Dann folgt aber auch, da�

r k+1 � btk+1 = � qkr k + r k� 1 � b� (tk� 1 � qk tk)

durch a teilbar ist, denn die beiden mittleren und die beiden•au�eren Terme sind durch
a teilbar (der Induktionsschritt geht von k � 1 und k zu k + 1).
Am Ende ist alsod = r k+1 und mit v = tk+1

au = d � bv;

worausu berechnet werden kann.

Wir k •onnen die Zahlenu; v auch parallel (gleichberechtigt) berechnen. Wir setzen

w0 =

0

@
a
1
0

1

A ; w1 =

0

@
b
0
1

1

A ; wi =

0

@
t i

ui

vi

1

A

und
wi +1 = wi � 1 � qi +1 � wi mit qi +1 = t i � 1=ti :

Dann ist in jedem Schritt
t i = ui � a + vi � b

und t i � 1 ist der ggT, falls t i = 0 ist.

5.3 Ausrollen von Schleifen

Schauen Sie sich das folgende Programm an. In beiden Schleifen werden dieselben
Rechenoperationen durchgef•uhrt. In der zweiten Schleife werden mehrere nacheinan-
derfolgende Operationen zusammengefa�t und der Z•ahlindex entsprechend vergr•o�ert.

import java.io.*;
import java.lang.Math.*;

public class ausrollen
{

public static int nn = 100 * 65536; // durch 8 teilbar !
public static byte a[] = new byte[nn];
public static int s;
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public static void init()
{

for (int i = 0; i < nn; i++)
a[i] = (byte)(Math.random() * 100);

}

public static int summe1()
{

s = 0;
for (int i = 0; i < nn; i++)

s = s + a[i];
return s;

}

public static int summe2()
{

s = 0;
for (int i = 0; i < nn - 7; i = i + 8)

s = s+a[i]+a[i+1]+a[i+2]+a[i+3]+a[i+4]+a[i+5]+a[i+6]+ a[i+7];
return s;

}

public static void main(String arg[])
{

long t = B.zeit(0);
init();
int s;
t = B.zeit(t);
s = summe1();
t = B.zeit(t);
System.out.println(s);
s = summe2();
t = B.zeit(t);
System.out.println(s + " ");

}
}

Es treten zwei E�ekte auf:

1. Die zweite Schleife ben•otigt bei Fortran nur etwa die H•alfte der Rechenzeit; dies
tri�t bei sehr langen Schleifen auch bei Pascal zu. Bei Java ist der Beschleu-
nigungse�ekt auch zu messen, ich konnte ihn nur nicht so deutlich nachweisen.
Das liegt daran, da� Felder nicht beliebig gro� gemacht werden k•onnen: Die In-
dizierung hat durch int -Zahlen zu erfolgen; wenn man ein Feld anlegen will, f•ur
das der Speicher nicht ausreicht, erh•alt man nicht etwa bei der •Ubersetzung eine
Fehlermitteilung, sondern beim Versuch, die Klasse abarbeiten zu lassen,

"
�ndet\
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Java die Klasse nicht.

Wenn ich wie oben ein Feld aus 10 Mio Bytes aufsummiere, braucht mein Rechner
3 bzw. 2 Sekunden. (Allerdings dauerte die Initialisierung•uber eine Minute.) Da
float -Felder nicht so gro� werden k•onnen, ergaben sich jeweils Rechenzeiten von
0 Sekunden.

Wenn allerdings in der Schleife kompliziertere Operationen (Funktionsaufrufe)
ausgef•uhrt werden, geht die Beschleunigung zur•uck.

2. Die Ergebnisse der Summation unterschieden sich bei Fortran in der letzten De-
zimalstelle. Welches Ergebnis war wohl richtiger als das andere?

Hier sind alle Summanden positiv und innerhalb eines Achterblocks wahrschein-
lich ungef•ahr von derselben Gr•o�enordnung, so da� die Zahl der abgeschnittenen
Stellen gering bleiben k•onnte. Die Zahls wird aber st•andig gr•o�er, so da� sich s
bei kleinenai evtl. gar nicht ver•andert. Wahrscheinlich ist die zweite Rechnung
vorzuziehen. (Wenn die Summe der ersten 216 nat•urlichen Zahlen im real*4 -
Bereich berechnet wird, so ist beim ersten Verfahren die f•unfte (von 6 bis 7)
Dezimalstellen falsch, beim zweiten richtig).

Wenn die L•ange der auszurollenden Schleife nicht durch die Ausroll-Breite teilbar ist,
mu� das Schleifenende nat•urlich nachbehandelt werden.

5.4 Komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl hat die Gestaltz = a + bi, wobei a; b reell sind und i2 = � 1 gilt;
diese Darstellung mit Real- und Imagin•arteil hei�t die kartesische Darstellung vonz.
F•ur die Polarkoordinaten des Punkts (a; b) gilt

a = r cos'

b= r sin';

dabei ist r = jzj =
p

a2 + b2 und ' das Argument von z. Bei der Berechnung des
Betrags kann ein •Uberlauf vorkommen, den man dadurch abfangen kann, da� man
max(jaj ; jbj) ausklammert. Das Argument bestimmt man am einfachsten durch ' =
arccos(a=r).
W•ahrend sich die Addition und Subtraktion komplexer Zahlen am einfachsten in der
kartesischen Darstellung durchf•uhren l•a�t, sind die Multiplikation, Division, das Wur-
zelziehen oder allgemeiner die Potenzierung in der Polardarstellung einfacher: bei der
Multiplikation multiplizieren sich die Betr •age und addieren sich die Argumente.

5.5 Polynome

Werte berechnen

F•ur das Polynomf (x) = a0xn + a1xn� 1 + � � � an� 1x + an soll der Wert f (b) berechnet
werden.
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Die naive Methode geht so (die MethodeMath.pow hat als Argumente und Ergebnis
double-Zahlen):

w = an

f•ur i = 1; :::; n : w = w + an� i � Math:pow(b; i)

Aufwand: Falls der Compiler p��gerweise die Potenzberechnung in b� b� � � � b verwan-
delt, also keine Potenzreihenentwicklung durchf•uhrt, sind 1 + 2 + � � � + n = n(n+1)

2 � n2

Multiplikationen n •otig.

Das Schema von Horner (1819) ben•otigt nur n Multiplikationen, denn wegen

f (b) = ( � � � ((a0b+ a1)b+ a2)b+ � � � an� 1)b+ an

kann man so rechnen:
w = a0

f•ur i = 1; : : : ; n :
w = w � b+ ai

Potenzieren

Dieselbe Idee kann man verwenden, um (gro�e) Potenzen einerZahl zu berechnen. Um
xn zu berechnen, stellen wir den Exponenten im Bin•arsystem dar:

n = ( bk : : : b0)2 =
X

bi 2i ; bi 2 f 0; 1g:

Wir sehen also, da�n der Wert eines gewissen Polynoms an der Stelle 2 ist. Ein Sum-
mand (1) verlangt eine Multiplikation, ein Faktor (2) verlangt eine Quadrierung.

xn = x
P

bi 2i
=

Y
xbi 2i

=
Y

bi 6=0

x2i

y = 1
w = x
solange n >= 0:

wenn n ungerade:
y = y * w

wenn n > 1:
w = w * w

n = n / 2
Das Ergebnis ist y

Dies entspricht der Auswertung des Exponenten mittels des Horner-Schemas: Wir stel-
lung uns die bin•ar dargestellte Zahl als Polynom vor, dessen Koe�zienten Nullen und
Einsen sind, in das die Zahl 2 eingesetzt ist.

Polynomdivision mit Rest

Seienf (x); g(x) Polynome, dann gibt es eindeutig bestimmte Polynomeq(x); r (x)
mit

1. f (x) = g(x)q(x) + r (x) und
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2. r (x) = 0 oder deg(r ) < deg(g).

Das Polynomq(x) hei�t der Quotient, r (x) der Rest der Polynomdivision.

Falls nun g(x) = x � b ein lineares Polynom ist, dann ist der Divisionsrest eine Kon-
stante, und zwar gleichf (b), wie man aus

f (x) = ( x � b)q(x) + r

durch Einsetzen vonx = b sieht.

Das w•are eine neue Methode der Wertberechnung. Wie e�ektiv ist sie?
Wir werden gleich sehen, da� man mittels einer kleinen Modi�zierung des Hornersche-
mas den Quotienten und den Rest der Polynomdivision berechnen kann.

Sei wiederf (x) = a0xn + a1xn� 1 + � � � an� 1x + an . In unserem Fall hat der Quotient
den Gradn � 1; wir machen den Ansatz

q(x) = b0xn� 1 + � � � + bn� k� 1xk + � � � + bkxn� k� 1 + � � � + bn� 1

und vergleichen in
f (x) = q(x)(x � b) + bn

die Koe�zenten der x-Potenzen (den Rest nennen wirbn ; gelegentlich ist eine geschickte
Notation hilfreich):

a0 = b0

xn� k : ak = bk � bk� 1b

Damit erhalten wir schrittweise die Koe�zienten von q(x):

b0 = a0

bk = ak + bk� 1b; k = 1; : : : ; n

und bn = f (b) ist der Divisionsrest. Der Rechenaufwand ist derselbe wiebeim Horner-
schema.

Wenn man eine reelle Nullstellebdes Polynomsf (x) bestimmt hat, so kann man dieses
Verfahren nutzen, um den Faktorx � bausf (x) zu entfernen und kann nach Nullstellen
des Quotienten suchen.

Wenn a+ bi eine komplexe Nullstelle vonf (x) ist, so ist aucha� bi eine Nullstelle von
f (x), d.h. f (x) ist durch das quadratische (reelle) Polynom (x � a � bi)(x � a + bi) =
x2 � 2ax + a2 + b2 teilbar. Um diesen Faktor ausf (x) zu entfernen, verwenden wir eine
Verallgemeinerung des Hornerschemas (Collatz 1940):

Wir berechnen also den Quotienten und den Rest bei der Division von f (x) durch
x2 + px + t. Der Quotient sei

q(x) = boxn� 2 + b1xn� 3 + � � � + bn� 2;

der Rest sei
r (x) = bn� 1x + bn :
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Der Koe�zientenvergleich in f (x) = ( x2 + px + t)q(x) + r (x) liefert

a0 = b0

a1 = b1 + pb0

� � �

ak = bk + pbk� 1 + tbk� 2; k = 2; : : : ; n � 1

� � �

an = tbn� 2 + bn

also

b0 = a0

b1 = a1 � pb0

� � �

bk = ak � pbk� 1 � tbk� 2; k = 2; : : : ; n � 1

� � �

bn = an � tbn� 2

Um die vorgestellten Verfahren zur Nullstellenabtrennungnutzen zu k•onnen, mu� man
zuerst eine Nullstelle kennen. Im Buch vonBeresin und Shidkov, Numerische Metho-
den 2, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1971wird auf S. 169 ein
Verfahren von Muller (1956) vorgestellt, mit dessen Hilfe komplexe Nullstellen von
Polynomem berechnet werden k•onnen. Der Witz besteht darin, da� (anders als beim
Newton-Verfahren) keine Anfangsn•aherung bekannt sein mu�; das Verfahren ist zwar
theoretisch nicht streng abgesichert, liefert aber in der Praxis gute Ergebnisse.

F•ur das Verfahren von Grae�e zur Bestimmung reeller Nullstellen habe ich z.Z. nur die
Referenz aufZurm•uhl, Praktische Mathematik f•ur Ingernieure und Physiker, Springer
1957, S. 62). Zur Bestimmung komplexer Nullstellen gibt es Verfahren von Nickel
bzw. Laguerre, die z.B. beiGander, Computermathematik, Birkh•auser 1992, S. 110 �
vorgestellt werden.

Verwenden Sie bitte diese Algorithmen, um Nullstellen zu berechnen und abzutrennen.
Berechnen Sie z.B. die Nullstellen vonxn � 1, dies sind (f•ur geeignetesn) die Positionen
der Sterne im EU-Wappen.

5.6 Auswertung vieler Polynome

Wenn nicht der Wert eines Polynoms an einer Stelle, sondern die Werte vieler Polynome
vom Grad � n an denselben Stellenx0; x1; : : : ; xn berechnet werden sollen, so ist es
besser, sich zuerst die Potenzenx j

i bereitzustellen. F•ur das Polynomp(x) =
P

pi x i gilt
dann: 0

B
B
@

1 x0 x2
0 : : : xn

0

1 x1 x2
1 : : : xn

1

: : :
1 xn x2

n : : : xn
n

1

C
C
A �

0

B
B
@

p0

p1
...

pn

1

C
C
A =

0

B
B
@

p(x0)
p(x1)

...
p(xn )

1

C
C
A :
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Umgekehrt kann man bei vorgegebenen Wertenp(x i ) die Koe�zienten des Polynomsp
durch Multiplikation mit der zu ( x j

i ) inversen Matrix bestimmen. Dies mu� nureinmal
berechnet werden.
Das vereinfacht das formale Rechnen mit Polynomen kollossal: Um das Produkt (die
Summe) von p(x) und q(x) zu bestimmen, berechnet man einfachp(x i ) � q(x i ) und
bestimmt die Koe�zienten des Polynoms mit diesen Werten. Das lohnt sich nat•urlich
erst dann, wenn viele Operationen mit Polynomen durchgef•uhrt werden: Am Anfang
wird jedes Polynom durch seinen

"
Wertevektor\ kodiert, am Ende werden die Koe�-

zientenvektoren ermittelt.
Wenn f•ur die x i die (n + 1)-sten Einheitswurzeln ! i mit ! n+1 = 1 gew•ahlt werden, so
ist die Matrix ( ! ij ) zu betrachten; deren Inverse ist ganz einfach aufgebaut:1n+1 (! � ij ).
Dieses Verfahren hei�t

"
Diskrete Fourier-Transformation\ (DFT).

5.7 Fibonacci-Zahlen

Dies ist die zweit•alteste rekursive Folge:

f 0 = 0; f 1 = 1; f n = f n� 1 + f n� 2:

Naheliegend ist eine rekursive Implementierung:

static int fr(int n)
{

if (n <= 1)
return n;

else
return fr(n-1) + fr(n-2)

}

Es ist fr(10) = 55, fr(20) = 6755 .
Die Abarbeitung wird f•ur gro�e n immer langsamer, da sich die Funktion f•ur jedes
Argument zweimal selbst aufruft, d.h. der Zeitaufwand w•achst ebensoschnell wie die
Fibonacci-Zahlen selbst. Schlimm ist es, da� zur Berechnung von fr(n-1) ja auch
nochmal fr(n-2) berechnet wird.
Es ist f 100 = 3:54�1020, Forster (

"
Algorithmische Zahlentheorie\) sch•atzt den Zeitbedarf

hierf•ur mit 10 000 Jahren ab:
Sei Tn die zur Berechnung vonf n ben•otigte Zeit, wir setzen T1 = 10� 9 sec, eine Na-
nosekunde. WegenTn � Tn� 1 + Tn� 2 ist T100 � 3:54 � 1020. Ein Jahr hat 3:15 � 107

Sekunden, also 315� 1016 Nanosekunden, also istT100 � 104 Jahre.

Besser ist eine iterative Berechnung:

static int fi(int n)
{

int f0 = 0, f1 = 1, temp, i;
if (n <= 1)
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return n;
for (i = 1; i <= n; i++)
{

temp = f1;
f1 = f0 + f1;
f0 = temp;

}
return f1;

}

Hier werden nur 3n Anweisungen ausgef•uhrt, es wird kein Stack ben•otigt, also geht es
schnell.
Es geht aber noch besser:

SeiA =
�

1 1
1 0

�
, dann gilt

�
f n+1

f n

�
= A

�
f n

f n� 1

�
= An

�
1
0

�
:

Eine n-te Potenz kann man in log(n) Schritten berechnen, eine Multiplikation von
2 � 2-Matrizen braucht 8 Zahl-Multiplikationen, allerdings werden die Zahlen schnell
wachsen (es sind ja die Fibonacci-Zahlen).

So kann man im•ubrigen mit beliebigen linearen Rekursionen

rn = a1rn� 1 + : : : + akrn� k

verfahren, man verwendet hier die Matrix

A =

0

B
B
B
B
@

a1 a2 : : : ak

1 0
1 0

� � �
1 0

1

C
C
C
C
A

Man k•onnte die Geschwindigkeit noch steigern, wenn man eine explizite Formel f•ur An

verf•ugbar h•atte.
Das ist bei den Fibonacci-Zahlen der Fall: Die MatrixA ist symmetrisch, also diago-
nalisierbar, d.h. es gibt eine regul•are Matrix X mit

A = X � 1

�
� 1 0
0 � 2

�
X;

die � i = 1
2(1 �

p
5) sind die Eigenwerte vonA; wie man diese und die MatrixX

bestimmen kann, lernt man in der Linearen Algebra.
Es gilt dann

an = X � 1

�
� n

1 0
0 � n

2

�
X;
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man braucht also nur dien-te Potenz vonZahlenzu berechnen. Insgesamt erhalten wir

f n =
1

p
5

(� n �
(� 1)n

� n
); � = 1:616:::

Einen noch bessereren (weil ganzzahligen) Algorithmus erh•alt man aus dem

Satz 5.1 F•ur die Fibonacci-Zahlenf (a) gilt

f (a + b) = f (a + 1) � f (b) + f (a) � f (b� 1):

Beweis durch Induktion •uber b:
F•ur b= 1 gilt

f (a + 1) = f (a + 1) � f (1) + f (a) � f (0):

Nun betrachten wir b+ 1:

f (a + b+ 1) = f (a + b) + f (a + b� 1)

= f (a + 1) f (b) + f (a)f (b� 1) + f (a + 1) f (b� 1) + f (a)f (b� 2)

= f (a + 1) � f (b+ 1) + f (a) � f (b)

Die folgende Implementation ist dem Paketbigal, http://www.jonelo.de von Jo-
hann Nepomuk L•o�mann entnommen:

// Help method for calculating fibonacci(n)
private static BigInteger[] __fastfib(int n) {

if (n == 1) {
BigInteger[] out = new BigInteger[2];
out[0] = BigInteger.ZERO;
out[1] = BigInteger.ONE;
return out;

}
int a = n / 2;
int b = n - a;
BigInteger[] in = __fastfib(b);

// fib(n) = fib(a+b) = fib(a+1) fib(b) +fib(a) fib(b-1)
BigInteger Fb = in[1]; // fib(b)
BigInteger Fb1 = in[0]; // fib(b-1)
BigInteger Fa; // fib(a)
BigInteger Fa1; // fib(a+1)
if (a == b) {

Fa = Fb;
Fa1 = Fb.add(Fb1);

} else {
// a == b - 1
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Fa = Fb1;
Fa1 = Fb;

}
BigInteger[] out = new BigInteger[2];
out[1] = (Fa1.multiply(Fb)).add(Fa.multiply(Fb1));
BigInteger Fa2 = Fa1.subtract(Fa); // fib(a-1)
out[0] = (Fa.multiply(Fb)).add(Fa2.multiply(Fb1));
return out;

}

/* Returns a BigInteger whose value is fibonacci(n) */
// recursiv, but fast implementation
// author Tobias Wahl, Germany
public static final BigInteger fib(int n)
{ // return fib(n, 0, 1);

if (n == 0) return BigInteger.ZERO;
if (n == 1) return BigInteger.ONE;
return __fastfib(n)[1];

}

Zu bemerken ist noch, da� zwei aufeinaderfolgende Fibonacci-Zahlen die denkbar schlech-
testen Kandidaten beim Euklidischen Algorithmus sind: Alle auftretenden Quotienten
sind 1, also langsamer kann der Abstieg nicht erfolgen.

5.8 Matrixoperationen

Wir wollen uns zun•achst •uberlegen, was zu tun ist, wenn auf die Komponenten eines
zweidimensionalen Feldes zugegri�en werden soll. Dabei soll xxx ein Datentyp sein, der
wBytes belegt.

xxx[][] = new xxx a[m][n];

Die Zahl der Spalten der Matrix ist n, die Anfangsadresse seib; dann hat die Kompo-
nente aij (bei zeilenweiser Abspeicherung) die Adresse

s = b+ ( j � n + i ) � w;

zur Laufzeit werden also 4 Rechenoperationen (f•ur den Zugri�!) durchgef•uhrt.
Diese•Uberlegungen k•onnten interessant sein, wenn man h•au�g auf Teilfelder zugreifen
will und sich ein mehrdimensionales Feld selbst als eindimensionales organisiert.

Ein Beispiel: Matrixmultiplikation

Es seia eine (m; n)-Matrix und b eine (n; q)-Matrix. Die ( m; q)-Matrix c wird jeweils
vorher als Nullmatrix initialisiert. Wir berechnen

cij =
nX

k=1

aik bkj ;

wir ben•otigen je eine Schleife f•ur i; j; k :
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for (k = ...) // in der inneren Schleife
for (j = ...) // wird viermal dereferenziert

for (i = ...)
c[i][j] = c[i][j] + a[i][k] * b[k][j];

// der letzte Term haengt nicht von i ab

for (k = ...)
for (j = ...)
{

s = b[k][j]; // dadurch wird etwa 1/6 der
for (i = ...) // Rechenzeit gespart

c[i][j]= c[i][j] + a[i][k] * s;
}

for (i = ...)
for (j = ...)
{

s = 0.0; // dadurch wird etwa 1/3 der }
for (k = ...) // Rechenzeit gespart }

s = s + a[i][k] * b[k][j];
c[i][j] = s;

}

Die gesparte Rechenzeit ist eben die zum Dereferenzieren ben•otigte. Die letzte M•oglich-
keit ist aber nur bei der dort gegebenen Reihenfolge der Schleifen m•oglich. Ein guter
Compiler optimiert allerdings den Rechenablauf neu und ganz anders, als man es ge-
dacht hat.

Wir wollen nun untersuchen, wie viele Additionen/Subtraktionen und Multiplikatio-
nen/Divisionen zur L•osung eines linearen Gleichungssystems n•otig sind. Gegeben sei
ein GleichungssystemAx = b, wobei A eine invertierbaren � n-Matrix ist; das Glei-
chungssystem hat also eine eindeutig bestimmte L•osung. Wir verwenden als L•osungs-
verfahren die Gau�-Jordan-Elimination und setzen der Einfachheit halber voraus, da�
dabei keine Zeilenvertauschungen durchgef•uhrt werden m•ussen.
Durch Addition von Vielfachen einer Zeile zu anderen wird die erweiterte Koe�zien-
tenmatrix ( A j b) zun•achst in eine Dreiecksform

0

B
B
@

1 a12 : : : a1n b1

0 1 a23 : : : b2

: : :
0 : : : 0 1 bn

1

C
C
A

und danach durch R•ucksubstitution in die Form
0

B
B
@

1 0 : : : 0 b1

0 1 : : : 0 b2

: : :
0 : : : 0 1 bn

1

C
C
A ;
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gebracht, dann ist das L•osungstupel sofort ablesbar.

Die folgenden elementaren•Uberlegungen sind im Lehrbuch von H. Anton, Lineare
Algebra, Spektrum 1995 auf den Seiten 538 �. ausf•uhrlich erl•autert.

Schritt Mult Add Bemerkung
1 n 0 Erzeugen der Anfangseins

n(n � 1) n(n � 1) Nullen in n � 1 Zeilen unter der 1
2 n � 1 0 Erzeugen der Anfangseins

(n � 1)(n � 2) (n � 1)(n � 2) Nullen in n � 2 Zeilen unter der 1
. . .

n � 1 2 0 Erzeugen der Anfangseins
2 2 Null in Zeile unter der 1

R•uckw•artsphase
1 n � 1 n � 1 Nullen in n � 1 Zeilen •uber der 1
2 n � 2 n � 2 Nullen in n � 2 Zeilen •uber der 1

. . .
n � 1 1 1 Null in Zeile •uber der 1

Somit erhalten wir als Anzahl der Additionen
nX

i =1

i2 �
nX

i =1

i +
n� 1X

i =1

i = n3=3 + n2=2 � 5n=6

und als Anzahl der Multiplikationen
nX

i =1

i2 +
n� 1X

i =1

i = n3=3 + n2 � n=3;

insgesamt als ca.n3 Rechenoperationen.

Bemerkung: Wenn sofort auch•uber den Einsen Nullen erzeugt werden, sind12(n3 � n)
Additionen und 1

2(n3 + n2) Multiplikationen n •otig, das ist ein um 1
6n3 h•oherer Aufwand

(!).

Schlie�lich geben wir einige Typen von Matrizen an, die leicht zu erzeugen sind und
wo f•ur die Determinante bzw. die Inverse explizite Formeln bekannt sind. Damit kann
man eigene Algorithmen testen.

Typ Determinante Inverse

Vandermonde (x j
i )

Y
x i �

Y

i<j

(x j � x i )

kombinatorische (y + � ij � x) xn� 1 � (x + ny)
�

� y + � ij � (x + ny)
x(x + ny)

�

Cauchy
�

1
x i + yj

�
Y

i<j

(x j � x i )(yj � yi )

Y

i;j

(x i + yj )

0

B
B
@

Y

k

(x j + yk)(xk + yi )

(x j + yi )
Y

k6= j

(x j � xk)
Y

k6= i

(yi � yk)

1

C
C
A

Hilbert
�

1
i + j � 1

�
Spezialfall von Cauchy
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Die Inverse einer Hilbert-Matrix hat ganzzahlige Eintr•age; Hilbert-Matrizen werden
gern f•ur Tests genutzt, denn dieser Typ istnumerisch instabil.

Nun wollen wir uns ein Verfahren ansehen, mit dem man das Produkt zweier 2� 2-
Matrizen nicht mit 8, sondern mit 7 Multiplikationen berechnen kann. Dieses Verfahren
von Strassen (1969) gestattet es, durch Zerteilung vonn � n-Matrizen in Bl•ocke der
halben Gr•o�e die f•ur die Multiplikation notwendige Zeit von n3 auf n2:7 zu verringern.

Wir betrachten das Produkt zweier 2� 2-Matrizen:
�

a1 a2

a3 a4

� �
b1 b2

b3 b4

�
=

�
c1 c2

c3 c4

�

und bilden
m1 = ( a2 � a4)(b3 + b4);

m2 = ( a1 + a4)(b1 + b4);

m3 = ( a1 � a3)(b1 + b2);

m4 = ( a1 + a2)b4;

m5 = a1(b2 � b4);

m6 = a4(b3 � b1);

m7 = ( a3 + a4)b1

. Dann gilt
c1 = m1 + m2 � m4 + m6

c2 = m4 + m5

c3 = m6 + m7

c4 = m2 � m3 + m5 � m7

Die gesparte Multiplikation ist durch 18 (statt 4) Addition en erkauft worden.

Dasselbe macht man nur f•ur 4� 4-Matrizen, die in Zweierbl•ocke unterteilt werden, hier
brauchen wir 7 Blockmultiplikationen zu je 7 Zahlmultiplikationen, also 49 statt 64
Multiplikationen. F •ur Matrizen mit n = sk Reihen braucht man 7k = 7 log(n) = nlog(7)

Multiplikationen.

Ich habe das Verfahren implementiert; eine Multiplikationzweier 128� 128-Matrizen
dauerte 5 Sekunden, bei 256� 256-Matrizen waren es 26 Sekunden, die

"
gew•ohnliche\

Matrixmultiplikation brauchte 0 bzw. 8 Sekunden.

Strassens Publikation von 1969 ist zwei Druckseiten lang, sie enth•alt keinen Hinweis,
wie er diese Resultate erhalten hat. Es hat sich in den Folgejahren ein Wettlauf ent-
wickelt, wie schnell man (theoretisch) die Matrixmultiplikation ausf•uhren k•onnte, der
Weltrekord lag in den 80er Jahren bein2:49.

Das LAPACK-Paket nutzt diese schnelle Matrixmultiplikation.
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5.9 Zufallszahlen

Ein beliebtes Mittel, um einen Algorithmus auf Korrektheit zu
"
testen\, ist es, ein

Zahlenbeispiel mit der Hand durchzurechnen und nachzusehen, ob das Programm das-
selbe Ergebnis liefert. Man kann auch viele Eingaben erzeugen und abwarten, ob der
Rechner abst•urzt oder nicht. Wenn das aber bei einigen Eingaben korrekt abl•auft und
bei anderen nicht, dann hat man ein Problem.
Es ist mitunter hilfreich, wenn man eine

"
zuf•allige\ Folge von Zahlen erzeugen kann,

deren Erzeugung aber wiederholbar ist.
Ein klassisches Verfahren stammt von J. v. Neumann (1946): der

"
middle square\ -

Algorithmus . Wir rechnen mit 4-stelligen Zahlen, beginnenmit einer Zahl, quadrieren
und entnehmen die mittleren vier Dezimalstellen:

x = ( x2=100) mod 10000:

Es kann allerdings passieren, da� man in kurze Zyklen ger•at, z.B. ist 6100 eine we-
nig geignete Startzahl (6100, 2100, 4100, 8100, 6100). Wie kann man die G•ute eines
Zufallszahlen-Generators•uberpr•ufen?
Sei M eine endliche Menge,f : M �! M eine Abbildung und x0 2 M ein Startwert.
Man bildet nun x i +1 = f (x i ). Wegen der Endlichkeit von M k•onnen nicht alle x i

voneinander verschieden sein. Es sieht etwa so aus:

x0 xm+ l = xm

x2m

Es gibt also eine Periode, die bei einem Wertxm ; m � 0 beginnt und die L•angel � 0
hat. Es gilt also

x i = x i + l f•ur i � m:

Der durch f gegebene Algorithmus ist
"
gut\, wenn desses Periodenl•ange gro� ist, die

L•ange der Vorperiode ist unerheblich. Wie k•onnen diese Daten bestimmt werden? Soll
man sie tabellieren? Dann mu� jeder neue Wert mit jedem altenverglichen werden (n2

Schritte). Die folgende Methode von Floyd (1967) braucht nur O(m + l) Schritte und
(unabh•angig vonm; l ) beschr•ankten Platzbedarf:

Wir bemerken zuerst, da� es eine Zahln gibt, f •ur die xn = x2n gilt (solch ein x hei�t
idempotent).
Denn es istxr = xn gdw. r � n = k � l ein Vielfaches vonl und r > n � m ist. Wir
suchen also das kleinsten mit n = kl , dann ist x2n = xn+ kl = xn , dabei sind immer
nur 2 Werte zu vergleichen:xn und x2n .

Aus diesen Idempotenz-Indexn k•onnen nun die Werte vonm und l bestimmt werden:
Wenn wir die Vorperiode auf die Periode

"
aufwickeln\, so liegt deren Startpunkt gerade

bei xn . Also suchen wir das kleinstei mit x i = xn+ i , dies ist unserm.
Wir suchen nun das kleinstei � m mit xn+ i = xn ; wenn wir keins �nden, so istl = n,
dies ist der Fall, wenn die Vorperiodem nicht um die Periode herumreicht (k = 1),
andernfalls ist l gleich dem kleinsteni mit xn+ i = xn .
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Ein einfacher Generator ist die Funktion

f (x) = x � 5 mod 97, alsoxn � 5n ;

er hat keine Vorperiode und die (maximal m•ogliche) L•ange 96 (warum ?).

Wir suchen nacheinanderi mit f i (x) = f 2i (x), dann ist n = i ; dann suchen wiri mit
f i (x) = f n+ i (x); dann ist m = i ; schlie�lich suchen wir i mit f n(x) = f n+ i (x); dann ist
l = i .

In Fortran sah das so aus (•Ubertragung in Java ist eine•Ubungsaufgabe):

program rand
c Periode eines Zufallsgenerators: Vorperiode: m; Periode : l

integer m, f2n, s, h, x, i, n, l
parameter (h = 97)

do s = 2, h
print *, "s = ", s
do i = 1, h

if (f2n(x, s, h, i) .eq. f2n(x,s,h, 2*i)) then
print *, "Idempotent", i, f2n(x,s,h,i), f2n(x,s,h,2*i)
n = i
goto 1

end if
end do

1 do i = 1, h
if (f2n(x, s, h, i) .eq. f2n(x, s, h, n+i)) then

m = i
goto 2

end if
end do

2 print *, "Vorperiode ", m
print *, "x^m = ", f2n(x, s, h, m)
do i = 1, m

if (f2n(x,s,h,n) .eq. f2n(x,s,h,n+i)) then
l = i
goto 3

else
l = n

end if
end do

3 print *, "Laenge ", l
print *, "Kontrolle : "
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print *,(i,":", f2n(x,s,h,i), i=1,50)
read *
end do

end

integer function f(x, s, h)
integer x, s, h

f = mod(x*s, h)
end

integer function f2n(x, s, h, n)
c f2n(x) = f^n(x)

integer x, s, h, n, i, r, f, y
y = x
do i = 1, n

r = f(y, s, h)
y = r

end do
f2n = y

end

In der Klasse HUMath.Algebra.random ist eine Funktionf() bereitgestellt, die (wie
dort dargestellt) •uberschrieben werden kann; diese Funktion ergibt Zufallszahlen.

5.10 Minust •urme

Das folgende Herangehen eignet sich nicht, um Folgen von Zufallszahlen zu erzeugen.

Wir w •ahlen einen-stellige DezimalzahlA, deren Zi�ern nicht alle gleich sind (z.B.
mittels eines Zufallsgenerators). Dann werden die Zi�ern der Gr•o�e und der Kleine
nach geordnet; wir bilden daraus die gr•o�te darstellbare Zahl G und die kleinste K .
Nun bilden wir deren Di�erenz D = G � K , setzenA = D und beginnen von vorn.

Da es nur endlich vielen-stellige Zahlen gibt und immer dasselbe Verfahren (dieselbe
Funktion) auf A angewandt wird, wird die Folge derAs periodisch.

Nehmen wir zum Beispieln = 3 (vgl. Wittmann, M •uller, Handbuch produktiver Re-
chen•ubungen (1991), Band 2, S. 38/39):
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6 7 8
8 6 7

- 6 7 8
1 9 8
9 8 1

- 1 8 9
7 9 2
9 2 7

- 2 7 9
6 9 3
9 6 3

- 3 6 9
5 9 4
9 5 4

- 4 5 9
4 9 5

In diesem Beispiel wird die Folge nicht nur periodisch, sondern station•ar. Wie kommt
das?

Die Einerstelle des SubtrahendenK ist gr•o�er als die des MinuendenG und beide
Zehnerstellen sind gleich, also ensteht durch•Ubertrag in der Di�erenz eine 9 an der
Zehnerstelle. Dies ist aber nun die gr•o�te (besser: eine der gr•o�ten) Zi�ern und wird
zur letzen Stelle des n•achsten Subtrahenden. Das hat zur Folge, da� die Einerstelle der
n•achsten Di�erenz um 1 gr•o�er wird als die vorhergehende. Die Quersummen vonG
und K sind gleich, also istG � K mod 9. Wenn also die Einerstelle gleich 5 ist, so ist
die Hunderterstelle gleich 4, und nun treten wir auf der Stelle.
Man kann nachrechnen, da� die L•ange der Vorperiode h•ochstens 4 ist.

F•ur n = 4 ist die Folge auch station•ar, die L•ange der Vorperiode ist h•ochstens 8 und
die Endzahl ist 6174. Das w•are doch eine sch•one •Ubungsaufgabe!

F•ur n = 2 und n = 5 ist die Folge nicht notwendigerweise station•ar.

5.11 Permutationen

Wenn man eine Determinante nach der Leibnizschen Formel berechnen will, so mu�
man alle Permutationen vonn Zi�ern herstellen. Wie macht man das?
Wir nehmen mal an, da� es sich nur um die Zi�ern 1; 2; : : : ; n < 9 handelt; wir k•onnen
uns dann eine Permutation als Dezimalzahl vorstellen, und damit haben wir eine ka-
nonische Ordung der Permutationen:

13542< 14253

Die kleinste Permutation von 1 2 3 4 5 ist 12345, die gr•o�te ist 54321. Welches ist
nun der Nachfolger vonabcde? Wir suchen von rechts den maximalen

"
Aufstieg\, bei

13542 ist dies 542, dann vertauschen wir die letzte Zi�er vordem Aufstieg (3) mit der
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n•achstgr•o�eren im Aufstieg enthaltenen und ordnen das Feld, das den Aufstieg enthielt,
in aufsteigender Ordnung: aus 13542 wird 14235.

/** Resultat ist true, wenn letzte Permutation erreicht ist */
public static boolean nextperm(int[] z, int n)
{

int i, k, s = n;
do

s--;
while ((s > 0) && (z[s] > z[s+1]));
if (s==0)

return false;
do
{

z[s] = z[s]+1;
k = 0;
do

k++;
while ((z[k] != z[s]) && (k != s));

}
while (k < s);
for (i= s+1; i <= n; i++)
{

z[i] = 0;
do
{

z[i] = z[i]+1;
k = 0;
do

k++;
while ((z[k] != z[i]) && (k < i));

}
while (k <i);

}
s = n;
do

s--;
while ((s > 0) && (z[s] > z[s+1]));
return (s==0);

}

public static void main (String[] arg)
{

int n = 5, i, z[] = new int[n+1], j;
for (i = 1; i <= n; i++)
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z[i] = i;
boolean b = false;
while (!b)
{

b = nextperm(z, n);
B.wr(b + " ");
for (i = 1; i <= n; i++)

B.wr(z[i]);
B.wl();

}
}

Die Klasse DXstellt Polynome und Methoden zum Rechnen mit diesen bereit,z.B.
DX add(DX a, DX b), DX mult(DX a, DX b), DX lin(double d); letztere ergibt

das Polynomx � d.
Das charakteristische Polynom einer MatrixA ist � A (x) = det( A � xE ), das kann als
ein Objekt der Form DX[][] dargestellt und etwa wie folgt erzeugt werden:

DX[][] c = new DX[z+1][z+1];
int i, j;
for (i=1; i<=z; i++)

for (j=1; j<=z; j++)
{

c[i][j] = new DX();
c[i][j].co = a[i][j];

}
for (i = 1; i <= z; i++)

c[i][i] = DX.lin(a[i][i]);

(Besser: Das ist ein Objekt der KlasseDXMund die Methode DXM.charmat(DM a)
macht genau das obige.)
Mit der Leibnizschen Formel zur Determinantenberechnung kann man nun das charak-
teristische Polynom berechnen.

5.12 Nochmal Rekursion: Beispiele

Binomialkoe�zienten

Der Binomialzahl
� x

k

�
; x 2 R ; k 2 N sind wie folgt de�niert:

�
x
k

�
=

x(x � 1) � � � (x � k + 1)
k!

; (k � 0);

f•ur k < 0 setzen wir sie gleich 0. (F•ur nat•urliche Zahlenx sind Ihnen diese bekannt.)
Dann gilt �

x
k

�
=

�
x � 1
k � 1

�
+

�
x � 1

k

�
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f•ur k � 1 und es gilt die Vandermonde-Identit•at

�
x + y

n

�
=

nX

k=0

�
x
k

� �
y

n � k

�

f•ur n � 0.
Beweis: Dies sind Polynome vom Gradn und haben f•ur alle nat•urlichen Zahlen x; y
dieselben Werte, also stimmen die Polynome berein.

Stirlingsche Zahlen erster Art

Die Zahl sn;k ist die Zahl der Permutationen der Zahln, die ausk Zyklen bestehen,
z.B, ist s3;1 = 2; s3;2 = 3; s3;3 = 1. Es gelten die Rekursionsformeln

sn;k = sn� 1;k � 1 + ( n � 1)sn� 1;k :

Stirlingsche Zahlen zweiter Art

Die Zahl Sn;k ist die Zahl der Zerlegung einern-elementigen Menge ink Bl•ocke; z.B.
S5;2 = 15. Hier gilt die Rekursionsformel

Sn;k = Sn� 1;k � 1 + kSn� 1;k :

Die Tschebysche�-Polynome Tn (x) = cos(n arccos(x)); (� 1 � x � 1) erf•ullen die
Rekursionsformel

Tn+1 (x) = 2 xTn (x) � Tn� 1(x):

Berechnen Sie diese Polynome mittels dieser Rekursionsformel.

Die Bernsteinpolynome n-ter Stufe sind durch die Formeln

B n
i (x) =

�
n
i

�
x i (1 � x)n� i ; i = 0; : : : ; n

gegeben nud erf•ullen die Rekursionsformeln

B n
i (x) = (1 � x)B n� 1

i (x) + xB n� 1
i � 1 (x)

mit B 0
0(x) = 1 :

Berechnen Sie diese Polynome mittels der Rekursionsformel. •Uberpr•ufen Sie die Rela-

tion
nX

i =0

B n
i (x) = 1 :

Die T •urme von Hanoi

Es stehen einige Scheiben der Gr•o�e nach auf einem Platz gestapelt, sie sollen auf
einen anderen Platz gebracht werden, wobeiein freier Platz zur Verf•ugung steht und
in jedem Schritt eine Scheibe auf eine gr•o�ere gelegt werden darf.
L•oungsalgorithmus: Die Zahl der Scheiben sein.
A1: •Ubertrage die Scheibe auf einen freien Platz.
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A2: •Ubertrage zwei Scheiben auf einen freien Platz (zuerst die kleine auf einen, dann
die gro�e auf den anderen, schlie�ich die kleine auf die gro�e).
usw. bis
An
A(n + 1): •Ubertrage mittels An die oberenn Scheiben von links in die Mitte, lege die
verbliebene gr•o�te von links nach rechts, schlie�lich k•onnen die n Scheiben aus der
Mitte mittels An auf die gro�e (rechts)•ubertragen werden.

Damit haben wir einen Induktionsbeweis f•ur die L•osbarkeit des Problems gegeben.

import HUMath.Algebra.*;

public class hanoi
{

public static void han(int n, String a, String b, String c)
{

if (n > 0)
{

han(n-1,a,c,b);
B.wl("von " + a + " auf " + b);
han(n-1, c, b, a);

}
}

public static void main(String[] arg)
{

han(3, "A", "B", "C");
}

}

Hier wird ausgegeben, welche Z•uge zu machen sind.
•Uungsaufgabe: Zeigen Sie die Z•uge in Pseudogra�k, eine Konstellation k•onnte wie folgt
aussehen:

---
** **** *

***

---
**** *
***
**

---

Dazu mu� man sich die H•ohen der drei T•urme und deren
"
Belegung\ merken.



108 5 KOMPLEXIT •AT

SeiZn die Anzahl der Z•uge, um einen Turm der H•ohen zu verlegen. Wir k•onnen dien-
te Scheibe nur bewegen, wenn ein Platz frei ist, also die restlichen n � 1 richtig sortiert
sind. Dann ist Z1 = 1 und Zn = 2Zn� 1 + 1, das ergibt Zn = 2 n � 1.

5.13 Geometrische Zahlen

Dreieckszahlen

Wir legen aus gleichgro�en Dreiecken gr•o�ere, dazu •ahnliche:
Dies ist ein Beispiel der Gr•o�e 3, es besteht aus 9 kleinen
Dreiecken. Aus wie vielen kleinen Dreiecken besteht ein
Dreieck der Gr•o�e n? Wenn eine neue Reihe angelegt
wird, braucht man immer 2 Dreiecke mehr, als in der
letzten Reihe liegen. Das Dreieck der Gr•o�e n besteht
also aus 1 + 3 + 5 + : : : + (2 n � 1) = n2 Dreiecken. Das
war leicht, es ist eine Knobelaufgabe im Primo-Lehrbuch
Klasse 3.

Wir k •onnen, wenn die gesuchte Anzahl ein Polynom inn ist, solche Formeln durch
die folgende

"
polynomiale Methode\ erhalten: Wir z•ahlen f•ur ein paar Werte ni die

Anzahlen zi aus und bestimmen das Polynomp(x) mit p(ni ) = zi . Das geht mit der
Methode von Lagrange (1877):

/** Lagrange-Interpolation: lagrange1(i, x[i]) = 1, lagra nge1(i, x[j]) = 0
*/
public static DX lagrange1(int i, double[] x)
{

DX p = new DX();
p.co = 1.0;
int j;
for (j = 0; j < x.length; j++)

if (j != i)
{

p = mult(p, lin(x[j]));
p = zmalp(1.0 / (x[i] - x[j]), p);

}
return p;

}

/** Lagrange-Interpolation: lagrange(x,y) hat bei x[i] de n Wert y[i]
*/
public static DX lagrange(double[] x, double[] y)
{

DX p = null, h;
int i;
for (i = 0; i < x.length; i++)
{



109

h = lagrange1(i, x);
h = zmalp(y[i], h);
p = add(p, h);

}
return p;

}

In den folgenden Produkten fehlt jeweils deri -te Faktor:

L(x) =
nX

i =1

yi
(x � x1) � � � (x � xn )

(x i � x1) � � � (x i � xn )

Die Lagrangeschen Interpolationspolynome haben die erstaunliche Eigenschaft, da� sie
ein Polynom minimalen Grades ergeben, das zu den gegebenen Werten pa�t; wenn wir
mehr passende Werte vorgeben,•andert sich die Koe�zienten des Polynoms nur um
Rundungsfehler ab der 12. Nachkommastelle.

Wir versuchen auf diese Weise die Anzahlen der Dreiecke in der Figur zu bestimmen,
die unten spitz sind.
Eingabe:double a[] = {1.0,2.0,3.0}; double b[] = {0.0,1.0,3.0}; Ergebnis:
+0.5x^2-0.5x^1

F•unf- und Sechseckzahlen

Wir beginnen mit einem Farbkleks und umschreiben ihn mit 5 Klecksen zu einem
F•unfeck der Seitenl•ange 2; dies umschreiben wir mit 5� 2 Klecksen zu einem F•unfeck
der Seitenl•ange 3, usw. Analog geht es bei Sechsecken. Die Gesamtzahl der Kleckse
beim F•unfeck mit der Seitenl•ange n ist die F•unfeckzahl Fn , analog seiSn die n-te
Sechseckzahl. Hier ist der Falln = 3 abgebildet, es istF3 = 16 und S3 = 193.

6 Suchen

Komplexit •at

3Die hier betrachteten F•unfeckzahlen sind nicht die Pentagonalzahlen von Conway/Guy; unsere
Sechseckszahlen hei�en dort hex-Zahlen.
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Sortieralgorithmen reagieren unterschiedlich, wenn die zu sortierende Menge mehr oder
weniger vorsortiert ist. Es kommt also bei der Bewertung vonAlgorithmen nicht auf die
Laufzeit bei einer konkreten Eingabe, sondern auf die maximale oder auch die mittlere
Laufzeit bei beliebigen Eingaben der Gr•o�e n an. Die Laufzeit eines AlgorithmusA
ist also eine Funktion LA : N �! N , f•ur die man eine obere bzw. untere Schranke
bestimmen m•ochte.
De�nition:
Eine Funktion f : N �! N ist eine obere Schranke f•ur die Funktionenmenge

O(f ) = f g : N �! N j es gibt c > 0 und n0 mit g(n) � c � f (n) f•ur alle n > n 0g:

Eine Funktion f : N �! N ist eine untere Schranke f•ur die Funktionenmenge

U(f ) = f g : N �! N j es gibt c > 0 und n0 mit g(n) � c � f (n) f•ur alle n > n 0g:

Eine Funktion f : N �! N ist eine exakte Schranke f•ur die Funktionenmenge

E(f ) = f g : N �! N j es gibt c > 0 und n0 mit
1
c

�f (n) � g(n) � c�f (n) f•ur alle n > n 0g:

Ein Algorithmus A hei�t linear zeitbeschr•ankt, wenn LA 2 O(n) ist, er hei�t polyno-
mial zeitbeschr•ankt, wenn ein k 2 N existiert, so da� LA 2 O(nk) ist, und er hei�t
exponentiell zeitbeschr•ankt, wenn eink existiert, so da� LA 2 O(kn) gilt.
Wir werden uns bei konkreten Algorithmen auch f•ur ihre Zeitkomplexit•at interessieren.
In der Praxis sind bei gro�en Datenmengen nur Algorithmen einsetzbar, die h•ochstens
polynomiale Zeitschranken haben, und dabei mu� der Exponent noch

"
klein\ sein.

Bedenken Sie:n = 3:5� 106 (die Zahl der Transistoren auf einem modernen Mikrochip)
und k = 4 ergibt nk = 1:5 � 1026, aber 1017 Nanosekunden sind 3 Jahre.

Die Entwicklung der letzten Jahrzehnte verlief so, da� alle10 Jahre 100mal mehr
Speicher zur Verf•ugung stand und die Rechengeschwindigkeit verhundertfacht wurde.
Welche Auswirkung hat das auf die Gr•o�e der bearbeitbaren Probleme?

Ein Algorithmus habe polynomiale Komplexit•at: O(np) � C � np. Wenn ein neuer
Computer eingesetzt wird, der um den Faktork besser ist, so kann man Probleme der
Gr•o�e kn bearbeiten. Dazu sind dannC(kn)p Operationen n•otig, die Rechenzeit ist
dann also

C(kn)p=k = Ckp� 1np:

Wenn alsop gr•o�er als 1 ist, hat man Probleme.

Als Beipiele betrachten wir einige Suchalgorithmen.

Lineares Suchen

Wenn ein Wert W in einer ListeL der L•angen, •uber deren Inhalt nichts weiter bekannt
ist, gesucht werden soll, so mu� man die Liste sequentiell durchlaufen:

setze i = 1
solange i <= n und L[i] != W ist, erhoehe i.
Wenn i <= n ist, so wurde W gefunden.
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Aufwand: Wenn W nicht in der Liste vorkommt, sind n Schritte n•otig, wenn W vor-
kommt, sind maximal n � 1 Schritte notwendig, im Durchschnitt werden esn� 1

2 sein.
Der Zeitaufwand ist linear.

Man kann das Zeitverhalten noch verbessern:

setze i = 1
L[n+1]= W
solange L[i] != W ist, erhoehe i.
Wenn i <= n ist, so wurde W gefunden.

Man hat den Test, ob die Feldgrenze erreicht ist, eingespart. Dieser Test ist n•otig, wenn
man nicht wei�, ob W in der Liste vorkommt.

Bin •ares Suchen

In geordneten Strukturen geht das Suchen schneller.
Beispiel: Ich denke mir eine nat•urliche Zahl zwischen 0 und 100. Wenn man fragt:

"
Ist

es 1, ist es 2, . . . ?\, so hat man sie nach einiger Zeit auf alle F•alle gefunden. Wenn man
fragt:

"
Ist es kleiner, gleich oder gr•o�er als 50?\, so hat man in Abh•angigkeit von der

Antwort die zu durchsuchende Menge in einem Schritt halbiert. Eine Zahl unter 100
err•at man also in h•ochstens 7 Schritten.
Dieses Verfahren hei�t bin•ares Suchen, es ist ein Beipiel f•ur das Prinzip des Teilens und
Herrschens. Wir implementieren den Algorithmus zuerst rekursiv such1 und betrachten
den Zeitaufwand: Bei jedem neuen Aufruf vonsuch1 halbiert sich der Aufwand. Wenn
2m� 1 < n � 2m , so sindm = log2 n, Schritte n•otig. Mit gleichem Zeitaufwand arbeitet
die sequentielle Prozedursuch2; wir beschleunigen sie durch den Trick, in jeder Schleife
nur eine Abfrage durchzuf•uhren:

import java.io.*;

public class suchen
{

public static int nn = 92;
public static long a[] = new long[nn];
public static long s;

// Die Position des Werts s soll im geordneten Feld a gefunden werden.

public static void init()
{

a[0] = 1; a[1] = 1;
for (int i = 2; i < nn; i++)

a[i] = a[i-2] + a[i-1]; // insbesondere a[i] > a[i-1]
}

public static int such1(int links, int rechts)
{

int i;
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System.out.print("+");
if (links <= rechts)
{

i = (links + rechts) / 2;
if (a[i] > s)

return such1(links, i-1);
else if (a[i] < s)

return such1(i+1, rechts);
else

return i; // gefunden !
}
else

return -1; // nicht gefunden !
}

public static int such2()
{

int links = 0, rechts = nn-1, i;
while (links < rechts)
{

System.out.print("*");
i = (links + rechts) / 2;
if (a[i] < s) // nur 1x testen

links = i + 1;
else

rechts = i;
}
if (a[rechts] == s)

return rechts;
else

return -2;
}

public static void main(String arg[])
{

init();
s = 13;
int i;
i = such1(0,nn-1);
System.out.println(i);
i = such2();
System.out.println(i);

}
}

Hashing
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Das Suchen in bin•aren B•aumen entspricht dem Au�nden der richtigen Antwort durch
ja/nein-Entscheidungen. Komplexere Entscheidungen k•onnen aber evtl. schneller zum
Ziel f•uhren: Die Telefonnummer unserer Sekret•arin, Frau Zyska, w•urde ich nicht suchen,
indem ich das Telfonbuch zuerst in der Mitte aufschlage, sondern am Ende.
Also: Wir legen f•ur jeden Eintrag einen Schl•ussel fest, der die ungef•ahre Position in der
Tabelle festlegt.
In Suchb•aumen oder Listen ist die Zuordnung: Eintragung7! Standort injektiv. Wir
betrachten nun eine Hash-Funktionh : f Eintr •ageg �! f Indizesg, die nicht notwendi-
gerweise injektiv sein mu�, f•ur die aber die Urbildmengenh� 1(i ) f •ur alle i ungef•ahr
gleich gro� sein sollen.
Wenn die zu verwaltenden Daten (kleine) Zahlen sind, so kannman sie selbst als Index
in einem Feld verwenden und der Zugri� ist trivial. Wenn die Eintr •age aber Zeichen-
ketten aus den Buchstaben a, . . . , z sind und die Wortl•ange auf 16 festgelegt ist, so gibt
es 2616 = 4 � 1022 M•oglichkeiten, es gibt aber nur 105 vern•unftige Worte, man h•atte also
einen 1017-fachen Aufwand betrieben. (Man veranschauliche sich die Gr•o�enordnung:
das Weltall existiert seit 1016 Sekunden; dabei sind die l•angeren Schaltjahre noch gar
nicht ber•ucksichtigt.)

Bei Kollisionen (h(s) = h(t); s 6= t) reicht es nicht aus, in einer Tabelle die zus geh•ori-
ge Information abzulegen, man braucht auchs selbst, um eine aufgetretenen Kollision
erkennen zu k•onnen. Au�erdem mu� man eine Strategie zur Kollisionsau
•osung entwi-
ckeln.

Es folgen einige Beispiele f•ur Hash-Funktionen zur Verwaltung von ZeichenkettenZ =
(z1; : : : ; zk) mit einem IndexbereichI = [0 : : : n]:

1. h(z) =
P k

i =1 (pi � (int )(zi ) mod n), wo pi die i -te Primzahl und (int )(A) der
ASCII-Index ist. Diese Funktion erzeugt wenig Kollisionen, ist aber sehr rechen-
aufwendig.

2. h = ( int )(z1); Ersetzeh := (256 � h+( int )(zi )) mod n f•ur i = 2 bis k. Dabei sollte
ggT(n; 256) = 1 sein. Die Multiplikation mit 256 ist einfach eine Verschiebung
um 8 Bit und d•urfte schnell sein.

3. Wir verwenden einzelne Zeichen und die L•ange vonz:

h(z) = (7 � (int )(z1) + 11 � (int )(zk� 1) + 19k) mod n.

Die L•angen der Tabelle sollte eine Primzahl sein. Die Feldera[1]; : : : ; a[n] k•onnen dann
Listen enthalten, die die zu speichernden Informationen enthalten, innerhalb dieser
(ho�entlich kurzen) Listen kann man dann suchen.

Teilen und Herrschen

Dies ist eine oftmals e�ektive L•osungsmethode.
Sei ein Problem der Gr•o�e n zu l•osen. Wir suchen eine obere SchrankeL(n) f•ur die
ben•otigte Laufzeit. Wir nehmen an, das Problem lasse sich int Teilprobleme desselben
Typs zerlegen, diese Teilprobleme m•ogen die Gr•o�e n

s haben und zum Zerlegen und
Zusammenf•ugen sei der Zeitaufwandc(n) n•otig. Wir haben also folgende Rekursion zu
bearbeiten:
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L(n) =
�

c(n) n = 1
t � L( n

s ) + c(n) sonst

Satz 6.1 F•ur n = sk gilt L(n) =
kX

i =0

t i c(
n
si

).

Beweis: Wir f•uhren die Induktion •uber k. F•ur k = 0; alson = 1 ist L(1) = c(n) g•ultig.
Weiter gilt:

L(n) = L(sk) = t�L(
n
s

)+ c(n) = t
k� 1X

i =0

t i c(
n
s

si
)+ c(n) =

k� 1X

i =0

t i +1 c(
n

si +1
)+ c(n) =

kX

i =0

t i c(
n
si

):

Satz 6.2 Wenn c(n) = c � n gilt, so ist

L(n) 2

8
<

:

O(n) t < s
O(n logn) t = s
O(nlogs t ) t > s

Im letzten Fall ist die Komplexit•at polynomial, denns; t sind konstant.

Beweis: Es gilt also

L(n) =
kX

1=0

t i c
n
si

= nc
kX

i =0

(
t
s

) i :

F•ur t < s ist die Summe durchK =
1

1 � t
s

beschr•ankt (geometrische Reihe), also ist

L(n) � c � K � n 2 O(n). F•ur t = s gilt L(n) = cn(k + 1) 2 O(n logn). F•ur t > s gilt

L(n) = cn
kX

i =0

(
t
s

) i = cn
( t

s)k+1 � 1
t
s � 1

2 O(sk(
t
s
)k) = O(t logs n ) = O(nlogs t ):

Die letzte Identit•at erkennt man, indem man auf beiden Seiten logs bildet.

7 Einfache Datenstrukturen und ihre Implementa-
tion

Die einfachste Datentruktur ist eine lineare Liste. Wir haben n > 0 Eintr •age x[0], x[1],
: : :, x[n-1]. •Uber die Struktur der gespeicherten Daten machen wir uns keine Gedanken.
Die Grundaufgaben zur Bearbeitung solchen Listen sind die folgenden:

� Zugri� auf den k-ten Eintrag, Auswertung, •Anderung.

� Vor dem k-ten Eintrag ist ein neuer einzuf•ugen.
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� L•oschen desk-ten Eintrags.

� Zwei Listen sollen zu einer vereinigt werden.

� Eine Liste ist in zwei Teillisten zu zerlegen.

� Eine Kopie einer Liste soll erstellt werden.

� Die L•ange einer Liste ist zu bestimmen.

� Die Eintr •age einer Liste sollen geordnet werden.

� Eine Liste soll nach speziellen Eintr•agen durchsucht werden.

In Abh•angikeit davon, welche Operationen im Einzelfall mehr oderweniger h•au�g
auszuf•uhren sind, gibt es unterschiedliche Darstellungen von Listen in Rechnern, die
f•ur eine Operation mehr oder weniger e�ektiv sind.
F•ur Listen, wo der Zugri� (Einf •ugen, Streichen) immer am Anfang oder am Ende der
Liste statt�ndet, gibt es spezielle Namen:

� Stack (Stapel, Keller): Einf•ugen und Streichen stets am Ende (�lo),

� Queue (Warteschlange): Alle Einf•ugungen an einer Seite, alle Entnahmen an der
anderen Seite (�fo),

� Deque (double-ended queue): alle Zugri�e an den Enden.

Typische Anwendungen eines Stacks sind die folgenden: EineMenge wird durchforstet,
evtl. relevante Daten werden einstweilen beiseite (in den Keller) gelegt, um sie sp•ater
zu verarbeiten. Beim Aufruf eines Unterprogramms werden die Registerinhalte auf
einem Stack gerettet, das Unterprogramm kann die Register selbst nutzen, nach dem
Verlassen des Unterprogramms werden die Daten aus dem Stackzur•uckgeholt.
Oder nehmen wir ein Abstellgleis. Es kommen vier Wagen in derReihenfolge 1, 2, 3,
4 an und sollen in der Reihenfolge 2, 4, 3, 1 abfahren. Wagen 1 f•ahrt aufs Abstellgleis,
Wagen 2 auch, f•ahrt aber gleich wieder runter. Nun fahren 3 und 4 aufs Abstellgleis, 4
f•ahrt wieder runter, dann verlassen zuerst 3 und dann 1 das Gleis.
Kann man 123456 in 325641•uberf•uhren? Und in 154623?
Es kann nie die Situationi < j < k und pk < p i < p j eintreten.

Wenn die Eintr•age in einer Liste alle die gleiche Anzahl C von Bytes belegen, kann
man die Liste sequentiell abspeichern, dann gilt:

Addr(x[i+1]) = Addr(x[i]) + C

Wenn X einen Stack realisieren soll, so braucht man sich nur den aktuellen Index
des Endes (den sog. stack pointer) zu merken, beim Einf•ugen ist er zu erh•ohen, beim
Streichen zu senken.

Wenn ein Unterprogramm aufgerufen wird, m•ussen aktuelle Variable des aufrufenden
Programms gerettet werden. Dies betri�t insbesondere die Inhalte der Register des
Prozessors, die R•ucksprungadressen enthalten oder Standardaufgaben erf•ullen. Dazu
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werden diese Werte in durchdachter Reihenfolge auf einen Stack gelegt (push) und
zu gegebener Zeit in umgekehrter Reihenfolge zur•uckgeholt (pop). W•ahrend des Pro-
grammlaufs wird der Stack, der ja einen Teil des Arbeitsspeichers belegt, gr•o�er und
kleiner, er hat aber keine

"
L•ucken\. Zur Verwaltung des Stacks ist eine einzige Varia-

ble, der
"
Stack-Pointer\, n•otig, deren Wert (in PCs) in einem eigens daf•ur reservierten

Register gehalten wird.

public class stack
{

public int inh;
public stack next;

public stack()
{

this.inh = 5;
this.next = null;

}

public static void write(stack s)
{

while (s instanceof stack)
{

B.wr(s.inh);
s = s.next;

}
}

public static stack push(stack s, int i)
{

stack anker = new stack();
anker.inh = i;
anker.next = s;
return anker;

}

public static stack pop(stack s)
{

return s.next;
}

}

Bei einer Warteschlange m•ussen wir uns zwei Indizes A, E f•ur Anfang und Ende merken
(besser: den ersten freien Platz nach dem Ende). Wenn A = E gilt, so ist die Schlange
leer. Wenn stets am Anfang gestrichen und am Ende eingef•ugt wird, so bewegt sich
die Schlange in immerh•ohere Speicherbereiche, w•ahrend die unteren ungenutzt bleiben.
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Es ist dann besser, die Warteschlange als Ring zu organisieren. Wenn nun nach dem
Streichen A = E gilt, so ist die Schlange leer. Wenn aber nach dem Einf•ugen A = E
ist, so ist die Schlange voll.
Wenn man in einer leeren Liste streichen will, dann hat man einen Fehler gemacht.
Wenn man in eine volle Liste noch etwas einf•ugen will, dann ist wahrscheinlich die zu
bearbeitende Datenmenge zu gro� geworden. Solche•Uberl•aufe mu� man abfangen.

public class queue
{

public int inh;
public queue next, last, end;

public queue()
{

this.inh = 5;
this.next = null;
this.last = null;
this.end = this;

}

public static queue push(queue s, int i)
{

queue anker = new queue();
anker.inh = i;
anker.next = s;
anker.next.last = anker;
anker.end = s.end;
return anker;

}

public static queue pop(queue s) // Streichen am Anfang nur b ei deque noetig
{

a.next.last = null;
return s.next;

}

// Streichen am Ende: im Wesentlichen
s.end = s.end.last;

// Einfuegen am Ende:
s.end.last.next = neu

}
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end
s i

�

last-

next

anker

Eine andere M•oglichkeit besteht darin, da� sich zwei Stacks den Speicherteilen:

Liste1 Liste2
Anfang1 Ende1 Ende2 Anfang2

Ein •Uberlauf tritt hier erst ein, wenn der Platz f•ur beide Listen nicht mehr ausreicht.
Wenn mehrere Stacks zu verwalten sind, dann geht das nicht so. Dennoch kann es
n•utzlich sein, den vorhandenen Speicher gemeinsam zu nutzen: der i -te Stack liegt
zwischen A[i] und E[i], wenn zwei Stacks zusammensto�en, verschiebt man die Stacks.
Dies wird in Knuth's Buch (Band 1) auf den Seiten 245 und 246 beschrieben.

Guido Kr •uger (S.307-312) implementiert eine eigene Queue-Klasse

Bei Java gibt es eine Implementation einer linearen Liste: die Klasse Vector.
Der Konstrukteur ist Vector() , es gibt Klassenmethoden wie
boolean isEmpty(),
int size(),
addElement(Object obj),
insertElementAt(Object obj, int index) ;
der Zugri� kann durch
Object firstElement(),
.. lastElement(),
.. elementAt(int index) erfolgen. Man mu� dazu nat•urlich wissen, was f•ur ein Ob-
jekt man denn da entnimmt. (Meine wenigen Versuche im Umgang mitVector ergaben
aber, da� man nur mit String vertr•agliche Objekte sammeln kann.)
Aus der KlasseVector ist die KlasseStack abgeleitet, dort gibt esObject push(Object
item), peek(), pop(), boolean empty(), int search(Object o bj) .

Einige h•au�ge Anwendung eines Stacks ist die Au
•osung rekursiver Funktionsaufrufe.
Man kann z.B. n! folgenderma�en berechnen:

public static int fak(int n)
{

if (n == 0)
return 1;

else
return n * fak(n - 1);

}

Als allgemeines Schema zur Au
•osung der rekursiven Aufrufe kann folgendes gelten:
Man richtet sich einen Stapel (stack) ein, in dem bei jeden Prozeduraufruf Daten
eingetragen und beim Verlassen der Prozedur gestrichen werden. Jedem Prozeduraufruf
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wird ein Fach (frame) auf dem Stapel zugeordnet, der die folgenden Informationen
enth•alt:

head •Ubergabeparameter von anderen Prozeduren
head - 1 aktuelle Parameter
head - 2 lokale Variable
head - 3 nach au�en zu•ubergebende Parameter (Ergebnisse)
head - 4 R•ucksprungadresse

Diese F•acher sind gleichgro� und liegen aufeinanderfolgend auf dem Stapel; die Ver-
waltung geschieht einfach durch einen Zeiger (stack pointer) auf die Stapelspitze. Jedes
Fach enth•alt die Informationen f•ur einen Prozeduraufruf.

Sei A die aktuell arbeitende Prozedur, dann sieht der Stapelso aus:

Fach f•urs Hauptprogramm
...

Fach f•ur die Prozedur, die A gerufen hat
Fach f•ur A

Wenn nun A die Prozedur B (oder sich selbst mit neuen Parametern) aufruft, dann
machen wir folgendes:

1. Ein neues Fach wird auf die Spitze des Stapels gelegt. Dortlegt man (in einer
Reihenfolge, die B bekannt ist) folgendes ab:

(a) die Adressen der aktuellen Parameter von B (wenn ein Parameter ein Aus-
druck ist, wird er zuerst ausgewertet und die Adresse des Ergebnisses•uber-
geben; bei Feldern gen•ugt die Anfangsadresse),

(b) leerer Raum f•ur die lokalen Variablen von B,

(c) die Nummer der Anweisung, die A nach dem Aufruf von B durchzuf•uhren
hat (R•ucksprungadresse).

2. Nun werden die Anweisungen von B ausgef•uhrt. Die Adressen der Werte aller
Parameter von B �ndet B durch Abz•ahlen von der Stapelspitze aus (r•uckw•arts).

3. Wenn B beendet ist, wird wie folgt die Kontrolle an A•ubergeben:

(a) Die R•ucksprungadresse steht im B-Fach.

(b) Ggf. steht ein Funktionswert an der A bekannten Stelle.

(c) Das B-Fach wird entfernt, indem einfach der Zeiger auf die Stapelspitze um
die passende Gr•o�e zur•uckgesetzt wird.

(d) Die Arbeit von A wird an der richtigen Stelle fortgesetzt.

F•ur die folgende Fakult•atsberechnung ben•otigen wir nicht alle diese Informationen.
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import java.io.*;
import java.lang.Math.*;

public class fak
{

public static int nn = 100;
public static int a[] = new int[nn]; // der Stack
public static int x, h;

// x! soll gerechnet werden, h ist der Stack-Pointer

public static void init() // Stack einrichten
{

h = 5;
a[h-1] = x;
h = h + 5;
a[h-4] = 1;
a[h-1] = a[h-1-5];

}

public static void rechne()
{

a[h-5] = a[h-3];
h = h - 5;
a[h-3] = a[h-1] * a[h]; // Stack abbauen

}

public static void main(String arg[])
{

x = 5;
init();
while (true)
{

if (a[h-1] == 1)
{

a[h-3] = 1;
break;

}
else
{

h = h + 5; // Stack aufbauen
a[h-4] = 3;
a[h-1] = a[h-5-1] - 1;

}
}

// rechne();
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while (a[h-4] != 1)
rechne();

a[h-5] = a[h-3];
System.out.println(x + "! = " + a[h-3]);

}
}

Man kann eine Rekursion auch mit Hilfe einer rekursiven Datenstruktur realisieren:
Zur Berechnung vonn! erstellen wir ein FeldF mit Komponenten F (k; 1) und F (k; 2)
und belegen den Anfang mit (n; 0).
1. Wenn F (k; 2) > 0 und k > 1, so schreibeF (k; 2) � F (k; 1) in F (k � 1; 2) und setze
k = k � 1; andernfalls ist das Ergebnis gleichF (1; 1) � F (1; 2).
2. Wenn F (k; 2) = 0 und F (k; 1) > 1 ist, so erzeugeF (k + 1) und belege es mit
F (k + 1; 1) = F (k; 1) � 1; F (k + 1; 2) = 0; setzek = k + 1.
Sonst setzeF (k � 1; 2) = 1; k = k � 1.

Lineare Listen

Wir stellen uns eine Liste einfach als eine Folge (z.B. von Zeichen) vor; es seien die
folgenden Operationen implementiert:

first(a1,a2,...an) = a1
rest(a1,a2,...an) = (a2,...,an)
vor(c,(a1,...,an)) = (c,a1,...,an)
zus((a1,...,an),(b1,...,bm)) = (a1,...,an,b1,...,bm)

Hieraus k•onnen wir eine Methode herstellen, die die Reihenfolge der Listenglieder um-
kehrt:

list inv(list a)
{

if (a == null)
return null;

else
return zus(inv(rest(a)),first(a));

}

Speicherverwaltung

Als erstes betrachen wir verbundene Listen:

x[1] # - x[2] # - x[3] # -

Jeder Eintrag enth•alt die Adresse des nachfolgenden Eintrags. Hier ist folgendes zu
beachten:

1. Es wird zus•atzlicher Speicher f•ur die Adresse des Nachfolgers ben•otigt.
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2. Das Streichen und Einf•ugen ist einfach: X[2] wird entfernt, indem der bei X[1]
beginnende Pfeil auf X[3] gerichtet wird, und X[4] wird zwischen X[1] und X[2]
eingef•ugt, indem der Pfeil von X[1] auf X[4] gerichtet wird, w•ahrend er von X[4]
auf X[2] zeigt.

3. Der Zugri� auf die k-te Komponente ist langsamer als bei der sequentiellen Liste.
Das schadet aber dann nichts, wenn ohnehin die ganze Liste durchlaufen werden
soll.

4. Das Zusammenfassen zweier Listen und die Teilung einer Liste sind leicht.

Zur Implementierung derartiger verbundenen Listen ben•otigt man zwei Felder, wir
nennen sie INFO, INFO[p] enth•alt den Inhalt, der zu speichern ist, und NEXT, dabei
enth•alt NEXT[p] die Adresse der n•achsten Zelle. Eine Speicherplatzzuweisung realisiert
man wie folgt: Man hat eine als Stack organisierte Liste NEXTder verf•ugbaren freien
Adressen, die Variable AVAIL zeigt auf die Spitze dieser Liste. Neuen freien Speicher
holt man mit

X = AVAIL; AVAIL = NEXT(AVAIL)

Speicher gibt man mit

NEXT(X) = AVAIL; AVAIL = X

zur•uck.

Der Aufruf von

static void insert(int item, int free, int position)
{

info[free] = item;
next[free] = next[position];
next[position] = free;

}

f•ugt item nach position ein.

Schlie�lich kann man noch doppelt verkettete Listen herstellen, wo jedes Element seinen
Vorg•anger und seinen Nachfolger kennt, oder ringf•ormig verkettete Listen, damit kann
man z.B. d•unn besetzte Matrizen e�ektiv abspeichern (Es werden (fast) nur die von
Null verschiedenen Eintr•age gespeichert).

Der vom Programmcode und vom Stack nicht genutzte Speicher steht f •ur Programm-
vaiable zur Verf•ugung. Ein einfacher Editor reserviert sich beispielsweise ein Feld von
64 kByte (ca. 32 Druckseiten) und tr•agt dort die Zeichen ein, die von der Tastatur
eingegeben werden. Der Speicherbedarf solcher Programme ist konstant und von vorn
herein bekannt. Der Norton-Editor bekennt ggf.

"
Die Datei ist zu gro� zum Bearbei-

ten\.

Leider verf•ugen einige Programmiersprachen•uber gar keine M•oglichkeiten zur privaten
Speicherverwaltung, oder der Nutzer ist mit den gelieferten Verfahren unzufrieden.
Dann mu� man sich eine eigene Verwaltung scha�en.
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Wir beginnen mit dem einfachen Fall.

Konstante Blockgr •o�e

Wir wollen mit verbundenen Listen arbeiten. Dazu vereinbaren wir ein sehr gro�es Feld
mem, in dem wir unsere Daten unterbringen, ein Feldavail , das die Indizes der freien
Felder enth•alt, ein Feld link , das bei jedem Listenelement auf dessen Nachfolger zeigt,
und einen Zeigerff (�rst free), der das erste freie Feld angibt. Diese Variablen sollen
nicht als Parameter an Unterprogramme weitergegeben werden, sondern global g•ultig
sein.
Es folgt eine einfache Implementation.

public class memory
{

public static int nn = 10000;

public static char a[][] = new char[nn][8]; // der Speicher
public static int link[] = new int[nn]; // Nachfolger
public static int avail[] = new int[nn]; // Freistellen
public static int ff; // erste Freistelle
public static char leer[] = {'#','#','#','#','#','#','#' ,'#'};

public static void init() // einrichten
{

ff = 1;
for (int i = 1; i < nn; i++)
{

a[i] = (char[])leer.clone(); // nicht einfach " a[i] = leer; "
link[i] = 0;
avail[i] = i;

}
ausgabe();

}

public static int neu()
{

int n = avail[ff];
avail[ff] = 0;
link[ff] = 0;
ff++;
return n;

}

public static int frei1(int i)
{

a[i] = leer;
ff--;
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int h = i;
i = link[i];
avail[ff] = h;
return i;

}

public static void frei(int i)
{

while (i > 0)
i = frei1(i);

}

public static boolean lies(int sp)
{

String s = B.readstr();
if (s.charAt(0) == '#')

return false;
for (int i = 0; i < s.length(); i++)

a[sp][i] = s.charAt(i);
return true;

}

public static int eingabe()
{

int alt = -1, sp, spp;
boolean ok;
spp = neu();
sp = spp;
ok = lies(sp);
while (ok)
{

alt = sp;
link[sp] = neu();
sp = link[sp];
ok = lies(sp);

}
frei1(sp);
link[alt] = 0;
return spp;

}

public static void ausgabe(k)
{

for (int i = k; i < 10; i++)
System.out.println(i + " " + a[i] + " " +link[i] + " " + avail[i] );
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}

public static void main(String arg[])
{

init();
spp = eingabe();
ausgabe(spp);

}
}

Variable Blockgr •o�e

Schwieriger wird es, wenn Bl•ocke variabler L•ange zu verwalten sind.

Beispiel:
Ein Integer-Feld der L•angen kann im bin•aren Zahlsystem als ganze Zahl interpretiert
werden, deren maximaler Absolutwert 216n � 1 ist. Stellen wir uns vor, jemand h•atte
Prozeduren gescha�en, die arithmetische Operationen mit solchen Zahlen realisieren.
Die Summe zweierm-Bit-Zahlen ist maximal eine (m + 1)-Bit-Zahl, minimal aber
gleich Null. Ein Produkt zweier m-Bit-Zahlen belegt maximal 2m Bit. Es ist also bei
umfangreichen Rechnungen wenig sinnvoll, f•ur jede lange Zahl einen Block konstanten
Gr•o�e zu reservieren. Somit sind an eine Speicherverwaltung folgende Aufgaben zu
stellen:

1. Speicheranforderung: F•ur eine neu zu scha�ende Variable soll ein freier (zusam-
menh•angender) Speicherblock gefunden werden.

2. Blockverschmelzung: Benachbarte freie Bl•ocke sollen zu einem gr•o�eren verschmol-
zen werden.

3. Speicherbereinigung (garbage collection): Nicht mehr ben•otigte Bl•ocke sollen als
frei erkannt und wieder zur Verf•ugung gestellt werden.

Wir vereinbaren wieder ein gr•o�es Feld memoaus
"
Zellen\ konstanter L•ange, ein an-

zufordernder Block ist dann ein zusammenh•angender Bereichmemo[i..j] . Wir haben
weiter eine ListeBELder belegten und eine ListeFREIder freien Bl•ocke, wir vermerken
dort jeweils den Anfangsindex und die Gr•o�e des Blocks.

Methoden der Speicherplatzanforderung:

1. �rst �t

Wir suchen in der Frei-Liste den ersten Eintrag, in den der gew•unschte Block
hineinpa�t.

Vorteil: Man mu� nicht die gesamte Liste durchlaufen.

Nachteil: Von gro�en freien Bl•ocken wird evtl. nur wenig genutzt.
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2. best �t

Wir suchen den kleinsten Block in der Frei-Liste, in den der gew•unschte Block
hineinpa�t.

Vorteil: Der Speicher wird bestm•oglich genutzt.

Nachteil: Evtl. lange Suchzeiten.

3. Blockspaltung:

Wir verwenden eine der vorigen Methoden, melden aber den nicht verbrauchten
Rest als frei.

Nachteil: Nach einger Zeit haben wir viele kleine freie Bl•ocke, in die nichts mehr
hineinpa�t (dies ist bei best �t besonders zu erwarten). (Schweizer K•ase).

4. rotating �rst �t

Wir organisieren die Frei-Liste zyklisch und suchen nicht vom Anfang, sondern
von der zuletzt vergebenen Stelle aus.

5. Blockverschmelzung: Um die Fragmentierung des Speichers zu begrenzen, ist es
sinnvoll, bei der Freigabe eines Blocks in den beiden Nachbarbl•ocken nachzusehen,
ob einer davon frei ist, und den vereinigten gro�en Block zur•uckzugeben. Dazu
sollte FREIals doppelt verkettete Liste organisiert werden.

8 Ein paar Beispiele

Die folgenden Beispiele sind dem Buch von Solymosi entnommen.

Das Halteproblem

Es gibt Routinen, die nach endlicher Zeit ein Ergebnis liefern (und halten), andere tun
dies nicht.

void haltWennGroesser1(int n)
{

while (n != 1)
n = n/2;

}

void evtl(int n)
{

while (n != 1)
if (n % 2 == 0)

n = n/2;
else

n = 3*n + 1;
}
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Wir suchen einen Algorithmus, der folgendes entscheidet:
Die Eingabe bestehe aus zwei Zeichenkettenprogrammund eingabe. Es soll true
ausgegeben werden, wennprogrammein Java-Quelltext mit einem geforderten Einga-
bestring ist und der Parametereingabe so bescha�en ist, da� programm(eingabe)
h•alt, andernfalls (wenn es kein Java-Text vorliegt oder das Programm nicht h•alt) soll
false ausgegeben werden.

Behauptung: Es gibt keine Implementierung der obigen Funktion.

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es g•abe eine solche Implementierung, etwa
boolean goedel(String programm, String eingabe) .
Dann implementieren wir die folgende Methode:

void programm(String s)
{

if (goedel(s,s))
while (true); // Endlosschleife

else
; // Halt

}

Wir rufen sie (in main) wie folgt auf:

program("void program(String s){ if goedel(s,s)) while (t rue); else ;}");

1. Fall: Wenn Goedel (1931) mittrue antwortet, so kommt das Programm in eine
Endlosschleife, also ist die Antwort falsch.
2. Fall: Wenn die Antwort false ist, so h•alt das Programm an, also ist die Antwort
falsch.

Maximale Teilsummen

Gegeben ist eine Folge vonn positiven und negativen Zahlenai , gesucht ist die Teilfolge
aufeinanderfolgender Glieder der L•angel, wo

ak + ak+1 + : : : + ak+ l

maximal ist.

1. L•osung (naiv):

max = Integer.MIN_VALUE;
for (von = 0; von <= n; von ++)

for (bis = von; bis <= n; bis++)
{

s = 0;
for (i = von; i <= bis; i++)

s = s + a[i];
max = Math.max(s, max);

}
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Da drei for-Schleifen zu durchlaufen sind, werden etwan3 Schritte n•otig sein.

2. L•osung: Zeit f•ur Raum (O(n2)):

Wir sammeln in einer Tabelle schrittweise Teilsummen der L•angek, die wir aus Teil-
summen der L•angek � 1 berechnen: zuerst alle von 0 bis 0, dann von 0 bis 1, von 0
bis 2 usw. Wir setzen
s[0][bis] = s[0][bis - 1] + a[bis]; //Teilsumme vom Anfang
s[von][bis] = s[von - 1][bis] - a[von - 1]; Teilsumme f•angt weiter rechts an
und suchen dann das Maximum.

3. L•osung: Teilen und Herrschen (O(n logn))

Wir teilen die Folge in der Mitte, dann be�ndet sich die maximale Teilfolge an einer
von drei Stellen:

hier oder hier
oder hier

Wir m •ussen also sowohl maximale Teilsummen suchen, die innerhalb der Folge liegen,
als auch welche, die am linken bzw. rechten Rand ansto�en. Wenn dies f•ur beide Teile
geschehen ist, erhalten wir die maximale Teilsumme der gesamten Folge als
max(Innen(links), innen(rechts), rechterRand(links) + l inkerRand(rechts)) .
Aber auch hier wird wie oben jedes Element mehrfach angefa�t.
Besser alsO(n) kann es nicht gelingen, aber wir k•onnen diese Gr•o�enordnung erreichen.

4. L•osung:

Die maximale Teilsumme liegt am rechten Rand einer gewissenlinks beginnenden Teil-
folge. Hier wird jedes Element nur einmal angefa�t:

for (i = 0; i <= n; i++)
{

randMax = Math.max(0, randMax + a[i]);
max = Math.max(max, randmax); //vergroessert worden ?

}

Wenn eine Teilsumme negativ ist, so vergessen wir diese (setze randMax = 0).

Solymosi schreibt dazu:
"
die 4. L•osung ist leichter zu verstehen, hat k•urzeren Text, ist

schneller als die vorigen. Das ist untypisch!\

Textsuche

Wie suchen in einemchar[] text nach einemchar[] muster . Solymosi (s.d., S. 72 �)
gibt einen naiven und einen von Knuth/Morris/Pratt stammenden Algorithmus KMP
an, dabei wird der Fragezeichenoperator verwendet:

a ? b : c

Wenn a == true , so wird b ausgefuhrt, sonstc.



129

// Suchen.java
// Algorithmen und Datenstrukturen, Kapitel 4.1
// Autor: Prof. Solymosi, (c): APSIS GmbH
// Datum: 21. April 1999

public class Suchen {
int suchen(final char[] muster, final char[] text)
{

for (int i = 0; i < text.length - muster.length + 1; i++)
{

boolean erfolg = true; // Versuch, ab text[i] muster zu finde n:
for (int j = 0; j < muster.length; j++)

if (text[i + j] != muster[j])
erfolg = false; // nicht gelungen
if (erfolg) // gelungen

return i; // vorzeitiger Abbruch der •au�eren Schleife
}
return -1; // kein Versuch ist gelungen

}

int[] nextTabelle(final char[] muster)
{ // next-Tabelle f•ur muster

final int anfang = -1; // vor dem ersten Index in muster
int[] next = new int[muster.length];
next[0] = anfang; // Marke
int tabIndex = 0, // indiziert die aufzubauende next-Tabell e
ruecksprung = anfang; // Index im muster, wohin zur•uckgesp rungen wird
while (tabIndex < muster.length - 1)
if (ruecksprung == anfang || muster[tabIndex] == muster[ru ecksprung])
{

// Anfang des Musters oder •Ubereinstimmung
tabIndex++; // weiterschreiten
ruecksprung++;
next[tabIndex] = ruecksprung; // so weit •Ubereinstimmung

/* Verbesserter kmp-Algorithmus : */
next[tabIndex] =
muster[tabIndex] != muster[ruecksprung] ?

ruecksprung :
next[ruecksprung];

/* : Verbesserter kmp-Algorithmus */
}
else

ruecksprung = next[ruecksprung]; // R•ucksprung so weit n• otig
return next;

}
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int kmpSuchen(final char[] muster, final char[] text)
{
// stellt fest, ob muster im text vorkommt und falls ja, ab wel chem Index

final int anfang = -1; // vor dem ersten Index in muster
final int[] next = nextTabelle(muster); // next-Tabelle f• ur muster
//-->
System.out.println("next-Tabelle fuer " + new String(mus ter));
for (int i = 1; i < next.length; i++)

System.out.print(" " + next[i]);
System.out.println("");
//<--
int textIndex = anfang, musterIndex = anfang; // Anfang der S uche
do

if (musterIndex == anfang || text[textIndex] == muster[mus terIndex])
{

textIndex++; // weiterschreiten
musterIndex++;

}
else

musterIndex = next[musterIndex]; // R•ucksprung nur im Mus ter
while (musterIndex < muster.length && textIndex < text.len gth);

return musterIndex >= muster.length ?
textIndex - muster.length : // gefunden

-1; // nicht gefunden
}

// -->
public static void main(String[] args) {

// 3 Testf•alle:
final char[] text1 = {'b', 'a', 'b', 'a', 'b', 'b', 'b', 'b', ' a', 'b', 'a', 'a', 'b', 'b',
final char[] muster1 = {'b', 'a', 'b', 'a', 'a', 'b', 'b', 'b' }; // "babaabbb"
final char[] text2 = {'a', 'a', 'a', 'a', 'b', 'a', 'a', 'b'};
final char[] muster2 = {'a', 'a', 'b'};

final char[] text3 = {'a', 'a', 'a', 'a', 'b', 'a', 'a', 'b', ' b'};
final char[] muster3 = {'a', 'a', 'b', 'b'};

Suchen s = new Suchen();

char[] text = text1;
char[] muster = muster1;
System.out.println("Suchen " + new String(muster) + " in " + new String(text));
System.out.println("quadratisch: " + s.suchen(muster, t ext));
System.out.println("kmp: " + s.kmpSuchen(muster, text)) ;
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text = text2;
muster = muster2;
System.out.println("Suchen " + new String(muster) + " in " + new String(text));
System.out.println("quadratisch: " + s.suchen(muster, t ext));
System.out.println("kmp: " + s.kmpSuchen(muster, text)) ;

text = text3;
muster = muster3;
System.out.println("Suchen " + new String(muster) + " in " + new String(text));
System.out.println("quadratisch: " + s.suchen(muster, t ext));
System.out.println("kmp: " + s.kmpSuchen(muster, text)) ;

try {
System.in.read();

} catch(Exception e) {}
}
}

9 Sortieren

SeiM eine Menge, der eine Relation� gegeben ist. F•ur folgende Eigenschaften f•uhren
wir Namen ein:

1. Re
exivit •at: F•ur alle a 2 M gilt a � a.

2. Antisymmetrie: Aus a � b und b � a folgt a = b.

3. Transitivit •at: Aus a � b und b � c folgt a � c.

4. Vergleichbarkeit: F•ur a; b2 M gilt a � b oder b � a.

Eine Relation� hei�t Ordnung (manchmal auch Halbordnung), wenn die Eigenschaften
1 bis 3 erf•ullt sind, sie hei�t totale Ordnung (manchmal auch Ordnung), wenn zus•atzlich
4. gilt. Beispiele f•ur Ordnungen (welcher Art ?):

1. Wir betrachten die Mengen N , Z oder R mit der gew•ohnlichen Kleiner-Gleich-
Relation.

2. Wir betrachten die Menge der nat•urlichen Zahlen und w•ahlen als Vergleichsrela-
tion die Teilbarkeitsrelation. Hier ist 4. nicht erf•ullt.

3. SeiM = P(X ) die Menge aller Teilmengen der MengeX , als Vergleichsrelation
nehmen wir die Inklusion� .

4. Sei M = X � die Menge aller Worte•uber dem (geordneten) AlphabetX , wir
ordnen sie wie im W•orterbuch:

x1 : : : xn < y 1 : : : ym gdw. x i = yi f•ur alle i = 1; : : : ; k � 1 und xk < y k

Man nennt dies die lexikographische Ordnung.
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Das Sortierproblem besteht nun darin, zu einer gegebenen Eingabemengef a1; : : : ; ang �
M eine Ausgabefolge (ai 1 ; : : : ; ai n ) zu bilden, f•ur die ai p � ai q f•ur p < q gilt.

Die h•au�gsten Anwendungen sind:

� Das Zusammenbringen zusammengeh•origer Dinge,

� das Finden gleicher Elemente,

� das Suchen eines bestimmten Elements.

Das Suchen ist in geordneten Mengen leichter als in ungeordneten.

Ein Sortieralgorithmus kann mit Hilfe eines bin•aren Entscheidungsbaums dargestellt
werden. Wir betrachten das BeispielM = f a; b; cg.

a � b

b � c a � c

a � b � c a � c b � a � c b � c

a � c � b c � a � b b � c � a c � b � a
Die minimale Anzahl der zum Sortieren notwendigen Vergleiche ist gleich der Tiefe des
Entscheidungsbaums

Satz 9.1 En sei ein bin•arer Entscheidungsbaum, umn Elemente zu sortieren. Dann
ist die Tiefe von En mindestensO(n � logn). (D.h. es gibt eine Konstantek, so da�
die Tiefe mindestens gleichk � n � logn ist.

Beweis: Die Anzahl der Bl•atter ist mindestensn!, da es ja soviele Anordnungsm•oglich-
keiten f•ur n Elemente gibt. Ein bin•arer Baum der Tiefed hat aber h•ochstens 2d Bl•atter,
also gilt f•ur n � 4

2d � n!; d � log(n!);

n! � n � (n � 1) � : : : � n=2
| {z }

n=2

�
� n

2

� n=2

log(n!) �
n
2

� log(
n
2

) =
n
2

� (log n � 1) �
n
4

logn 2 O(n logn)
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Die zu sortierende Menge:

sortiert:

Solche Bildschirmfotos macht man mitksnapshot, man bindet sie mit

\begin{center}
\includegraphics[height=5cm]{Bildschirmphoto13}
\end{center}

in ein LATEX-Dokument ein. Dazu mu� das richtige der folgenden Pakete importiert
werden:

\usepackage{german,bezier,ifthen,fleqn,amssymb,epic ,eepic,bbm,epsf,
yfonts,picins,pstricks,pst-all,isolatin1,float,nofl oat,graphicx}

Wir kommen nun zu einigen speziellen Sortiervervahren.

Im Band 3 des Buchs von D. Knuth werden etwa 25 Sortierverfahren diskutiert. Einige
davon sollen hier vorgestellt und sp•ater im Praktikum implementiert werden. Es sollen
jeweils N Objekte R1; : : : ; RN sortiert werden.
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9.1 Sortieren durch Z •ahlen

Die Idee ist folgende: Derj -te Eintrag in einer geordneten Liste ist gr•o�er als genau
j � 1 andere Eintr•age (WennR gr•o�er als 27 andere ist, so mu�R an Stelle 28 stehen).
Wir vergleichen also jedes Objekt genau einmal mit jedem anderen und z•ahlen, wie
oft es das gr•o�ere ist. In einem Feldcount speichern wir die neuen Stellen, die dieRs
einnehmen; die neue Stelle vonRj soll count[j] + 1 sein.

1. count[i]:= 0 f•ur alle i .

2. F•ur i = N; N � 1; : : : ; 2 gehe zu 3.

3. F•ur j = i � 1; i � 2; : : : ; 1 gehe zu 4.

4. WennRi < R j ist, so setze count[j] = count[j] + 1, sonst setze count[i] = count[i]
+ 1.

Die ben•otigte Zeit ist proportional zu N 2. Wir bemerken, da� die Objekte eigentlich gar
nicht sortiert wurden, aber in count steht, wie sie richtig angeordnet werden m•ussen.

9.2 Sortieren durch Verteilen (Vorsortieren)

Wir sortieren die Ri anhand ihrer
"
Schl•ussel\ K i . Wir setzen voraus, da� f•ur den

Schl•usselK i von Ri und 1 � i � N gilt u � K i � v.

1. count(u) = 0, count(u+1) = 0, ... , count(v) = 0

2. F•ur j = 1; : : : ; N :

count( K j ) = count( K j )+1

Jetzt ist count(i) gleich der Zahl der Schl•ussel, die gleichi sind.

3. F•ur i = u+1, ... , v :

count(i) = count(i) + count(i-1)

Jetzt ist count(i) gleich der Zahl der Schl•ussel� i , insbesondere istcount(v)
= N.

4. F•ur j = N; N � 1; : : : ; 1: (Sammeln zusammengeh•origer S•atze)

i = count( K j ), Si = Rj , count( K j ) = i-1

Hier werden der Reihe nach die meistgefragtesten Objekte ausgesucht. Die Folge
S1; S2; : : : ist nun vorsortiert.

Beispiel:

R: 2 4 3 1 2 4 3 1 2 4
C: 2 5 7 10 nun wird sortiert:

9 Stelle von 4 ist 10
4 2 ist 5
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1 1
6 3

8 4
...
1 1 2 2 2 3 3 4 4 4 am Ende

Hier ist eine Fortran-Implementierung:

program distsort
c Knuth, III, p. 79

integer n, i, j, m
parameter (n = 80, m = 23)
integer c(m), r(n), k, s(n)
real rr
do i=1, n

call random(rr)
k = int(rr * 10000)
r(i) = mod(k,m) + 1

end do
print *, 'r '
print *, r
do j = 1, n

c(r(j)) = c(r(j))+1
end do
do i = 2, m

c(i) = c(i) + c(i-1)
end do
do j = n, 1, -1

i = c(r(j))
s(i) = r(j)
c(r(j)) = i - 1

end do
print *, s
end

In Java sieht das etwa so aus:

import HUMath.Algebra.*;
public class distsort
{
public static void main(String[] arg)
{

int k, i, j, m = 2, n = 41;
int c[] = new int[5];
int r[] = new int[n];
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int s[] = new int[n];
for (i = 1; i < n; i++)
{

r[i] = m;
m = (2 * m) % 5;

}
for (i = 1; i < n; i++)

B.wr(r[i] + " ");
B.wl();
for (j = 1; j < n; j++)

c[r[j]] = c[r[j]] + 1;
for (j = 1; j < 5; j++)

B.wr(c[j] + " ");
B.wl();
for (j = 2; j < 5; j++)

c[j] = c[j] + c[j-1];
for (j = 1; j < 5; j++)

B.wr(c[j] + " ");
B.wl();
for (j = 1; j < n; j++)
{

i = c[r[j]];
s[i] = r[j];
c[r[j]] = i-1;

for (k = 1; k < 5; k++)
B.wr(c[k] + " ");

B.wl();
}
for (i = 1; i < n; i++)

B.wr(s[i] + " ");
B.wl();

}
}

9.3 Sortieren durch Einf •ugen

Wir gehen davon aus, da� die ObjekteR1; : : : ; Rj � 1 bereits an der richtigen Stelle
stehen, bevorRj bearbeitet wird. Nun vergleichen wirRj mit Rj � 1; Rj � 2; : : :, bis wir
die Stelle �nden, wo es hingeh•ort: zwischenRi und Ri +1 . Dann wird von der Stellei +1
alles hochgehoben undRj anstelle vonRi +1 eingef•ugt.
Man kann das Vergleichen und das Verschieben kombinieren, indem manRj mit jedem
gr•o�eren vertauscht; es sinkt dann bis zur richtigen Stelle.

1. F•ur j = 2; 3; : : : ; N gehe zu 2.

2. i := j � 1; R := Rj .
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3. Wenn R � Ri ist, gehe zu 5.

4. Ri +1 := Ri ; i := i � 1;, wenni > 0 ist, gehe zu 3. (alles weiter hoch)

5. Ri +1 := R.

Der Zeitbedarf ist ebenfalls ungef•ahr N 2.
Eine Variante w•are folgende: Wenn Vergleichsoperationen langsam sind, so�ndet man
durch bin•ares Suchen schnell die richtige Einf•ugestelle und verschiebt danach den Rest.

9.4 Sortieren durch Verketten

Eine verkettete Liste vereinfacht das Einf•ugen, hier sind keine Verschiebungen n•otig.
Wenn die zu sortierenden Objekte sequentiell in einem Feld gespeichert sind, so baut
man sich w•ahrend des Sortierens eine Verkettungsliste auf.
Dies kann wie folgt geschehen: Neben den zu sortierenden ObjektenR1; : : : ; RN nehmen
wir noch ein k•unstlichesR0 hinzu. Wir verwenden eine zirkul•are Liste L0; : : : ; LN mit
L0 = N; L N = 0. Wenn p die Permutation mit Rp(1) � : : : � Rp(N ) ist, so wird
L0 = p(1); Lp(i ) = p(i + 1) ; Lp(N ) = 0 sein.

1. F•uhre die Schritte 2 bis 5 f•ur j = N � 1; N � 2; : : : ; 1 aus.

2. p := L0; q := 0; R := Rj .

Als n•achstes wird f•ur Rj seine richtige Stelle inL gefunden, indemR mit den
vorangehenden Eintr•agen verglichen wird; dabei zeigenp und q auf die aktuellen
Pl•atze der Liste; es istp = Lq, d.h. q liegt vor p.

3. Wenn R < R p ist, gehe zu 5 (dann istRq � R � Rp).

4. q := p; p := Lq. Wenn p > 0 ist, gehe zu 3.

Die Zeigerp; q werden weitergesetzt. Wennp = 0 ist, so ist R der gr•o�te bisher
gefundene Eintrag, geh•ort also ans Ende der Liste: zwischenRq und R0.

5. Lq := j; L j := p.

Rj wird an der richtigen Stelle eingef•ugt.

Welcher Aufwand ist n•otig? (N 2)

Verfeinerung:

Die Schl•ussel m•ogen zwischen 1 undK liegen; wir teilen das Intervall inM Teilintervalle

[1: : : K=M ]; [K=M + 1 : : : 2K=M ]; : : : ; [(M � 1)K=M : : : K ]

und legen f•ur jedes Intervall eine VerkettungslisteL i an. Wenn der Schl•usselK i ins
Intervall [ rK=M::: ] pa�t, verwalten wir ihn mit der Liste L r nach dem obigen Algo-
rithmus. Wenn die Schl•ussel halbwegs gleich verteilt sind, werden die Listen deutlich
k•urzer.
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9.5 Sortieren durch Tauschen, bubble sort

Dies ist eigentlich das einfachste Sortierverfahren: Von oben beginnend vertauschen
wir jeweils zwei Objekte, wenn sie nicht in der richtigen Reihenfolge stehen. Die gro�en
Elemente steigen dann wie Blasen nach oben (daher der Name).

1. SetzeSchranke = N (die h•ochste Stelle, wo die Liste noch nicht geordnet ist).

2. t := 0, f •ur j = 1; 2; : : : ; Schranke� 1 gehe zu 3. Gehe danach zu 4.

3. Wenn Rj > R j +1 , vertauscheRj und Rj +1 und setzet = j .

4. Wenn t = 0 ist, so sind wir fertig. Andernfalls setzeSchranke = t und gehe zu 2.

Welcher Aufwand ist n•otig? (N 2) Alles oberhalb des zuletzt bewegten Elements ist
schon in der richtigen Reihenfolge und mu� nicht mehr beachtet werden.

Die durchschnittlich Zahl der Inversionen einer Permutation ist (n2 � n)=4. Bei bubble
sort sind so viele Vertauschungen n•otig, wie die entsprechende Permutationen Inver-
sionen besitzt.

Eine Verbesserung der Laufzeit ist beim cocktail shaker sort gegeben: Wir durchlaufen
die Folge abwechselnd auf- und abw•arts.

Wenn wir weniger alsO(N 2) aufwenden wollen, d•urfen wir uns nicht auf das Ver-
tauschen benachbarter Objekte beschr•anken. Die leistet der folgende Algorithmus von
Batcher:

1. Seit die kleinste Zahl mit 2t � N ; setzep = 2 t .

2. q = 2 t � 1; r = 0; d = p

3. f•ur alle i; 0 � i < N mit i & p = r :

(Der Operator & ergibt das bitweiseAND zweier Zahlen.)

4. wennRi +1 > R i + d+1 : tauscheRi +1 und Ri + d+1 ;

5. wennq 6= p: setzed = q � p; q= q=2; r = p und gehe zu 3.

6. p = p=2, wennp > 0, so gehe zu 2.

9.6 Quicksort

Dies ist das schnellste bekannte Sortierverfahren. Der Grundgedanke ist, da� der Tausch
zweier Feldelemente dann den besten Fortschritt bringt, wenn diese m•oglichst weit
voneinander entfernt sind. Wir w•ahlen zuf•allig ein Element a aus der Mitte des Feldes
und laufen vom linken Rand nach rechts, bis wir ein ElementRi gefunden haben,
das gr•o�er als a ist. Gleichzeitig laufen wir vom rechten Rand nach links, bis wir ein
Element Rj gefunden haben, das kleiner alsa ist. Nun vertauschen wir Ri und Rj

und fahren fort, bis sich die Indizes getro�en haben. Nun haben wir zwei Teilfelder,
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deren Elemente alle kleiner (bzw. gr•o�er) als a sind. Wir haben die Aufgabe in zwei
Teilaufgaben zerlegt. Im Idealfall sind beide Teilfelder gleich gro�, im schlechtesten Fall
(a ist ein Extremwert) ist ein Teilfeld leer, im zweiten Fall haben wir n2 Arbeitsschritte,
das ist nicht gerade

"
quick\. Aber im

"
Durchschnitt\ reichen n logn Schritte aus.

Ein einfacher, rekursiver Algorithmus ist der folgende:

Quicksort(S)
Wenn jSj > 1 ist, dann w•ahle zuf•allig ein a 2 S.
SetzeS1 = f x 2 S j x < a g; S2 = f x 2 S j x � ag.
Quicksort(S1)
Quicksort(S2)
SetzeS[i ] = S1[i ] f•ur i = 1; : : : ; jS1j = m; S[j ] = S2[j � m � 1] f•ur j = m + 1; : : : ; n.

Einen cleveren (nichtrekursiven) Algorithmus �ndet man bei Knuth, Band 3, Seite 114,
er stammt von C.A.R. Hoare (1962). Wir wollen dies hier kurz darstellen.

Es sollenR1; : : : RN 2 Z sortiert werden. Wir setzenR0 = �1 ; RN +1 = 1 . Als das
Element, das an seine endg•ultige Stelle gebracht wird, k•onnen wirR1 w•ahlen. Alle Ver-
gleiche innerhalb eines Zyklus beziehen sich auf dieses Element; es ist vern•unftig, eine
Extra-Variable mit dem Wert von R(1) zu belegen, denn Operationen mit (normalen)
Variablen sind schneller als welche mit indizierten Variablen.
Um die Grenzen von noch zu sortierenden Teilen zu speichern,gen•ugen jeweils zwei
Variable, die auf dem Stack abgelegt werden k•onnen. Dabei werden die Grenzen des
jeweils gr•o�eren Teils gemerkt und der kleinere Teil wird bearbeitet.Teilstrukturen der
L•ange� M werden unsortiert gelassen, damit wird am Ende aufger•aumt.

1. Wenn N � M , gehe zu 9. Sonst: Erzeuge leeren Stack,l := 1; r := N .

2. i := l; j := r + 1; R := Rl . (Neuer Durchgang: Wir sortieren nunRl ; : : : ; Rr , es
gilt r � l + M; R l � 1 � Rk � Rr +1 f•ur k = l; : : : ; r ).

3. (VergleicheRi mit R) i := i + 1, solangeRi < R ist.

4. (VergleicheR mit Rj ) j := j � 1, solangeR < R j ist.

5. Wenn j � i ist, so vertauscheRl mit Rj und gehe zu 7. (Die Indizes haben sich
getro�en.)

6. VertauscheRi und Rj und gehe zu 3.

7. Wenn r � j � j � l > M , so lege (j + 1; r ) auf den Stack, setzer = j � 1, gehe
zu 2.

Wenn j � l > r � j > M ist, so lege (l; j � 1) auf den Stack, setzel = j + 1, gehe
zu 2.

Wenn r � j > M � j � l ist, setzel = j + 1, gehe zu 2.

Wenn j � l > M � r � j ist, setzer = j � 1, gehe zu 2.

8. Wenn der Stack nicht leer ist, so hole (l; r ) vom Stack und gehe zu 2.
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9. (Nacharbeit, falls M > 1 ist) F•ur j = 2; : : : ; N gehe folgende Schritte:R :=
Rj ; i := j � 1, wiederholeRi +1 := Ri ; i := i � 1, bis Ri � R ist. SetzeRi +1 = R.
(Wir lassen Rj sinken.)

Das folgende Programm realisiert diesen Algorithmus, zus•atzlich wird das Sortieren
gra�sch veranschaulicht.

import HUMath.Algebra.*;
import java.awt.*;
import java.text.*;
import java.awt.event.*;
import java.util.*;

public class quicksort extends java.applet.Applet //hg, 1 9.6.07
{

public static int N = 1000;
public static int stack[] = new int[N / 2];
public static int R[] = new int[N+2];
public static int quick[] = new int[N];
public static int i, j, r, l, st, rh, hh, tausch,

z = N/500; // fuer grosse Felder
public static boolean rekursiv, fertig = false;

public static void initial() // einrichten
{

int I;
Random generator = new Random();
for (I = 1; I <= N; I++)

R[I] = generator.nextInt(N);
R[0] = -Integer.MIN_VALUE;
R[N+1] = Integer.MAX_VALUE;
for (I = 0; I < N; I++)

quick[I] = R[I+1];
}

public static void s1(Graphics g) // Stack einrichten
{

l = 1; r = N; st = 0; s2(g);
}

public static void s2(Graphics g)
{

int k;
g.clearRect(0,0,N/z,N/z);
for (k = N-1; k > 1; k--)

g.drawLine(k/z, R[k]/z, k/z-1, R[k]/z+1);
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try { Thread.sleep(20); }
catch(InterruptedException e){}

i = l; j = r + 1; rh = R[l]; s3(g);
}

public static void s3(Graphics g)
{

i++;
while (R[i] < rh) i++;
j--;
while (rh < R[j]) j--;
if (j <= i)
{

hh = R[l]; R[l] = R[j]; R[j] = hh; s7(g);
}
else
{
hh = R[i]; R[i] = R[j]; R[j] = hh; s3(g);
}

}

public static void s7(Graphics g)
{

if ((r-j >= j-l) && (j-l > 1))
{

stack[st+1] = j + 1;
stack[st+2] = r;
st = st + 2;
r = j - 1;
s2(g);

}
else if ((j-l > r-j) && (r-j > 1))
{

stack[st+1] = l;
stack[st+2] = j - 1;
st = st + 2;
l = j + 1;
s2(g);

}
else if ((r-j > 1) && (1 >= j-l))
{

l = j + 1;
s2(g);

}
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else if ((j-l > 1) && (1 >= r-j))
{

r = j - 1;
s2(g);

}
else if (st > 0)
{

r = stack[st];
l = stack[st-1];
st = st - 2;
s2(g);

}
else fertig = true;

}

public void paint(Graphics g)
{

if (fertig)
return;

g.setColor(Color.red);
if (rekursiv)

quick_rek(0, N-1, g);
else

s1(g);
}

public static void quick_rek(int a, int b, Graphics g)
{

int k;
g.clearRect(0,0,N/z,N/z);
for (k = N-1; k > 1; k--)

g.drawLine(k/z, quick[k]/z, k/z, quick[k]/z);
try { Thread.sleep(20); }
catch(InterruptedException e){}

int i = a; // untere Grenze
int j = b; // obere Grenze
if (b == N-2)

fertig = true;
int mitte = quick[(a+b)/2]; // Mitte des Feldes bestimmen

// Aufteilung
while (i<=j)
{

while (quick[i] < mitte) i++;
while (quick[j] > mitte) j--;



9.7 Bin•ardarstellung der Schl•ussel 143

if (i <= j)
{

tausch = quick[i]; // Zahlen vertauschen, wenn nicht auf ric htiger Seite
quick[i] = quick[j];
quick[j] = tausch;
i++;
j--;

}
}

// Rekursion
if (a < j)

quick_rek(a,j, g);
if (i < b)

quick_rek(i,b, g);
}

public static void main(String arg[])
{

initial();
B.wr("rekursiv: 0, Hoare: 1");
int r = B.readint();
rekursiv = r == 0;
Frame f = new Frame("sort");
f.setBackground(Color.white);
f.addWindowListener(new WindowAdapter()

{public void windowClosing(WindowEvent e){ System.exit( 0); }});
quicksort m = new quicksort();
m.init();
m.start();
f.add("Center", m);
f.setSize(N, N);
f.show();

}
}

9.7 Bin •ardarstellung der Schl •ussel

Dies ist eine Variante von quick sort, die die Bitdarstellung der Schl•ussel (-Zahlen)
nutzt. Wir sortieren nach dem h•ochstwertigen Bit: zuerst alle mit 0, dann alle mit 1.
also:

Suche den am weitesten links stehenden Schl•usselRi mit f •uhrendem Bit = 1;
Suche den am weitesten rechts stehenden Schl•usselRj mit f •uhrendem Bit = 0.
TauscheRi und Rj , erh•ohe i , senkej , bis i > j ist.
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SeiF0 = f Schl•ussel mit f•uhrendem Bit = 0 g,
sei F1 = f Schl•ussel mit f•uhrendem Bit = 1 g.
Nun sortieren wir F0 und F1 durch Vergleich des zweiten Bits, usw.

Im Einzelnen ist folgendes zu tun: (Wenn max(K i ) < 2m ist, so brauchen wir einen
Stack der Gr•o�e m � 1 f•ur m-Bit-Zahlen.)

1. leeren Stack erzeugen,l = 1; r = N; b = 1 (links, rechts, Bitnummer)

2. Wenn l = r ist, so gehe zu 10. Sonst setzei = l; j = r (Neuer Durchgang: wir
untersuchen das Bitb bei Rl ; : : : ; Rr ).

3. Wenn Bit b von Ri gleich 1 ist, gehe zu 6.

4. i = i + 1; wenn i � j : gehe zu 3

sonst gehe zu 8

5. Wenn Bit b von Rj +1 gleich 0 ist, gehe zu 7

6. j = j � 1; wenni � j : gehe zu 5

sonst gehe zu 8

7. TauscheRi und Rj +1 , gehe zu 4

8. (Ein Durchgang ist beendet, es isti = j + 1, Bit b von Rl ; : : : ; Rj ist 0,Bit b von
Ri ; : : : ; Rr ist 1.)

b= b+ 1; wenn b > m: gehe zu 10

Wenn j < l oder j = r : gehe zu 2 (Alleb-Bits waren gleich)

Wenn j = l, setzel = l + 1, gehe zu 2 (nur einb-Bit ist 0)

9. Lege das Paar (r; b) auf den Stack (wir merken uns die rechte Grenze, wo noch
Bit b gepr•uft werden mu�), setze r = j ; gehe zu 2

10. (Stack leeren) Wenn der Stack leer ist, sind wir fertig. Sonst setzel = r + 1, hole
(r 0; b0) vom Stack, setzer = r 0; b= b0 und gehe zu 2.

9.8 Sortieren durch direkte Auswahl

Wir suchen den kleinsten Schl•ussel, geben den entsprechenden Datensatz aus und er-
setzen den Schl•ussel durch1 . Wir wiederholen dies, bisN S•atze bearbeitet sind.

Also: Die zu sortierende Liste mu� vollst•andig vorliegen, die Ausgabe erfolgt sequentiell.
Dies ist genau das umgekehrte Vorgehen wie beim Sortieren durch Einf•ugen: dort ist
die Eingabe sequentiell, Ergebnisse erh•alt man erst ganz zum Schlu�.

Bei jedem Durchgang sindN � 1 Vergleiche n•otig. Besser ist es, den ausgew•ahlten
Satz an

"
seine\ Stelle zu bringen (Tausch mit dem Inhaber) und sp•ater nicht mehr zu

betrachten:
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F•ur j = N; N � 1; : : : ; 2 :
sei Ri = max( R1; : : : ; Rj )
TauscheRi und Rj . (dann ist Rj ; : : : ; RN geordnet).

Sind f•ur die Bestimmung des Maximums vonN Zahlen wirklich N � 1 Vergleiche n•otig,
ist die Komplexit•at also immer nochO(N 2)?

Besser: Wir zerlegen die Daten in
p

N Gruppen zu
p

N Elementen, suchen in jeder
Gruppe das Maximum und bestimmen das Maximum der Gruppenersten; dieses wird
dann entfernt. Dazu sind etwa

p
N +

p
N Vergleiche n•otig.

Wenn das iteriert wird, k•onnen wir in O(N �
p

N ) Schritten sortieren. Man nennt dieses
Verfahren

"
quadratische Auswahl\. Es ist auch eine kubische Auswahl mit O(N � 3

p
N )

Schritten denkbar, wir n•ahern uns langsam der magischen SchrankeO(n � log(n)).

9.9 tree selection

Diese Schranke wird wie bei Tennisturnieren im k.o.-Systemerreicht. Wenn 2n Kandi-
daten antreten, ist der Sieger nachn Runden ermittelt. Wer aber ist der Zweitbeste?
Es ist einer dern Spieler, der gegen den Sieger verloren hat.

Wir belegen die Bl•atter eines bin•aren Baums mit N Bl•attern durch die Schl•usselRi

und belegen jeweils den Vaterknoten durch das Maximum der beiden S•ohne. In der
Wurzel haben wir also den ErstenE. Um den zweiten zu �nden, ersetzen wirE •uberall
durch �1 und bilden entlang der Astfolge vom ehemaligen E-Blatt zur Wurzel wieder
die Maxima (nur hier ist was zu•andern!), die L•ange dieses Weges ist h•ochstens gleich
log(N ) und wir haben den Zweiten gefunden; usw. Insgesamt sind also N � log(N )
Vergleiche n•otig.
Dies ist das Peter-Prinzip: Jeder steigt in der Hierarchie so weit auf, bis er sein Niveau
der Inkompetenz erreicht hat.

9.10 heap sort

Eine FolgeR1; : : : ; RN hei�t Halde (heap), wenn Ri=2 � Ri f•ur alle i ist, also

R1 � R2; R1 � R3; R2 � R4; : : :

Demnach istR1 = max( R1; R2; : : : ; RN ), das gr•o�te Element liegt oben auf der Halde.
Man veranschaulicht sich das am besten an einem bin•aren Baum: der Vater ist gr•o�er
als die beiden S•ohne.

Es gelte
Rj= 2 � Rj f•ur l < j= 2 < j � N ;

dies ist f•ur l = N=2 trivialerweise erf•ullt (es gibt kein j ). Diese Heap-Bedingung wollen
wir schrittweise f•ur kleinere l erhalten. Wir formen die Eingabeliste zu einer Halde um.

1. setzel = N=2 + 1; r = N
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2. (l oder r verkleinern)

wenn l > 1 ist, setzel = l � 1; R = Rl ;

sonst setzeR = Rr ; Rr = R1; r = r � 1

Wenn nun r = 1 ist, setze R1 = R und beende.

3. (Wir haben eine Halde abl und Rk hat f•ur r < k � N den richtigen Platz; wir
wollen eine Halde abk mit k = l=2.)

setzej = l

4. (ab hier ist i = j=2)

Setzei = j; j = 2 i

wenn j < r ist, gehe zu 5

wenn j = r ist, gehe zu 6

wenn j > r ist, gehe zu 8

5. wennRj < R j +1 setzej = j + 1 (�nde gr •o�eren Sohn)

6. wennR � Rj ist, gehe zu 8

7. (hochheben) setzeRi = Rj , gehe zu 4

8. (speichereR) setzeRi = R, gehe zu 2

Die Komplexit•at ist garantiert N � log(N ), denn in Schritt 4 wird das Intervall halbiert.

9.11 Sortieren durch Mischen (merge sort)

Hier haben wir zwei sortierte Folgen, die zu einer Folge vereinigt werden sollen. Wir
verleichen die beiden Minima, geben das kleinere aus, entfernen es und beginnen von
vorn. Wenn eine der Listen leer ist, so ist die andere Liste der Rest.

Seien also
x1 � x2 � : : : � xm und y1 � y2 � : : : � yn

gegeben.

1. i = 1; j = 1; k = 1

2. wennx i � yj , so gehe zu 3

sonst gehe zu 5

3. setzezk = x i ; k = k + 1; i = i + 1

wenn i � m ist, gehe zu 2

4. Setze (zk ; : : : zm+ n ) = ( yj ; : : : yn) und beende.
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5. setzezk = yj ; k = k + 1; j = j + 1

wenn j � n ist, gehe zu 2

6. Setze (zk ; : : : ; zm+ n ) = ( x i ; : : : ; xm ) und beende.

Der Aufwand ist m + n, d.h. Mischen ist leichter als Sortieren. Dies ist eines derersten
auf Rechnern implementiertes Sortierverfahren (J. v. Neumann, 1945).

public class MergeSorter
{

private int[] a;
private int[] b; // Hilfsarray
private int n;

public void sort(int[] a)
{

this.a=a;
n=a.length;
// je nach Variante entweder/oder:
b=new int[(n+1)/2]; b=new int[n];
mergesort(0, n-1);

}

private void mergesort(int lo, int hi)
{

if (lo<hi)
{

int m=(lo+hi)/2;
mergesort(lo, m);
mergesort(m+1, hi);
merge(lo, m, hi);

}
}

void merge(int lo, int m, int hi)
{

int i, j, k;

i=0; j=lo;
// vordere H•alfte von a in Hilfsarray b kopieren
while (j<=m)

b[i++]=a[j++];

i=0; k=lo;
// jeweils das n•achstgr•o�te Element zur•uckkopieren
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while (k<j && j<=hi)
if (b[i]<=a[j])

a[k++]=b[i++];
else

a[k++]=a[j++];

// Rest von b falls vorhanden zur•uckkopieren
while (k<j)

a[k++]=b[i++];
}

} // end class MergeSorter

Die Methodesort ist nicht-statisch, der Aufruf erfolgt so:

MergeSorter s=new MergeSorter();
s.sort(c);

9.12 Nat •urliches Mischen

Wir schauen uns die Eingabefolge von beiden Seiten an. Ein
"
Aufstieg\ ist eine Folge

ai � ai +1 � : : : � ak :

Die Gesamtfolge ist eine Folge von Aufstiegen, die je durch einen Abw•artsschritt ge-
trennt werden. Wie gesagt betrachten wir die Folgevon links und von rechts .

Beispiel (die markierten Abschnitte stellen jeweils Aufstiege dar):

503 703 765
| {z }

61 612 908
| {z } 154 275 426

z}|{
653

| {z }

z }| {
897 509 170

z }| {
677 512 87

Wir mischen nun den am weitesten links stehenden Aufstieg mit dem am weitesten
rechts stehenden Aufstieg zu einem neuen linken Aufstieg und entfernen die alten.
Dann mischen wir die beiden n•achsten Aufstiege zu einem neuen Aufstieg rechts, usw.

Das Ergebnis des ersten Durchgangs ist in unserem Beispiel

87 503 512 677 703 765
| {z } 154 275 426

z}|{
653

| {z }

z }| {
908 897 612 509 170 61

Als Eingabedaten haben wirR1; : : : ; RN ; wir brauchen einen HilfsspeicherRN +1 ; : : : ; R2N ,
dessen Anfangsinhalt irrelevant ist.

1. s = 0

(Wenn s = 0 ist, bringen wir die Dinge von R1; : : : ; RN nach RN +1 ; : : : ; R2N , bei
s = 1 umgekehrt.)
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2. wenns = 0 ist, setze i = 1; j = N; k = N + 1; l = 2N

wenn s = 1 ist, setze i = N + 1; j = 2N; k = 1; l = N

d = 1; f = 1 (Ausgaberichtung; noch ein Pa�?)

3. (Schritte 3 bis 7: Mischen)

wenn Ri > R j : gehe zu 8

wenn i = j : setzeRk = Ri , gehe zu 13

4. setzeRk = Ri ; k = k + d

5. (Abw•artsschritt?) i = i + 1; wenn Ri � 1 � Ri : gehe zu 3

6. setzeRk = Rj ; k = k + d

7. (Abw•arts?) j = j � 1, wennRj +1 � Rj : gehe zu 6

sonst gehe zu 12

8. (Schritte 8 bis 11 sind dual zu 3, ..., 7) setzeRk = Rj ; k = k + d

9. (Abw•arts?) j = j � 1, wennRj +1 � Rj : gehe zu 3

10. setzeRk = Ri ; k = k + d

11. (Abw•arts?) i = i + 1, wenn Ri � 1 � Ri : gehe zu 10

12. (Seiten vertauschen) Setzef = 0; d = � d, tauschek $ l, gehe zu 3

13. (Tausche unten und oben)

wenn f = 0, setzes = 1 � s, gehe zu 2

Sonst sind wir fertig. Wenns = 0 sein sollte, ist noch der Hilfsspeicher nach unten
zu kopieren.

Verbesserung: Wir legen fest, da� beim ersten Durchgang alle Aufstiege die L•ange 1
haben (d.h. wir pr•ufen nicht, wo die Aufstiege enden). Dann haben aber beim zweiten
Durchgang alle Aufstiege die L•ange 2, beim dritten die L•ange 4 ...

Leider ist der Speicheraufwand mit 2N recht gro�, wobei stets die H•alfte des Speichres
ungenutzt ist. Besser w•are es, mit verbundenen Listen zu arbeiten.

9.13 list merge sort

Wir stellen eine Link-Liste L1; : : : ; LN bereit, wo Zahlen zwischen� N � 1 und N + 1
stehen k•onnen; zus•atzlich nutzen wir L0; LN +1 ; R0; RN +1 :

Am Ende ist L0 der Index des kleinstenRi und L k ist der Index des Nachfolgers von
Rk , oder L k = 0, falls Rk maximal ist. R0 und RN +1 sind die Listenk•opfe. Wenn ein
Link negativ ist, so ist das Ende einer geordneten Teillisteerreicht.
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Wir verwenden die Funktion SIGN folgenderma�en:SIGN(p, L) ; dabei beh•alt L sein
Vorzeichen bei und erh•alt den Wert p oder -p , also

SIGN(p; L) =
�

jpj f•ur L � 0
�j pj f•ur L < 0

1. setzeL0 = 1; LN +1 = 2; LN � 1 = LN = 0

f•ur i = 1; : : : N � 2 : L i = � (i + 2)

(Wir haben zwei Teillisten R1; R3; R5; : : : und R2; R4; R6; : : : und die negativen
Links bedeuten, da� jede geordnete Teilliste einelementigist.)

2. (neuer Durchgang;s ist die letzte bearbeitete Eintragung,t ist das Ende der
vorher bearbeiteten Liste,p; q durchlaufen die Liste)

setzes = 0; t = N + 1; p = L s; q = L t . Wenn q = 0 ist, sind wir fertig.

3. wennRp > R q: gehe zu 6

4. setzeL s = SIGN (p; Ls); s = p; p= Lp; wenn p > 0: gehe zu 3

5. (Teilliste fertigstellen)

setzeL s = q; s= t

wiederholet = q; q= Lq bis q � 0

gehe zu 8

6. setzeL s = SIGN (p; Ls); s = q; q= Lq

wenn q > 0: gehe zu 3

7. setzeL s = p; s = t

wiederholet = p; p= Lp bis p � 0

8. (Durchgang fertig, d.h.p � 0; q � 0)

setzep = � p; q= � q

wenn q = 0: setzeL s = SIGN (p; Ls); L t = 0, gehe zu 2

sonst gehe zu 3
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10 Codierung und Kryptographie

Bei der Codierung geht es darum, Nachrichten bei ihrer•Ubermittlung gegen St•orungen
zu sichern. Man h•angt also einer zu sendenden Nachricht den Wert einer Kontrollfunk-
tion an. So kann man Fehler erkennen und evtl. sogar beheben.

Pr •ufzi�ern

Alle Produkte, mit denen in gr•o�erem Rahmen gehandelt wird (Lebensmittel, B•ucher
usw.) werden seit Ende der 60er Jahre mit einer weltweit eindeutigen Nummer ver-
sehen, der EAN (europ•aische Artikel-Nummer), die ist eine 13stellige Zahl, die das
Herkunftsland (2 Zi�ern), den Hersteller (5 Zi�ern), den Ar tikel (5 Zi�ern) bestimmt
und eine Pr•ufzi�er enth •alt.
Schl•ussel einiger L•ander:
40/41 Deutschland
00-09 USA/Kanada (nicht europ•aisch)
30-37 Frankreich
80/81 Italien

B•ucher werden au�erdem mittels einer 10stelligen ISBN (internationale Standard-Buch-
Nummer) versehen, die den Sprachraum,
3 deutsch
2 franz•osisch
0 englisch

den Verlag, den Titel kennzeichnet und ebenfalls eine Pr•ufzi�er enth •alt. Die EAN eines
Buchs wird aus der ISBN durch die vorangestellten Zi�ern 978gebildet.
Der Vorteil einer derartigen Standardisierung ist nicht zu•ubersehen (Stichworte: Kas-
sierung im Supermarkt, Bestandskontrolle (wie viel wurde eingekauft, wie viel wurde
verkauft), Preis•anderung ohne Umetikettierung); alles kann einem Computer•uberlas-
sen werden.

Aber das Leben zeigt, dass Fehler entstehen:

� die Kassiererin vertippt sich,

� der Scanner ist verschmutzt,

� das Etikett ist verformt,

� bei telefonischen Bestellungen werden Zahlen vertauscht (34, 43).

Um solche zuf•alligen Fehler zu erkennen, wird die Pr•ufzi�er angef•ugt. Dabei sind die
Pr•ufungsverfahren, die bei der EAN und der ISBN angewendet werden, unterschiedlich
streng. Mancher kann vielleicht damit leben, anstelle von Himbeerjoghurt Erdbeerjo-
ghurt berechnet zu bekommen (jeweils 44 cent), aber ob man die MEGA (Marx-Engels-
Gesamtausgabe) oder den Bildband

"
Burgen und Schl•osser am Niederrhein\ bekommt,

ist schon ein Unterschied.

Die EAN-Pr•ufzi�er wird wie folgt bestimmt: die ersten 12 Zi�ern werden abwechselnd
mit 1 und 3 multipliziert und die Ergebnisse aufaddiert, diePr•ufzi�er (13.) ist die
Di�erenz zur n•achsten Zehnerzahl, z.B. Iglo-Schlemmer-Filets (nach Padberg)
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405610004221

ergibt 43, die Pr•ufzi�er ist also 7.

Beim Pr•ufen der Eingabe der Kassiererin werden alle 13 Zi�ern mit 1 bzw. 3 mulipliziert
(die 13. mit 1) und festgestellt, ob die Pr•ufsumme durch 10 teilbar ist. Wenn dies der
Fall ist, k•onnte die Eingabe richtig sein, wenn nicht, ist sie auf jedenFall falsch.

Welche Eingabefehler k•onnen mit Sicherheit erkannt werden?

Wenn eine Zi�er falsch ist, so •andert sich die Pr•ufsumme um 1, 2, 3, ... , 9 bzw. um 3,
6, 9, 12, ... , 27 (je nach der Position), ist also nie durch 10 teilbar.

Wenn zwei Zi�ern falsch sind, kann das unbemerkt bleiben, und wenn die 3. und 7. Zi�er
vertauscht werden, kann das gar nicht erkannt werden. Auch wenn sich benachbarte
Zi�ern um 5 unterscheiden und vertauscht werden, bleibt dies unerkannt:

(a; a+ 5) �! a � 1 + ( a + 5) � 3 = 4a + 15;

(a + 5; a) �! (a + 5) � 1 + a � 3 = 4a + 5;

beide Pr•ufsummen sind kongruent modulo 10.

Bei der ISBN (wie auch bei Kontonummern, wo Fehler noch kritischer sind), wird
ein aufwendigeres Pr•ufverfahren verwendet: Die Pr•ufzi�er (10. Stelle) wird berechnet,
indem die Zi�ern mit 10, 9, 8, ... , 2 multipliziert und wieder die Summe gebildet
wird; die Pr•ufzi�er ist dann der Abstand zum n•achsten Vielfachen von 11. Da diese
Di�erenz auch den Wert 10 haben kann, wird dann das Zeichen X verwendet. Bei der
•Uberpr•ufung einer Eingabe wird nun die Teilbarkeit der Pr•ufsumme aller 10 Zi�ern
durch 11 gepr•uft (die 10. Stelle wurde mit 1 multipliziert). Das hatten wir schon: die
Querdi�erenz muss null sein.

Folgende Fehler werden damit erkannt:

� eine falsche Zi�er,

� Vertauschen von zwei Zi�ern,

� nicht: mehr als zwei falsche Zi�ern.

Beispiel: Gerhard Roth, Das Gehirn und seine Wirklichkeit,Surkamp 1997, ISBN 3-
518-28875-X.
ISBN 3 5 1 8 2 8 8 7 5 X
Faktor 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Produkt 30 45 8 56 12 40 32 21 10

Die Summe ist 254, wegen 24�11 = 264 ist die Pr•ufzi�er gleich X. Die Pr •ufsumme ist nun
gleich 264 und wird akzeptiert. Wenn das Buch irrt•umlich dem englischen Sprachraum
zugeordet werden w•urde, so erg•abe sich als Pr•usumme 224, die nicht durch 11 teilbar
ist.
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Strichcode

Zus•atzlich zur EAN wird auf einem Produkt ein Strichcode aufgedruckt, der von einem
Scanner zuverl•assig gelesen werden kann. Dazu werden den Zi�ern 0, 1, ..., 9jeweil
eine Folge von 5 Strichen zugeordnet, davon 2 breite und 3 schmale. Der Abstand
zwischen den Strichen ist irrelevant. Um Platz zu sparen, werden die wei�en L•ucken
zwischen den schwarzen Strichen auch als Striche interpretiert, und zwar als Code der
folgenden Zi�er. Es gibt also breite und schmale L•ucken. Damit kann man 2 Zi�ern
auf 14

"
Stellen\ verschl•usseln.

Das war jedenfalls der Stand der Technik um 1995; heute werden 3 Strichbreiten ver-
wandt.

Kryptographie

Wir wollen an einen Partner einen Text verschicken, der keinem Fremden bekannt
werden soll. Wir sind uns der Tatsache bewusst, dass es Leutegibt, die Telefongespr•ache
abh•oren, Briefe•o�nen, e-mails mitlesen usw., ohne dass jemand das merkt. Also werden
wir die Nachricht verschl•usseln.

Caesar

Sei k eine �xierte Zahl; jeder Buchstabe wird umk Stellen verschoben:f k(x) = x +
k mod 26. Caesar w•ahlte k = 3.
Entschl•usseln Sie4

NRPPH PRUJHQ DFKW XKU (komme morgen acht Uhr)

Vigen�ere

Wir fassen z.B. 3 Buchstaben zu einer Gruppe zusammen und verwenden ein Schl•ussel-
wort der L•ange 3. Dem Schl•usselwort AUSentsprechen die Zahlen 0, 20, 18. In jeder
Gruppe wird der erste Buchstabe um 0, der zweite um 20, der dritte um 18 Stellen
verschoben.
Entschl•usseln Sie

KIE MYE OLY EHS CBL UBJ

A�ne Abbildungen

Zun•achst kodieren wir den Text durch Zahlen. Um nicht aus der Buchstabenh•au�gkeit
den Text erraten zu lassen, fassen wir jeweils 10 Buchstabenzusammen und ordnen
der Gruppe eine Zahl zu. Wenn wir ein Alphabet aus 100 Zeichenverwenden, reichen
20stellige Zahlen als Codes aus.

Wir betrachten Abbildungen f : Z=nZ �! Z=nZ der Form

f a;b(x)) = ax + b:

Dann ist
f � 1

a;b (y) = a� 1y � a� 1b;

4Ihringer, Kapitel IV
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d.h. a mu� modulo n eine Einheit sein. Man kanna� 1 mithilfe des Euklidischen Algo-
rithmus berechnen.

Attacken

Um einen verschl•usselten Text unbefugt zu entschl•usseln, ist es g•unstig, wenn man einen
langen Text vor sich hat. Hier kann man die relative Buchstabenh•au�gkeit nutzen: In
deutschen Texten (Umlaute•a = ae usw, nur Kleinbuchstaben, Angaben in Promille)
sieht das so aus:
95, 42, 58, 111, 382, 33, 46, 100, 160, 4, 24, 84, 61, 215, 54, 12, 0, 135, 130, 90, 85, 16,
45, 1, 1, 13.
Ich wei� nicht mehr, welcher Quelle ich diese Daten entnommen habe, sie k•onnen aber
nur ungef•ahr richtig sein:
1. Die Summe der Zahlen ist 1912.
2. Dar Leerzeichen als h•au�gstes Zeichen fehlt.

F•ur englische Texte siehehttp://deafandblind.com/letter_frequency.html

Also: wir untersuchen einen langen Text (769911 Zeichen), der im Internet erh•altlich
ist, die 5 B•ucher Mose; ich habe aus der HTML-Datei alle Sonderzeichen entfernt und
darauseinen String gemacht (10 Minuten Rechenzeit). Das folgende Programm z•ahlt
die Zeichen.

import HUMath.Algebra.*;
public class zeichen
{
public static void main(String[] arg)
{

int zeichen[] = new int[256], i, zahl= 0, k;
String s[] = B.liesDatei("mose.txt",0,1);
for (i=0; i < s[0].length(); i++)
{

k = (int)(s[0].charAt(i));
if (k==32) // Leerzeichen

zeichen[32]++;
else if (k < 97) // Gro�buchstaben

zeichen[k+32]++;
else

zeichen[k]++;
zahl++;

}
B.wl("32" + "_" + zeichen[32] + " " +((zeichen[32]*1000)/za hl));
for (i=97; i < 123; i++)

B.wl(i+" "+(char)i+" "+zeichen[i]+" "+(zeichen[i]*1000 )/zahl);
}
}

Die Ausgabe sieht so aus:
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_ 174
a 53 b 15 c 19 d 54 e 144 f 10 g 21 h 42 i 58 j 2 k 7 l 29 m 22
n 86 o 24 p 5 q 0 r 59 s 59 t 43 u 38 v 6 w 12 x 0 y 0 z 8

Wenn also in einem Text die Null am h•au�gsten und die Eins am zweith•au�gsten
vorkommt und wir vermuten, da� ein a�nes Verfahren gew•ahlt wurde, also

f a;b(4) = 0 ; f a;b(13) = 1;

dann haben wir inZ26 das Gleichungssystem

4a + b= 0

13a + b = 1

zu l•osen. Man �ndet leicht a = 3; b= 14, also

f (x) = 3 x + 14

und damit
f � 1(y) = 9 y + 4:

Wenn unsere Vermutung stimmte, ist der Code geknackt.

Bigramme

Jeweils zwei aufeinanderfolgende Zahlen werden gemeinsamverschl•usselt; dann ist eine
statistische Attake schwieriger: 262 = 676.
Wir verwenden als Schl•ussel eine 2� 2-Matrix A und einen Spaltenvektorb; f•ur x 2 Z 2

26

sei
f A;b(x) = Ax + b:

dies ist ein zweidimensionales a�nes Verfahren.
Um decodieren zu k•onnen, mu� die Matrix A modulo 26 invertierbar sein, etwaA =�

2 3
7 8

�
mit A � 1 =

�
14 11
17 10

�
.

RSA

Wir zeigen ein Verschl•usslungsverfahren, dass

� schnell arbeitet,

� die Schl•ussel leicht wechseln l•asst,

� einem B•osewicht keine Chance l•asst, in einer vern•unftigen Zeit den Text zu ent-
schl•usseln.

Zur Schnelligkeit: Wir lassen unseren Computer nicht in Tabellen nachsehen, sondern
lassen ihn rechnen (das kann er).
F•ur einen Text �xieren wir zwei Zahlen k; N ; dies ist unser Schl•ussel. Wenn wir den
Text t durch die Zahl c = tkmodN verschl•usseln, so kannc wirklich schnell berechnet
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werden: F•ur die Berechnung vonx8 = (( x2)2)2 braucht man 3 Multiplikationen, zur
Berechnung vonx1024 braucht man 10 Multiplikationen usw.
Wenn wir eine Zahlm kennen, so da� f•ur alle x

xk�m � x mod N

gilt, also cm = ( tk)m � t, so k•onnen wir dasselbe Verfahren (Potenzierung) zur Ent-
schl•usselung verwenden.
Wenn die ZahlN eine Primzahl ist, so gilt

xN � 1 � 1( mod N )

(dies ist der kleine Satz von Fermat), wir k•onnen also einm mit

m � k � 1( mod N � 1)

nutzen, denn
xmk = x1+ n(N � 1) = x � (xN � 1)n � x

f•ur ein geeignetesn.
Bei diesem Verfahren sind die Zahlenk und N streng geheimzuhalten. Dies ist ung•uns-
tig, wenn der Schl•ussel oft ge•andert wird, was zu empfehlen ist.

Es gibt aber ein Verfahren (Rivest, Shamir, Adleman), bei dem die Werte von k; N
sowie der kodierte Text ver•o�entlicht werden k•onnen, ohne dass ein B•osewicht etwas
damit anfangen kann.
Wir w •ahlen zwei gro�e (100stellige) Primzahlenp; q (so etwas ist leicht zu bescha�en)
und bilden N = p � q. Dann gilt

x(p� 1)�(q� 1) � 1( mod N )

und man kann wie oben zuk ein geeignetesm �nden. Dazu muss man aber die Zahl
M = ( p� 1)�(q� 1) kennen, die kann man aber nur berechnen, wenn man die Zahlen p; q
kennt (diese sind dem Partner bekannt), oder man muss die Zahl N in Primfaktoren
zerlegen. Nun ist es aber extrem schwierig, eine gro�e Zahl in Faktoren zu zerlegen: der
B•osewicht hat keine Chance.

Ich habe die Zahl

2147483647� 214748367 = 461168606352454449

mit dem Fermat-Verfahren zerlegt, das dauerte 1010 Minuten, also •uber 16 Stunden.
Mithilfe von Probedivisionen, beginnend bei der Wurzel, dauerte es 16 Minuten. Die
Zahlen sind ja auch noch nicht

"
gro�'.

Beispiel: Wir w •ahlen p = 13; q = 19, dann ist n = 247; m = ( p � 1)(q � 1) = 216 =
23 � 33, also sollk eine ungerade, nicht durch 3 teilbare Zahl sein, etwak = 5. Dann ist

1 = � 43� 5 + 216 = 173� 5 + ( � 4) � 216;
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also l = 173. Nicht in Z

�
n enthalten sind die Vielfachen von 13 und 19, es k•onnen also

210 Zeichen verschl•usselt werden.

Da ein Zeichen immer denselben Code erh•alt, bleibt die H•au�gkeit erhalten, was At-
tacken erleichtert. Wir ver•andern deshalb vor der Verschl•usselung die Kodierung der
Zeichen in Abh•angigkeit vom Text:

a1; : : : ; ak seien die Nummern der Buchstaben; wir w•ahlen einr � min(p� 1; q� 1), so
da� r + 1 prim ist. Daraus bilden wir b1; : : : ; bk mittels b1 = a1; bj = aj � bj � 1 in Z r +1 .
Nun k•onnen wir RSA anwenden; die Entschl•usselung geht so:

a1 = b1; aj = bj � (bj � 1)� 1 = bj � (bj � 1)r � 1:

11 Primzahltest und Faktorisierung ganzer Zahlen

Eine Zahl p ist genau dann eine Primzahl, wenn sie keinen Primteiler�
p

p besitzt.
Um also gro�e Zahlen auf Primalit•at zu untersuchen, sind Tabellen kleiner Primzahlen
n•utzlich.
Wenn wir zum Beispiel alle Primzahlen zwischen 100 und 200 suchen, so m•ussen wir
aus diesen Zahlen alle Vielfachen von 2, 3, 5, 7, 11 und 13 wegstreichen, was ganz
einfach ist; es bleiben 21 Zahlen•ubrig.
Lehmer hat 1909 eine Tabelle aller Primzahlen unter 10 Millionen als Buch ver•o�entlich,
und in einem zweiten Buch sind die kleinsten Primteiler aller Zahlen unter 10 Millionen
enthalten, die nicht durch 2, 3, 5 oder 7 teilbar sind. Damit ist eine vollst•andige Fak-
torisierung dieser Zahlen m•oglich. Man sollte aber bedenken, da� ein Computer eine
solche Zahl schneller zerlegen kann, als man in einer Tabelle nachschlagen kann.

F•ur ein Sieb-Programm braucht man nicht viel Speicherplatz:man repr•asentiert jede
Zahl durch ein Bit (die i -te Zahl durch dasi -te Bit), setzt alle Bits auf 0, geht f•ur alle
relevanten Primzahlenp in per Schritten •uber die Bits und setzt Einsen. Die restlichen
Null-Bits repr •asentieren Primzahlen.

Wenn aus irgendeinem Grund alle Primzahlen nacheinander durchforstet werden m•us-
sen, so sollte man (pi � pi � 1)=2 tabellieren, hierf•ur reichen 6 Bit f•ur p < 106, also
braucht man insgesamt 59 KByte, die Primzahldi�erenzen f•ur p < 109 passen in 8 Bit,
daf•ur braucht man insgesamt 51 MByte, und f•ur p < 1012 ben•otigt man 12 Bit (72
GByte).

Die Anzahl � (x) der Primzahlen unterhalb einer gegebenen Schrankex berechnet sich
nach Lagrange (1830) wie folgt (alle Br•uche sind als ihre ganzen Teile zu verstehen):

1 + � (x) = � (
p

(x)) + x �
X

pi �
p

(x)

x
pi

+
X

pi <p j �
p

(x)

x
pi pj

� � � �

Hier ist x gleich der Zahlen� x,
P x

pi
ist die Zahl der Zahlen� x mit dem Primteiler

pi ,
P x

pi pj
ist die Zahl der durch zwei Primzahlen teilbaren Zahlen usw.
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Nach dem Ein- und Ausschlu�prinzip wird die Zahl der Vielfachen kleiner Primzahlen
weggenommen, die der Vielfachen zweier kleiner Primzahlenhinzugef•ugt usw.

� (100) = � (10) + 100 � 50� 33� 20� 14 + 16 + 10 + 7 � 0 + 1 = 25

Lagrange berechte so die Zahl der Primzahlen unter 106 zu 78.526; eine damals aktuelle
Primzahltabelle enthielt 78.492 Eintr•age, der richtige Wert ist 78.489.
Meisel hat 1885� (109) = 50.847.478 berechnet, dies sind 56 Zahlen zu wenig, wie von
Lehmer erst 1958 bemerkt wurde.

Ein Primzahltest ist eine BedingungP(n) 2 f 0; 1g mit P(n) = 1 genau dann, wennn
eine Primzahl ist. Demgegen•uber ist ein Kompositionstest eine BedingungK , so da�
ausK (n) = 1 folgt, da� n zusammengesetzt ist, d.h. wennn eine Primzahl ist, so gilt
stets K (n) = 0, es ist aber auchK (xy) = 0 m•oglich.

Der kleine Satz von Fermat besagt: Istp eine Primzahl und ggT(a; p) = 1, so gilt

ap� 1 � 1 (mod p):

Wenn also
aN � 1 6� 1 (mod N )

gilt, so ist N zusammengesetzt.

Allerdings kann dieser Test versagen: 341 = 11� 31, aber 2340 � 1 (mod 341), jedoch
wird die Zahl 341 entlarvt, wenn wira = 3 w•ahlen: 3340 � 56 (mod 341). Man sagt:
341 ist eine Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis 2.
Von Lehmer (1936) stammt eine Liste aller Pseudoprimzahlenzur Basis 2 zwischen
107 (dem Ende damaliger Primzahllisten) und 108, die keinen Faktor � 313 haben.
Pomerance, Selfrigde und Wagsta� ver•o�entlichten 1980 eine Liste von 1770 Zahlen
unter 25� 109, die pseudoprim zu allen Basen 2, 3, 5, 7 sind. In diesem Bereich gen•ugen
alsovier Fermat-Tests als Primzahltest. Man bedenke, da� zur Berechnung vonan ; n �
109 = 2 30 jeweils nur 60 Multiplikationen und MOD-Operationen n•otig sind.

Leider gibt es Zahlen, die pseudoprim zu jeder Basis sind, diese hei�en Carmichael-
Zahlen ; die kleinste ist 561 = 3� 11 � 17, es gibt etwa 100000 unter 1015.

Der Fermat-Test kann durch weitere Tests erg•anzt werden, f•ur die wir im folgenden die
theoretischen Grundlagen legen.

De�nition: Es seiggT(a; n) = 1, dann hei�t a ein quadratischer Rest modulon, wenn
x2 � a (mod n) f•ur ein x gilt, anderenfalls hei�t a quadratischer Nichtrest. Wennp
eine ungerade Primzahl ist, so ist das folgende Legendre-Symbol de�niert:

�
a
p

�
=

�
1; a quadratischer Restpmodp

� 1; a Nichtrest

Lemma 11.1 1. Die Menge der quadratischen Reste modulon ist eine Untergruppe
von (Z=nZ)� .
2. Wenn (Z=nZ)� zyklisch ist (z.B. wennn eine Primzahl ist), dann gibt es gleichviele
Reste wir Nichtreste und das Produkt zweier Nichtreste ist ein Rest.
3. Wenn a � b (mod m), so ist

�
a
m

�
=

�
b
m

�
.
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Beweis: 1. Seix2 � a; y2 � b; dann ist (xy)2 � ab.
2. Wenn (Z=nZ)� = hgi ist, dann sind 1; g2; g4; : : : quadratische Reste undg; g3; : : :
sind quadratische Nichtreste. Schlie�lich ist das Produktzweier ungerader Potenzen
eine gerade Potenz.

Folgerung 11.2
�

a
p

� �
b
p

�
=

�
ab
p

�
.

Satz 11.3 (Euler) Wenn ggT(a; p) = 1 ; p 6= 2 ist, so gilt
�

a
p

�
� a(p� 1)=2 (mod p).

Beweis: SeiZ=pZ = hgi . Es seigs � � 1. Dann ist g2s = 1, also ist 2s ein Vielfaches von
p � 1, dennord(g) = p � 1. Also sind f•ur s nur die Werte 0; (p � 1)=2; p � 1 m•oglich.
Im ersten und dritten Fall ist aber gs = +1, also folgt g(p� 1)=2 � � 1. Sei nuna = gt ,
dann ist a(p� 1)=2 = gt (p� 1)=2 � (� 1)t , also ist a genau dann quadratischer Rest, wennt
gerade ist, und genau dann gilta(p� 1)=2 � 1.

Ohne Beweis geben wir das folgende
"
quadratische Reziprozit•atsgesetz\ an:

Satz 11.4 Seienp; q ungerade Primzahlen, dann gilt
�

p
q

�
=

�
q
p

�
(� 1)

p� 1
2

q� 1
2 :

Wir k •onnen dies anwenden, um das Legendre-Symbol schnell zu berechnen:
4567 ist eine Primzahl.
�

123
4567

�
=

�
3

4567

� �
41

4567

�
=

�
4567

3

�
(� 1)2283

�
4567
41

�
(� 1)20�2283 =

�
1
3

�
(� 1)

�
16
41

�
= � 1.

Das folgende Jacobi-Symbol verallgemeinert das Legendre-Symbol:

De�nition: Sein =
Q

pai
i , wir setzen

�
a
n

�
=

Q �
a
pi

� ai

.

Satz 11.5 Wenn a; b; n ungerade sind undggT(a; n) = ggT(b; n) = 1 ist, so gilt�
a
n

� �
b
n

�
=

�
ab
n

�
.

Wenn alsoa ein quadratischer Rest ist, so gilt
�

a
n

�
= 1, aber die Umkehrung gilt nicht.

Wir kommen zur•uck zum Primzahltest.

Wenn N ungerade undggT(a; N) = 1, aber a
N � 1

2 6� � 1 (mod N ) ist, so ist N
zusammengesetzt, denn nach dem Eulerschen Satz ist dieser Term im Primzahlfall
gleich dem Legendre-Symbol.
Falls abera

N � 1
2 � � 1 ist, so berechne man das Jacobi-Symbol

�
a
N

�
mit Hilfe des qua-

dratischen Reziprozit•atsgesetzes. Wenn nuna
N � 1

2 6�
�

a
N

�
ist, so istN zusammengesetzt,

denn wennN eine Primzahl w•are, so w•aren Jacobi- und Legendre-Symbole gleich und
man wendet den Satz von Euler an.

Eine Zahl N mit a
N � 1

2 �
�

a
N

�
hei�t Euler-pseudoprim zur Basisa.

Einige Carmichael-Zahlen werden durch Euler entlarvt, z.B. 1729, denn 11864 � 1
(mod 1729), aber

�
11

1729

�
= � 1.
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Pinch (1993) hat festgestellt, da� so bekannte Computeralgebrasysteme wie Mathema-
tica, Maple V und Axiom einige bekannte Carmichael-Zahlen als Primzahlen passieren
lassen.

Der folgende Satz von Lucas und Lehmer kehrt den Satz von Fermat um:

Satz 11.6 Sei N � 1 =
Q

qai
i die Primzahlzerlegung. Wenn eina existiert, so da�

a(N � 1)=qi 6� 1 (mod N ) f•ur alle i;

aber
aN � 1 � 1 (mod N );

dann ist N eine Primzahl.

Beweis: WennN prim ist, so existiert in Z=NZ � ein Element der OrdnungN � 1, und
sonst nicht, da dann' (N ) < N ist. Nach Voraussetzung ist die Ordnung vona ein
Teiler von N � 1. Jeder echte Teiler vonN � 1 ist ein Teiler von (N � 1)=qi , diese sind
aber nicht gleich der Ordnung vona, also ist die Ordnung vona gleich N � 1.

F•ur die Auswahl dieser Zahla sollte man keine mit
�

a
N

�
= 1 nehmen, denn diese

k•onnen keine Erzeugenden sein.

Schlie�lich erw•ahnen wir den Lucas-Primzahltest f•ur die Mersenne-ZahlenMn = 2 n � 1.
Diese Zahl ist genau dann prim, wenn f•ur die rekursive Folge

v0 = 4; vi � v2
i � 1 � 2 (mod Mn )

gilt:
vn� 2 � 0 (mod Mn )

gilt.

Wir wollen uns nun mit der Faktorisierung von Zahlen besch•aftigen. Als Beispiel f•ur
die Schwierigkeiten, die hier zu erwarten sind, beginnen wir mit den Fermatzahlen

Fn = 2 2n
+ 1;

diese Zahlen sind f•ur kleine Werte von n Primzahlen: 3, 5, 17, 129;F4 = 65537 ist
die gr•o�te bekannte Primzahl unter den Fermatzahlen. P�epin hat gezeigt:Fn ist genau
dann eine Primzahl, wenn

3
F n � 1

2 � � 1 (mod Fn )

ist. Die kleinste Fermatzahl, wo die Zerlegbarkeit unklar ist, ist F24 = 105 Mio ; die Zahl
F14 ist seit 1963 als zusammengesetzt bekannt, aber man kennt keinen Faktor.

Die Feststellung, ob eine Zahl eine Primzahl ist, ist relativ schnell zu machen. Faktori-
sierungen sind schwierig und langwierig. Deshalb sollte einen Faktorisierungsalgorith-
mus nur auf eine Zahl anwenden, von der man wei�, da� sie zerlegbar ist.

Ein erstes Beispiel der Zerlegung einer wirklich gro�en Zahl wurde durch Cole (1903)
gegeben:

267 � 1 � 109 � 1013:
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1. Als erstes sollte man Probedivisionen durch kleine Primzahlen machen, die als
Tabelle vorliegen oder on-line erzeugt werden.
Besser ist es, nicht nur durch Primzahlen zu teilen, sonderndurch alle Zahlen der Form
6k � 1 (sowie durch 2 und 3), dann braucht man in keiner Tabelle nachzuschlagen. Die
Zahlen dieser Form erzeugt man sich, indem manz = 5 und d = 2 als Anfangswerte
w•ahlt und dann z := z + d; d := 6 � d iteriert.
Die Grenze der Probedivision liegt beiz >

p
N , also wennz > N=z ist, man braucht

also keine Wurzel zu berechnen, w•ahrede der Quotient sowieso berechnet werden mu�.
Man achte darauf, da� jeder gefundene Faktor sofort wegdividiert werden mu� und da�
Primfaktoren auch mehrfach auftreten k•onnen.

2. Wir fassen Produkte von Primzahlen blockweise zusammen:

p0 =
Y

2� p� 97

P � 1037

p1 =
Y

101� p� 199

P � 1046

� � �

p9 =
Y

907� p� 997

P � 1042

Der mit dem Euklidischen Algorithmus berechenbareggT(N; pi ) teilt N .

3. Fermatsche Methode

Wir versuchen, die ZahlN = a�b in der Form N = x2 � y2 = ( x+ y)(x � y) darzustellen.
Dabei ist x >

p
N , wir beginnen also mitm = b

p
N c + 1, setzen z = m2 � N und

•uberpr•ufen, ob dies eine Quadratzahl ist. Wenn nicht, so erh•ohen wir m um 1, d.h. die
n•achste zu testende Zahl istz + 2m + 1.

Es sei nebenbei bemerkt, da� man Quadratwurzeln wie folgt berechnen kann (eine Zahl
ist dann eine Quadratzahl, wenn sie gleich dem Quadrat ihrerWurzel ist): zun•achst
gibt es ein Iterationsverfahren

xn =
xn� 1 + a

xn � 1

2
;

oder man verwendet die binomische Formel

(1 + x)
1
2 = 1 +

� 1
2

1

�
x +

� 1
2

2

�
x2 + � � � :

Schlie�lich kann man es einer Zahl schnell ansehen, da� sie keine Quadratzahl ist, denn
die letzten beiden Dezimalstellen einer Quadratzahl habendie Form

uu; g1; g4; 25; u6; g9;

wobei u eine ungerade undg eine gerade Zahl bedeutet.

4. Legendre
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Wir suchen x 6� � y mit x2 � y2 (mod N ). Dann ist

x2 � y2 � 0 � (x + y)(x � y) ( (mod N );

also (x + y)(x � y) = tN . Also sind die Primteiler vonN auch in x � y vorhanden, man
berechne also ggT(N; x � y).
Aber wie soll man solchex; y �nden? Die Antwort gibt das quadratisch Sieb von Po-
merance (1981), es funktioniert f•ur Zahlen mit bis zu 110 Dezimalstellen.
Wir suchen f•ur �xierte

"
kleine\ Primzahlen pi folgende Kongruenzen zu l•osen (es sei

n =
p

N und xk = ( n + k2) � N; k klein):

x2
k � (� 1)e0k pe1k

1 � � � pemk
m (mod N ):

Wenn wir gen•ugend viele gefunden haben, so sind die Vektoren (eok; : : : ; emk ) modulo
2 linear abh•angig, also gibt esak mit

nX

k=1

ak(e0k ; : : : ; emk ) � (0; : : : ; 0);

also
nX

k=1

ak(e0k ; : : : ; emk ) = 2( v0; : : : ; vm ):

Wir setzen dannx =
Q

xak
k ; y = ( � 1)v0 pv1

1 � � � pvm
m , es gilt

x2 =
Y

(x2
k)ak = (

Y
(� 1)e0k pe1k

1 � � � pemk
m )ak

= ( � 1)
P

ak e0k p
P

ak e1k
1 � � � p

P
ak emk

m

= ( � 1)2v0 p2v1
1 � � � p2vm

m

= y2:

Beispiel: n = 1909;
p

n � 43, 442 = 1936, also probieren wir:

442 � 3 � 3 � 3 (mod n) (1)

452 � 2 � 2 � 29 (mod n) (2)

462 � 3 � 3 � 23 (mod n) (3)

472 � 2 � 2 � 3 � 5 � 5 (mod n) (4)

Wenn wir nur die Primzahlen 2, 3, 5 betrachten, so sind die Exonentenvektoren der
ersten und der letzten Zahl (0, 3, 0) und (2, 1, 2), also modulo2 gleich. Damit ist

(44 � 47)2 � 902

und ggt(44� 47� 90| {z }
1978

; 1909) = 23 ist ein Teiler.

Moderne Faktorisierungsmethoden wie die von Pollard, auf die wir aber hier nicht
eingehen, haben ihre Leistungsgrenze bei 120 bis 150 Dezimalstellen.
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Da� eine Zahl N durchschnittlich ln ln N verschiedene Primfaktoren hat, wollen wir
einmal hinnehmen. Wie gro� aber sind diese?
Wir ordnen die Primteiler von N der Gr•o�e nach:

N = Ps(N )Ps� 1(N ) � � � P2(N )P(N );

wobeiP(N ) der gr•o�te sei. Dann hat N=P(N ) noch s� 1 verschiedene Primteiler, also

s � 1 � ln ln
N

P(N )
= ln(ln N � ln P(N ))

= ln ln N + ln(1 �
ln P(N )

ln N
)

= s + ln(1 �
ln P(N )

ln N
);

also ln(1� ln P (N )
ln N ) � � 1, d.h. 1� ln P (N )

ln N � 1
e, also lnP(N ) � (1 � 1

e) ln N = 0; 632 lnN
und somit

P(N ) � N 0;632:

Primzahlen und Krytographie

Bei der Krytographie geht es darum, zun•achst einer Zeichenkette eine ZahlT zuzuord-
nen, die mittels einer Verschl•usselungsfunktionf zu einem CodeC = f (t) chi�riert
wird. Der Code C wird an den Empf•anger gesandt, der•uber die Inversef � 1 der Ver-
schl•usselungsfunktion verf•ugen mu�, um den Originaltext lesen zu k•onnen.
Die Funktionen f und f � 1 sind im einfachsten Fall Tabellen. Besser sind Funktionen,
die von einem Parameter abh•angen (einem Schl•ussel), diesen Schl•ussel sollte man h•au�g
wechseln.

Ein erfahrener Verschl•u�ler geht davon aus, da� dem unberechtigten Mith•orer seiner
Nachricht der Verschl•u�lungalgorithmus bekannt geworden ist, (ho�entlich) nicht aber
der jeweilige Schl•ussel.
Ein einfacher Schl•ussel, der schon von Caesar benutzt wurde, besteht im Verschieben
der Buchstaben um eine konstante Zahl:C = T + k. Durch Rivest, Shamir, Adleman
ist nun Codierungsverfahren mit•o�entlichem Schl•ussel entwickelt worden, das RSA-
Verfahren. Dabei ist

C = T k (mod N ); alsoT = k
p

N (mod N );

die erste Operation ist schnell durchgef•uhrt, die zweite ist schwierig, fallsN eine zu-
sammengesetzte Zahl ist.

Wir verfahren wie folgt: Wir suchen ZahlenN; k, so da� ein k0 mit T = Ck0
(mod N )

existiert, d.h. akk 0
� a (mod N ) f•ur alle a, und es soll schwer sein, eine Zahls mit

aks � a (mod N ) zu bestimmen.

F•ur die Eulersche Funktion' gilt a' (N ) � 1 (mod N ), falls ggT(a; N) = 1 ist.
Die Carmichael-Funktion � ist wie folgt de�niert:

� (1) = � (2) = 1 ; � (4) = 2
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� (2r ) = 2 r � 2 f•ur r > 2

� (pr ) = pr � 1 � (p � 1) f•ur p > 2; r > 0

� (pr 1
1 � : : : � pr n

n = kgV( � (pr 1
1 ; : : : ; � (pr n

n ))

� (n) ist das kleistem mit am � 1 (mod n) f•ur alle a mit ggT( a; n) = 1.
Der Funktionswert � (N ) ist ein Teiler von ' (N ), und es gilt

a� (N ) � 1 (mod N );

f•ur alle a, falls N ein Produkt verschiedener Primzahlen ist. Wennp 6= q Primzahlen
sind, dann gilt

� (pq) =
(p � 1)(q � 1)

ggT(p � 1; q � 1)
= kgV(p � 1; q � 1):

Dann gilt akk 0
� a (mod N ) genau dann, wennkk0 � 1 (mod � (n)): Wir setzen

alsoN = pq und suchen einm mit

m� (N ) + 1 = k � k0

indem wir am Bestenk vorgeben und die Kongruenzm� (N ) + 1 � 0 (mod k) l•osen.
Wenn � (N ) nicht bekannt ist, kann ein Unbefugter die Zahlk0 nicht bestimmen.

Wir bestimmen dann C = f (T) = T k (mod N ) und versenden diesen Code. Dabei
sollte k nicht zu klein sein, damit T k > N wird und tats•achlich eine (modN )-
Reduktion vorgenommen wird.
Der Empf•anger berechnet

Ck0
� T kk 0

� Tm� (N )+1 � T (mod N ):

Die Schl•usselN und k kann man als Zeitungsinserat ver•o�entlichen. Der unbefugte
Entschl•u�ler mu� die Zahl � (N ) berechnen, dazu mu� er die ZahlN zerlegen, und das
scha�t er nicht in einer vern•unftigen Zeit, wenn p und q gro� sind.

12 Boolesche Algebren und Boolesche Funktionen

De�nition:
Eine Menge B mit drei Operationen + : B � B �! B; � : B � B �! B und
� : B �! B sowie zwei ausgezeichneten Elementen 0; 1 2 B hei�t Boolesche Algebra,
wenn f•ur a; b; c2 B folgende Rechenregeln erf•ullt sind:

a + ( b+ c) = ( a + b) + c; a� (b� c) = ( a � b) � c (Assoziativit•at)
a + b= b+ a; a � b= b� a (Kommutativit •at)
a + a = a; a � a = a (Idempotenz)
a + ( b� c) = ( a + b) � (a + c); a � (b+ c) = a � b+ a � c (Distibutivit •at)
a + ( a � b) = a; a � (a + b) = a (Absorbtion)
0 + a = a; 0 � a = 0
1 + a = 1; 1 � a = a
a + �a = 1; a � �a = 0
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Manchmal schreibt man anstelle von + auch_ oder [ und nennt diese Operation
Disjunktion, Vereinigung oder Supremum; f•ur � schreibt man dann^ oder \ und nennt
es Konjunktion, Durchschnitt oder In�mum. Die Operation � h ei�t Komplementierung
oder Negation.

Das einfachste Beipiel einer Booleschen Algebra ist die AlgebraB = f 0; 1g, wo sich die
De�nition der Rechenoperationen schon aus den obigen Regeln ergibt.
Ein weiteres Beispiel ist die PotenzmengeP(M ) = f U j U � M g einer MengeM
mit Durchschnitt und Vereinigung sowie Komplemment•armengenbildung als Rechen-
operationen. Da, wie man oben sieht, f•ur die Addition und die Multiplikation genau
dieselben Rechenregeln gelten, ist es egal, ob wir den Durchschnitt als Addition oder
als Multiplikation au�assen.

Schlie�ich sind die numerischen Typen von Java (z.B.int ) Boolesche Algebren:
wenn wir eine Zahl als Bitfolge au�assen, so sind die bitweisen Operatoren | & ~ die
richtigen.

import HUMath.Algebra.*;
public class bool
{
public static void main (String[] arg)
{

int a = 1024, b = 345, c = 567;
B.wl(a|(b&c));
B.wl((a|b)&(a|c)); // das additive Distributivgesetz
B.wl((~a)&a);
B.wl((~a)|a);
B.wl((~1)&a);
B.wl((~0)|0);
B.wl((~1)|1);
B.wl((~0)&0);
B.wl((~1)&1);
B.wl((~1)|a);
B.wl(~(-2));

}
}

Wenn B und C Boolesche Algebren sind, so istB � C mit komponentenweise de�nier-
ten Rechenoperationen ebenfalls eine Boolesche Algebra, insbesondere also auch jede
kartesische PotenzB n von B.
Von nun an bezeichneB stets eine Boolesche Algebra.

F•ur die Komplementierung gelten die folgenden DeMorganschen Regeln:

Satz 12.1 x � y = �x + �y; x + y = �x � �y.

Beweis: Wenna das Komplement vonx � y bezeichnet, so haben wir (x � y) + a = 1 und
(x � y) � a = 0 nachzuweisen:
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(x � y) + (�x + �y) = ( x + �x + �y) � (y + �x + �y) = 1 � 1 = 1;
(x � y) � (�x + �y) = ( x � y � �x) + ( x � y � �y) = 0 + 0 = 0 :
Der Beweis der anderen Regel verl•auft analog.

Die soeben benutze Beweismethode (
"
analog\) ist typisch f•ur die Arbeit mit Booleschen

Algebren: Man vertauscht die Rechenoperationen miteinander und wendet die analogen
Regeln an; dies nennt man

"
Dualisierung\.

Lemma 12.2 (K •urzungsregel) F•ur x; y; z 2 B gelte (1) x � y = x � z und (2) x + y =
x + z. Dann folgt y = z.

Beweis: Zur ersten Gleichung wird sowohly als auchz addiert:

y = ( x � y) + y = ( x + y) � (y + y) = ( x + y) � y

nach der Absorbtionsregel; wegen (1) ist dies

= ( x � z) + y = ( x + y) � (z + y);

z = ( x � z) + z = ( x + z) � (z + z) = ( x + y) � z

= ( x � y) + z = ( x + z) � (y + z)

und die beiden letzten Terme jeder Gleichung stimmen wegen (2) •uberein.

Wir k •onnen in B wie folgt eine Ordnung einf•uhren: a � b genau dann, wenna � b = a
gilt.

Lemma 12.3 a � b gdw.a + b= b.

Beweis: Es seia � b, dann gilt b= ( a + b) � b= a � b+ b� b= a + b:
Die Umkehrung beweist man durch Vertauschung vona; bund Dualisierung.

De�nition:
Seiena � b 2 B, dann hei�t die Menge f x j a � x � bg = [ a; b] das durch a und b
bestimmte Intervall von B.

Wir bemerken, da� [a; b] bez•uglich der Addition und Multiplikation abgeschlossen sind.
Wenn wir a als Nullelement undbals Einselement au�assen und die Komplementierung
in [a; b] relativ zu diesen durchf•uhrt (was auch immer das hei�en mag), so wird [a; b]
wieder eine Boolesche Algebra.

Eine Abbildung zwischen Booleschen Algebren, die mit den jeweiligen drei Rechenope-
rationen vertr•aglich ist, hei�t Homomorphismus Boolescher Algebren. Einbijektiver
Homomorphismus hei�t Isomorphismus.

Nun beweisen wir einen Struktursatz, der eine•Ubersicht •uber alle endlichen Boolschen
Algebren ergibt.

Satz 12.4 Wenn B eine endliche Boolesche Algebra ist, so giltB �= B n f•ur eine
nat•urliche Zahl n.
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Beweis: Wir f•uhren die Induktion •uber jB j. Wenn jB j = 2 ist, so ist nichts zu zeigen.
Sei also die Behauptung f•ur

"
kleine\ Boolesche Algebren schon bewiesen.

Wir w •ahlen ein Elementa 2 B; a 6= 0; 1: Wir setzen

X a = f (a � b; a+ b) j b2 Bg;

dies ist eine Teilmenge von [0; a] � [a;1]; denn a � b � a, weil (a � b) � a = a � b ist.

Hier ist ein Bild, das das Intervall [A; B ] und eine inB gelegene MengeX darstellt.

B A

X

Wir •uberlegen, wie wir die MengeX aus seinen beiden Teilen rekonstruieren k•onnen:
Der kleinere Teil ist A \ X , der Rest ist (A [ X ) \ �A.

Nun sei f : B �! X a folgende Abbildung: f (b) = ( a � b; a+ b). Nach der obigen
K•urzungsregel istf injektiv. Wir zeigen die Vertr•aglichkeit mit den Rechenoperationen:

f (b� c) = ( a � (b� c); a + ( b� c)) ;

f (b) � f (c) = ( a � b; a+ b) � (a � c; a+ c)

= ( a � a � b� c;(a + b) � (a + c))

(komponentenweise Operation)

= ( a � b� c; a+ ( b� c)) ;

das ist die Behauptung; die Gleichung

f (b+ c) = f (b) + f (c)

zeigt man analog.
Beim Komplement m•ussen wir aufpassen: Wir zeigen zun•achst, da� a � �b das Komple-
ment von a � b in [0; a] ist.
a � �b+ a � b= a � (b+ �b) = a � 1 = a ist das gr•o�te Element und (a � �b) � (a � b) = a � 0 = 0
ist das kleinste.
Analog: a + �b ist das Komplement von a + b in [a;1], da a + �b + a + b = 1 und
(a + �b) � (a + b) = a + ( �b� b) = a + 0 = a ist das kleinste Element.
Nun folgt f (�b) = ( a � �b; a+ �b) = (a � b; a+ b) = f (b):
Nun ist aber das Bild vonf gleich ganz [0; a] � [a;1], denn f•ur (x; y) 2 [0; a] � [a;1]
setzen wirb= y � (�a + x), dann ist f (b) = ( a � y � (�a + x); a + ( y � (�a + x))) = ( a � y � �a +
a � y � x; (a + y)(a + �a + x)); der erste Term ist Null, der zweite wegenx � a � y gleich
x, der dritte Term ist gleich (a + y) � (a + �a + x) = ( a + y) � 1 = y.
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Also ist f ein Isomorphismus Boolescher Algebren.
Da nun sowohl [0; a] als auch [a;1] weniger Elemente alsB haben, gilt f•ur sie die
Induktionsvoraussetzung: [0; a] �= B k ; [a;1] �= B m , alsoB �= B k+ m .

Die MengeB n ist isomorph zur Potenzmenge der Mengef 1; : : : ; ng, wir ordnen dem
Tupel (i1; : : : ; in ) die Menge derk mit i k 6= 0 zu. Dies ist mit den Operationen ver-
tr •aglich.

Folgerung 12.5 (Stonescher Darstellungssatz) B �= P(M ) f•ur eine endliche Men-
geM .

Folgerung 12.6 Zwei gleichm•achtige endliche Boolsche Algebren (mit2n Elementen)
sind isomoprh (zuB n ).

Wir betrachten nun n-stellige Abbildungen der Formf : B n �! B . Wenn f; g zwei
solche Abbildungen sind, so k•onnen wir (f �g)(x) = f (x) �g(x); (f + g)(x) = f (x)+ g(x)
und ( �f )(x) = f (x) setzen und es ist nicht schwer nachzuweisen, da� die MengeFn (B ) =
f f : B n �! Bg so eine Boolsche Algebra wird.

De�nition: Ein Boolsches Polynom inx1; : : : ; xn ist folgendes:
(1) x1; : : : ; xn ; 0; 1 sind Boolesche Polynome,
(2) wenn p und q Boolesche Polynome sind, so sind auch (p) + ( q); (p) � (q) und (p)
Boolesche Polynome.

Ein Boolesches Polynom ist also einfach eine Zeichenkette,es gilt x1 + x2 6= x2 + x1.
Wenn aber f (x1; : : : ; xn ) ein Boolesches Polynom undB eine Boolesche Algebra ist,
so k•onnen wir eine Funktion f � : B n �! B durch f � (b1; : : : ; bn ) = f (b1; : : : ; bn ) kon-
struieren, indem wir diebi einfach in f einsetzen und den Wert ausrechnen. Dann gilt
nat•urlich (x1 + x2)� = ( x2 + x1)� :

De�nition:
Zwei Boolsche Polynomef; g hei�en •aquivalent (f � g), wenn die zugeh•origen Funk-
tionen auf der AlgebraB gleich sind.

Zur Vereinfachung f•uhren wir folgende Schreibweisen ein:x1 = x; x � 1 = �x.

Satz 12.7 Jede Funktionf : B n �! B ist •aquivalent zu einer
"
disjunktiven Normal-

form\
f d(x1; : : : ; xn ) =

X

i 1 ;:::;i n 2f� 1;1g

di 1 :::i n � x i 1
1 � : : : � x i n

n ; di 1 :::i n 2 f 0; 1g:

Jede Funktionf : B n �! B ist •aquivalent zu einer
"
konjunktiven Normalform\

f k(x1; : : : ; xn ) =
Y

k1 ;:::;k n 2f� 1;1g

(ki 1 :::i n + x i 1
1 + : : : + x i n

n ); ki 1 :::i n 2 f 0; 1g:

Beweis: Es ist f �
d (1j 1 ; : : : ; 1j n ) =

P
di 1 :::i n 1i 1 j 1 : : : 1i n j n und ein Summand ist genau

dann gleich 1, wenni1 = j 1; : : : ; in = j n und di 1 :::i n = 1 ist, das hei�t, die f d mit
verschiedenend sind jeweils in•aquivalent. Nun ist aber die Anzahl der disjunktiven
Normalformen gleich 22

n
, also gleich der Zahl aller FunktionenB n �! B .

Die zweite Aussage ergibt sich durch Dualisierung.
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Folgerung 12.8 In der obigen Darstellung istdi 1 :::i n = f � (1i 1 ; : : : ; 1i n ).

Wir konstruieren die disjunktive Normalform wie folgt:

Wir suchen in der Wertetabelle vonf die Zeilen, wof (1i 1 ; : : : ; 1i n ) = 1 ist und bilden
dazu einen Summanden, wir nehmen dortxk auf, wenni k = 1 ist, und nehmenxk auf,
wenn i k = 0 ist.

Die Mehrheitsfunktion f (a) = 1 gdw. in a mehr Einsen als Nullen stehen, hat f•ur n = 4
folgende Tupel mit 1-Wert:

1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

also die Normalform

x1x2x3x4 + x1x2x3x4 + : : : + x1x2x3x4:

Beispiel: f = (( x1 + x2) � �x1) + ( x2 � (x1 + �x2)), dann ist f (0; 0) = f (1; 0) = 0 und
f (0; 1) = f (1; 1) = 1; die disjunktive Normalform von f erhalten wir, indem wir in
der Wertetabelle die Stellen aufsuchen, wo der Wert 1 angenommen wird. Wenn hier
ein Argument gleich 0 ist, so ist die entsprechende Variablezu komplementieren, sonst
nicht. Also f � �x1x2 + x1x2. Dies kann weiter vereinfacht werden:f � (�x1 + x2) � x2 =
1 � x2 = x2.

Wir •uberlegen nun, wie man eine Darstellung von Polynomen vereinfachen kann.

Noch ein Beispiel:f = x1 + x2, die Normalform ist �x1x2 + x1 �x2 + x1x2, die vereinfacht
sich zux1 + �x1x2, ist das aber wirklich einfacher alsx1 + x2?

De�nition Es seienp und q Boolesche Polynome; wir sagen, da�p das Polynom q
impliziert, wenn ausp� (b1; : : : ; bn ) = 1 folgt, da� auch q� (b1; : : : ; bn ) = 1 gilt (dabei ist
bi 2 f 0; 1g. Das ist genau dann der Fall, wennp + q = q gilt.
Wir bezeichnen ein Polynom als

"
Produkt\, wenn es kein +-Zeichen enth•alt.

Das Polynomp hei�t Primimplikant von q, wenn gilt
1) p ist ein Produkt,
2) p impliziert q,
3) kein Teilprodukt von p impliziert q.

Sei zum Beispielq = x1x2x3 + x1 �x2x3 + �x1 �x2 �x3 und p = x1x3, dann wird q von p
impliziert, denn p� = 1 gilt nur f •ur x1 = x3 = 1 und es ist q� (1; x2; 1) = ( x2 + �x2 +0) � =
1, aber z.B.x1 impliziert q nicht, da q� (1; x2; x3) = ( x2x3 + �x2x3 + 0) � = ( x2 + �x2)x3 =
x3 6= 1 ist.

Wir bemerken, da� ein Produkt genau dann 1 ist, wenn alle nichtkomplementierten
Variablen gleich 1 und alle komplementierten Variablen gleich 0 gesetzt werden.
Alle Summanden einer disjunktiven Normalform sind Implikanten.

Satz 12.9 Jedes Polynom ist•aquivalent zur Summe seiner Primimplikanten.
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Beweis: Seienp1; : : : ; pm die Primimplikanten von q, wir setzenp = p1 + : : : + pm . Sei
nun p� (b1; : : : ; bn ) = 1, dann gibt es einpi mit pi (b1; : : : ; bn ) = 1 und da pi das Polynom
q impliziert, gilt auch q� (b1; : : : ; bn ) = 1.
Sei umgekehrtq� (b1; : : : ; bn ) = 1 ; wir setzens = x i 1

1 � � � x i n
n mit i k = 1, falls bk = 1 und

i k = � 1 f•ur bk = 0, dann ist s ein Implikant von q. Wir lassen nun aus dem Terms
alle die x i k

k weg, f•ur die auch q� (b1; : : : ; �bk ; : : :) = 1 ist; das Ergebnis seir . Dann gilt:
r impliziert q, aber kein Teilwort von r impliziert q, folglich ist r als Primimplikant
gleich einem derpj , also folgt p� (b1; : : : ; bn ) = 1, d.h. p � q.

Von der disjunktiver Normalform eines Polynoms ausgehend kann man eine Darstellung
als Summe von Primimplikanten erhalten, indem man f•ur alle Paare von Summanden,
wo dies m•oglich ist, die Regelpx + p�x � p anwendet.

Wir k •onnen diesen Apparat nutzen, um die Rechenoperationen mit Zahlen im Zweier-
system zu parallelisieren. Wir rechnen die Bits des Ergebnisses alle gleichzeitig aus.
Betrachten wir zum Beispiel 3-Bit-Zahlen, wir haben also 6 Variable x1; : : : ; x6. Um
das 3. Bit von (x1 �4+ x2 �2+ x3)+( x4 �4+ x5 �2+ x6) zu bestimmen, schauen wir und die
Additionstabelle an und suchen die Stellen, wo dieses Bit gleich 1 ist. Die distributive
Normalform der entsprechenden Funktion ist

�x1 �x2x3x4 �x5 �x6 + : : : + x1x2x3x4x5x6;

(24 Sumanden), die angegebenen Summanden entsprechen den Aufgaben 001 + 100
bzw. 111 + 111.
Das kann dann noch vereinfacht werden:

x1x2x3x4(�x5 + �x6):

Insgesamt bleiben 16 Summanden in 4 bis 5 Variablen•ubrig.
Das erste Bit der Summe ist durchx3x6 bestimmt.

Wenn die Booleschen Operationen als Schaltkreise vorhanden sind, kann man daraus
einen Prozessor bauen.

Schlie�lich haben wir gesehen, da� jede FunktionF : B n �! B mithilfe der Operatio-
nen +; �;�darstellen l•a�t. Es reichen aber auch schon die Operationen +;�aus, denn

x � y = �x + �y:

Sogar die Operation
x � y = �x + �y

reicht aus, denn
�x = x � x;

x + y = ( x � x) � (y � y);

x � y = (( x � x) � (y � y)) � ((x � x) � (y � y)) :

Wir wenden dies nun an, um die arithmetischen Operationen auf der Softwareseite zu
behandeln (von-Neumann-Addition):
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Wir haben die logischen Grundfunktionen! (not), || (or), && (and), ^ (xor)
zur Verf•ungung, die durch folgende Wertetabellem de�niert sind:

x !x
0 1
1 0

or 0 1
0 0 1
1 1 1

and 0 1
0 0 0
1 0 1

xor 0 1
0 0 1
1 1 0

das letzte ist die bitweise Addition, sie wird auch mit� bezeichnet, und f•ur die Addition

gilt
+ 0 1
0 0 1
1 1 2

Zur Addition: Seien a; b2 f 0; 1g und c = a xor b; d= a and b; dann gilt

a + b= c + 2d

f•ur 1-Bit-Zahlen.

Sei nun

x =
nX

i =0

ai 2i ; y =
nX

i =0

bi 2i mit ai ; bi 2 f 0; 1g;

wir setzen
ci = ai xor bi

di = ai and bi ;

diese Zahlen k•onnen alle parallel berechnet werden. Sei dann

x1 =
X

ci 2i ; y1 =
nX

i =0

di 2i +1 ; dn = 0

dann ist x + y = x1 + y1.

Zur Berechnung vonx1 + y1 verwenden wir dieselbe Prozedur:x1 + y1 = x2 + y2.
Irgendwann wird yk = 0, denn es istyk � x + y � 2n+1 und yk =

P
j � k yk;j 2j .

static int add(int x, int y)
{

int x0;
while (y > 0)
{

x0 = x;
x = x ^ y; // xor
y = (x0 & y) << 1; // bitweises AND und Verschiebung um ein Bit na ch links,

// also Multiplikation mit 2
}
return x;

}
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Bei n-Bit-Zahlen haben wir durchschnittlich log(n) Schleifendurchl•aufe, im ung•unstigs-
ten Fall (bei der Aufgabe (2n � 1) + 1 aber n + 1 Zyklen.

Bei der Multiplikation gibt es die
"
russische Bauernregel\, ein Faktor wird verdoppelt,

der andere halbiert:
x y

+ 83 57
166 28
332 14

+ 664 7
+ 1328 3
+ 2656 1

4731

Wo y ungerade ist, wird die Zeile markiert, wo dann ein + steht, werden die x-Werte
addiert.
So haben Sie die schriftliche Multiplikation in der Schule erlernt: Die Zahl x wird
nacheinander mit den einzelnen Stellen vony multipliziert und jedes Ergebnis wird um
eine Stelle nach links einger•uckt.

static int mult(int x, int y)
{

int z = 0;
while (y > 0)
{

if ((y & 1) == 1) // ungerade
z = z + x;

x = x << 1;
y = y >> 1;

}
return z;

}

Nun zur Division mit Rest; die folgende Methode ergibtf q; rg m mit x = q � y + r :

static int[] divmod(int x, int y)
{

int q = 0, b = 1;
while (y < x)
{

y = y << 1;
b = b << 1;

}
while (b > 0)
{

if (x >= y)
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{
x = x - y;
q = q + b;

}
y = y >> 1;
b = b >> 1;

}
int erg[] = new int[2];
erg[0] = q;
erg[1] = x;
return erg;

}

Im Paket HUMath.Algebra gibt es die KlasseBit.java , die mit Bitfolgen der L•ange
96 (3x int ) arbeitet und solche Funktionen wieset, isSet, links, rechts, leer,
and, or, xor, add, mult bereitstellt, wie wir sie eben besprochen haben.



174 13 GRAPHEN

13 Graphen

De�nition: SeiE eine Menge, deren Elemente wir
"
Ecken\ nennen werden, undK eine

Menge ungeordneter Paare (e1; e2) mit ei 2 E. Dann nennen wir das PaarG = ( E; K )
einen Graphen. Die Elemente vonK nennen wir die Kanten vonG. Wir sagen, die
Kante (e1; e2) verbindet die Eckene1 und e2.
Ein Graph G1 = ( E1; K 1) hei�t Teilgraph von G, wenn E1 � E und K 1 � E1 � E1 \ K
ist.
G1 hei�t spannender Teilgraph vonG, wenn E1 = E ist.
Seix 2 E, dann bezeichnen wir mitdeg(x) = jf y 2 E j (x; y) 2 K gj den Grad der Ecke
x, es ist die Anzahl der Kanten, die vonx ausgehen.
Ein Graph hei�t vollst •andig, wenn jeweils zwei seiner Ecken verbunden sind.

Lemma 13.1
P

x2 E deg(x) = 2 jK j :

Beweis: Jede Kante verbindet zwei Ecken.

De�nition: Eine Folge x1; : : : ; xn von Ecken hei�t Weg der L•ange n, wenn jeweils
(x i ; x i +1 ) 2 K gilt. Mit d(x; y) bezeichnen wir den Abstand der Eckenx; y, dies ist als
die L•ange des k•urzesten Wegs vonx nach y de�niert.
Ein Graph hei�t zusammenh•angend, wenn es zu zwei beliebigen Ecken einen Weg gibt,
der sie verbindet.

Der folgende Algorithmus von Moore (1959) berechnet den Abstand der Ecken eines
Graphen von einer ausgezeichneten Eckee0 2 E.
F•ur e 2 E seiAe die Menge aller zuebenachbarten Ecken, die sogenannteAdjazenzliste
von e.

Wir konstruieren eine Folge von Eckenmengen: Es istV0 = f e0g und Vk ist die Menge
der Ecken, die mit Ecken ausVk� 1 verbunden sind und nicht inV0; V1; : : : ; Vk� 1 liegen,
d.h. Vk ist die Menge der Ecken, die vone0 den Abstand k haben.

Wir beginnen mit d(e0) = 0; V0 = f e0g; k = 1.
SolangeVk� 1 6= ; gilt, wiederholen wir:
SetzeVk = ; .
F•ur alle e 2 Au, wobei u 2 Vk� 1 ist, mache folgendes:
Wenn d(e) unde�niert ist, so setzed(e) = k und Vk = Vk [ f eg.
Setze schlie�lichk = k + 1 und gehe in die n•achste Runde.

Am Ende ist d(e0; e) = d(e), falls d(e) de�niert ist, andrenfalls ist e von e0 aus nicht
erreichbar.

Wir nennen G einengewichteten Graphen, wenn jeder Kante (x; y) eine positive reelle
Zahl d(x; y) zugeordnet ist, dies nennen wir das Gewicht der Kante und als Abstand
zweier Ecken w•ahlen wir die die Summe der Gewichte eines k•urzesten Verbindungswegs.

Wir wollen nun ein Verfahren von Dijkstra (1959) behandeln,das einen k•urzesten Weg
zwischen zwei Eckenv und w eines Graphen bestimmt.
Dazu f•uhren wir folgende Funktion ein: Seiv 62U � E eine Menge von Ecken, diev
nicht enth•alt. F •ur x 2 U setzen wir
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lU (x) =

8
<

:

d(v; x); wenn es einen Wegv = v1; : : : ; vn = x mit vi 62U
f•ur i = 1; : : : ; n � 1 gibt,

1 sonst.

Sei nun x1 2 U die Ecke in U, f•ur die das Minimum lU (x1) = min( lU (x) j x 2 U)
angenommen wird. Dann istlU (x1) die L•ange des k•urzesten Weges vonv nach x1,
denn andernfalls g•abe es einen k•urzeren Weg vonv nachx1. Dieser Weg kann aber nicht
vollst•andig (bis aufx1) au�erhalb von U liegen, da jalU (x1) minimal sein sollte. Dieser
Weg enth•alt also eine Eckez aus U und wir h•atten lU (z) < l U (x1), ein Widerspruch.
(F•ur die anderen Eckenx aus U kann es Wege vonv aus geben, die k•urzer als lU (x)
sind.)
Wie kann man nun lU bestimmen? Im folgenden Algorithmus haben wir stets die
folgende Situation:

1. F•ur jede TeilmengeU � E kennt man lU (x) f•ur alle x 2 U.

2. F•ur alle y 2 W = E � U kennt man einen k•urzesten Weg vonv nach y, der U
nicht ber•uhrt.

Also: Man kennt f•ur jede Ecke die L•ange des k•urzesten Wegs vonv aus, der mit
Ausnahme h•ochstens der letzen Ecke au�erhalb vonU verl•auft; f•ur die Ecken au�erhalb
von U sind dies•uberhaupt die k•urzesten Wege.
Sei nunz 2 U beliebig, wir setzenV = U � f zg. Wenn nun x 2 U ist, so gilt

lV (x) = min( lU (x); lU (z) + d(z; x)) :

Beweis: Vonv gelangt man auf k•urzestem Weg, ohneV vorzeitig zu betreten, •uber
z oder nicht •uber z. Wenn wir nicht •uber z gehen, so wirdU auch nicht betreten,
also ist lV (x) = lU (x). Im anderen Fall ist z die vorletzte Ecke eines k•urzesten Weges
von v nach x, denn sonst g•abe es einy 62U auf einem Weg zwischenv und x und
wir kennen einen k•urzesten Weg vonv nach y, der U nicht ber•uhrt. Damit h •atten wir
einen k•urzesten Weg, derz nicht enth•alt, im Widerspruch zu Voraussetzung. Also ist
hier lV (x) = lU (z) + d(z; x).
Nun kommen wir zum Algorithmus, derd(v; x) bestimmt und einen Weg dieser L•ange
aussucht.

1. Initialisierung: W = ; ; U = E � W; lU (v) = 0 ; lU (x) = 1 f•ur x 6= v; p(x) = ?
f•ur alle x 2 E, dies wird sp•ater die n•achste Weg-Ecke sein.

2. Sei z 2 U die Ecke mit minimalen lU -Wert (im ersten Schritt ist dies v), wir
setzend(v; z) = lU (z).

3. SetzeW := W [ f zg; V = U � f zg: F•ur alle x 2 V setzen wir lV (x) =
min(lU (x); lU (z) + d(z; x)) und wenn dabei lU (x) > l U (z) + d(z; x) ist, so set-
zen wir p(x) = z. Nun setzen wirU := V.

4. Wenn W = E ist, so sind wir fertig. Wenn lU (x) = 1 f•ur alle x 2 U ist, so ist
der Graph nicht zusammenh•angend. Andernfalls gehe zu 2.
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Der Arbeitsaufwand hat die Gr•o�enordnung jK 2j. Einen k•urzesten Weg vonx nach v
geht durch die Eckenx; p(x); p(p(x)) ; : : :.
Wir f •uhren dies in einem Beispiel durch. Wir betrachten den folgenden gewichteten
Graphen (die Gewichte sind an die Kanten herangeschrieben):

a

5

2

b 2

9

c

2
7

8 e

2

7

4

d

f

Wir suchen die k•urzesten Wege zwischena und den anderen Ecken. Bei der Initialisie-
rung wird W = ; ; U = f a; b; c; d; e; fg; lU(a) = 0 ; l(x) = 1 sonst, p(x) = ? f•ur alle x.
Beim ersten Durchlauf wird
z = a; d(a; a) = 0 ; W = f ag; U = f b; c; d; e; fg; lU(b) = 5 ; lU (c) = 2 ; p(b) = a; p(c) = a.
Zweiter Durchlauf:
z = c; d(a; c) = 2 ; W = f a; cg; U = f b; d; e; fg; lU(b) = 4 ; lU (d) = 9 ; l(e) = 10; p(b) =
c; p(d) = c; p(e) = c.
Dritter Durchlauf:
z = b; d(a; b) = 4 ; W = f a; c; bg; U = f d; e; f g; l(d) = 6 ; l(f ) = 13; p(d) = b; p(f ) = b.
Vierter Durchlauf:
z = d; d(a; d) = 6 ; W = f a; b; c; dg; U = f e; f g.
F•unfter Durchlauf:
z = e; d(a; e) = 10; W = f a; b; c; d; eg; U = f f g; l(f ) = 12; p(f ) = e.
Letzter Durchlauf: z = f; d (a; f ) = 12; U = ; .

Als Datenstrukturen f•ur die Verwaltung bieten sich die folgenden an:

1. Die Adjazenzmatrix des Graphen:AG = ( aij ) mit aij =
�

1, (ei ; ej ) 2 K
0 sonst

.

Dies ist nicht besonders e�ektiv, wenn viele Nullen gespeichert werden.

2. Wenn der Grad der Eckpunkte durch eine Zahld beschr•ankt ist, so kann man
die Information in einer verketteten Liste ablegen, deren einzelne Zellen folgende
Daten enthalten:

� laufende Nummer des Eckpunkts,

� Anzahl der Nachbarn,

� ein Feld der Gr•o�e d f•ur die Nummern der Nachbarecken.

3. F•ur bin•are Graphen, das sind solche, wo jeder Eckpunkt einen
"
Vater\ und h •ochs-

tens zwei
"
S•ohne\ hat, kann man ein Feldg mit folgenden Informationen anlegen:

Die S•ohne vong[i ] sind g[2i ] und g[2i + 1], der Vater von g[i ] ist g[i div 2].
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Welche Informationen kann man der Adjazenzmatrix eines Graphen entnehmen?

1 4�

�

2

R

- 3

5

Dies ist ein
"
gerichteter\ Graph; wir verallgemeinern die Zuordnungsvorschrift f •ur die

Adjazenzmatrix (aij ) wie folgt: die Zahl aij bezeichnet das
"
Gewicht\ der Kante ( i; j ),

es istaij = 0, wenn (i; j ) 62K ist; die Adjazenzmatrix ist also genau dann symmetrisch,
wenn der Graph

"
ungerichtet\ ist. In dem Beispiel ist

A =

0

B
B
B
B
@

0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

:

Mit unserer Verallgemeinerung entspricht nun aberjederMatrix ein Graph, ggf. schreibt
man an jeder Kante ihr Gewicht an.

Welcher Graph geh•ort dann zur Summe der Adjazenzmatrizen zweier Graphen?
Welcher Graph geh•ort zur transponierten Adjazenzmatrix? Was ist mit Matrixproduk-
ten?

Hier ist

A2 =

0

B
B
B
B
@

0 0 1 1 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

; A3 =

0

B
B
B
B
@

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

; A4 = A3

Die Eintr •age in A2 entsprechen den Wegen der L•ange 2 im urspr•unglichen Graphen.

Die
"
Erreichbarkeitsmatrix\

?X

i =0

A i l•a�t alle m •oglichen Verbindungen erkennen.

Einem VerkehrsnetzK k•onnen wir eine Matrix mit den Eintr•agen

ars = Entfernung r ! s, ohne einen anderen Ort zu durchlaufen,

zuordnen (die Matrix mu� angesichts von Einbahnstra�en nicht symmetrisch sein). Wir
f•uhren hier eine neue Matrixmultiplikation ein (genauer: nur eine Potenzierung):

A(2)
rs = min

1� k� n
(ark + aks):

Dann gibt es ein i mit A(i +1) = A(i ) und aus dieser Matrix kann man die k•urzeste
Verbindung zweier Orte ablesen.
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Beispiel:

A =

0

B
B
B
B
@

0 14 8 7 5
14 0 10 1 1
8 10 0 3 1
7 1 3 0 1
5 1 1 1 0

1

C
C
C
C
A

; A(2) =

0

B
B
B
B
@

0 14 8 7 5
14 0 10 13 19
8 10 0 3 13
7 13 3 0 12
5 19 13 12 0

1

C
C
C
C
A

:

13.1 B •aume

De�nition: Ein Graph G = ( E; K ) hei�t Baum, wenn die folgenden•aquivalenten
Bedingungen erf•ullt sind:

1. Je zwei Ecken sind durch genau einen Weg verbunden.

2. G ist zusammenh•angend undjK j = jE j � 1 (Beweis durch Induktion).

3. G enth•alt keinen Kreis, aber beim Hinzuf•ugen einer Kante entsteht ein Kreis.

Wir zeichnen eine Ecke eines Baums aus und nennen sie Wurzel.Wenn wir uns einen
Graphen als aus St•aben hergestellt vorstellen, die an den Eckpunkten Gelenkehaben,
so fassen wir einen Baum bei seiner Wurzel und heben ihn an. Dann sieht es etwa so
aus:

Wurzel Niveau
0
1
2
3

Man erh•alt so eine hierarchische Struktur. Die Ecken vom Grad 1 nennt man die Bl•atter
des Baums.

Man nennt einen bin•aren Baum regul•ar, wenn jeder Eckpunkt, der kein Blatt ist,
genau zwei S•ohne hat. Also: Jede Ecke hat den Grad 1, 2 oder 3 und es gibt genau
einen Knoten vom Grad 2, die Wurzel,j K j= j E j � 1.

Regul•are bin•are B•aume haben folgende Eingenschaften:

1. Die Anzahl der Ecken ist ungerade, denn es gibt genau einx 2 E mit deg(x) = 2,
die anderen Ecken haben einen ungeraden Grad und die Summe der Grade ist
eine gerade Zahl.

2. Wenn jE j = n ist, so gibt es (n + 1) =2 Bl•atter.

Beweis: Seip die Zahl der Bl•atter, dann gibt esn � p� 1 Ecken vom Grad 3, also

jK j = n � 1 =
1
2

(p + 3( n � p � 1) + 2)

2n � 2 = 3n � 2p � 1

� n � 1 = � 2p
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3. Die maximale Zahl der Ecken auf dem Niveauk ist 2k .

4. Wenn ein Baum die H•oheh und n Knoten hat, so ist h � log2(n + 1) � 1.

Durch B•aume lassen sich arithmetische Ausdr•ucke beschreiben: Die inneren Knoten
markieren wir mit + ; � ; ?; = und die Bl•atter mit Variablen oder Konstanten.

Beispiel: (a � b) ? c+ ( c � a)=(b� c)

+

? =

� c � �

a b c a b c

Oft ist es n•otig, alle Eckpunkte eines Baums einmal zu durchlaufen. Hierf•ur gibt es
drei rekursive Methoden:

� Inorder-Durchlauf:

1. Durchlaufe den linken Teilbaum der Wurzel nach Inorder.

2. Besuche die Wurzel.

3. Durchlaufe den rechten Teilbaum nach Inorder.

� Preorder-Durchlauf:

1. Besuche die Wurzel.

2. Durchlaufe den linken Teilbaum nach Preorder.

3. Durchlaufe den rechten Teilraum nach Preorder.

� Postorder-Durchlauf:

1. Durchlaufe den linken Teilbaum nach Postorder.

2. Durchlaufe den rechten Teilbaum nach Postorder.

3. Besuche die Wurzel.

Wir illustrieren diese drei Methoden am obigen Beispiel undschreiben die Markierung
der besuchten Punkte nacheinander auf:

� Inorder: a - b * c + c - a / b - c , dies ist ist der oben angegebene Term,
allerdings ohne Klammern.

� Preorder: + * - a b c / - c a - c b , man nennt dies die Pr•a�xnotation oder
polnische Notation.

� Postorder: a b - c * c a - b c - / + , dies hei�t Post�xnotation oder um-
gekehrte polnische Notation (UPN).
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Wir sehen, da� sich bei den beiden letzten Notationen der Term (a � b) ? : : : ohne
Klammern eindeutig darstellen l•a�t.

Die drei genannten Durchmusterungsalgorithmen sind rekursiver Natur. Wir geben f•ur
den Inorder-Durchlauf eines bin•aren Baums einen sequentiellen Algorithmus an. Dabei
stellen wir uns den Baum als verkettete Liste mit den Eintr•agen RECHTS, LINKS
(Zeiger auf die beiden S•ohne) und INHALT (z.B. ein Name) vor. Weiter haben wir
eine globale Variable STACK, einen Stack, den wir mit einer Prozedur PUSH f•ullen
und mit POP leeren. TOP(STACK) ist der oberste Eintrag. EMPTY stellt fest, ob der
Stack leer ist und der Zeigerwert Null gibt an, da� die Liste zu Ende ist.

static void inorder(int q)
{

int p = q;
do
{

while (p != 0)
{

push(p);
p = links(p);

}
if (!empty(stack))
{

p = top(stack):
stack = pop(stack);
B.wl(p);
p = rechts(p)

}
}
while (!empty(stack))

}

Jeder Knoten wird einmal auf den Stack gelegt und wieder entfernt.

B•aume eignen sich gut zur Strukturierung einer Datenmange, in der immer wieder
gesucht werden mu�. Seien also die Elementex1; : : : ; xn in die Knotes eines bin•aren
Suchbaums eingetragen und zwar so, da� im linken Unterbaum eines Knotensx i alle
kleineren und im rechten Unterbaum alle gr•o�eren Elemente zu �nden sind. Dann ist
die Zahl der notwendigen Vergleiche, um ein Element zu �nden, zu l•oschen oder an der
richtigen Stelle einzuf•ugen, durch die Tiefe des Baums beschr•ankt. Die besten Resultate
wird man erhalten, wenn es gelingt, den Baum m•oglichst gleichm•a�ig zu gestalten und
nicht zu einem einzigen Zweig ausarten zu lassen.
Beim Abarbeiten eines Suchbaums mit dem Inorder-Verfahrenwerden die Elemente in
der gegebenen Ordnung durchsucht. Man kann sie sich also in der sortierten Reihenfolge
ausgeben lassen.
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Wir behandeln abschlie�end das Suchen und Einf•ugen in einen bin•aren Baum (Knuth,
6.2.2). Wir suchen nach dem Sch•usselKund �nden ihn ggf. am Knoten Q; wenn er nicht
gefunden wurde, wird ein KnotenQmit dem Eintrag K eingef•ugt.

key(p) = Eintrag beim Knoten P
links(P) = linker Unterbaum
rechts(P) = rechter Unterbaum

1. setzeP = Wurzel.

2. Wenn K < key(P) gehe zu 3.

Wenn K > key(P) gehe zu 4.

Wenn K = key(P) ist, haben wir Q = Pgefunden.

3. Wenn links(P) vorhanden ist, setzeP = links(P) , gehe zu 2, sonst gehe zu 5.

4. Wenn rechts(P) vorhanden ist, setzeP = rechts(P) , gehe zu 2.

5. Einf•ugen, daK nicht gefunden:

SeiQdie Adresse eines neuen Knotens.

Setzekey(Q) = K, links(Q) = rechts(Q) = ; .

Wenn K < key(P), setzelinks(P) = Q , sonst rechts(P) = Q .

Das Ergebnis istQ.

In Java sieht das so aus:

public class bintree
{

public long inh; public bintree links, rechts;
public bintree() {this.inh = 0; this.links = null; this.rec hts = null;}

/* die Zahl K wird bei q gefunden oder neu eingefuegt; Ergebni s: q */
public static bintree such(bintree w, long K)
{

bintree p = w, q;
if (K == p.inh)

return p;
else if (K < p.inh)
{

if (p.links instanceof bintree)
return such(p.links, K);

else;
}
else
{

if (p.rechts instanceof bintree)
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return such(p.rechts, K);
else;

}
q = new bintree();
q.inh = K;
if (K < p.inh)

p.links = q;
else

p.rechts = q;
return q;

}
}

Beachten Sie, da� die Wurzelwdes Baums unver•andert bleibt, denn dies wird als Wert
an die Methodesuch •ubergeben.

13.2 Balancierte B •aume

Ein bin•arer Baum hei�t balanciert, wenn f•ur jeden Knoten gilt: Die H•ohne des rechten
und des linken Unterbaums unterschieden sich h•ochstens um 1.

Zum Beispiel:

Rechts unten darf nichts mehr angeh•angt werden.

Es ist klar, da� die Suche in balancierten B•aumen e�ektiver als in unbalancierten
durchgef•uhrt werden kann.

Beim Einf•ugen eines Knotens (bei X) kann die Balance verlorengehen. Dabei sind zwei
F•alle m•oglich:
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A

Ba

b c

X

A

B

C

a

b c

d

X

Die Unterb•aume hatten die H•ohenh; h; h + 1 bzw. h; h � 1; h; h.

Durch
"
Rotieren\ kann sie wiederhergestellt werden.

B

A

a b

c A B

C

a b c d

Die Unterb•aume haben nun die H•ohenh; h; h + 2 bzw. h; h � 1; h; h.
Beim Rotieren bleibt die Ordnung erhalten (links sind die kleineren, rechts die gr•o�eren
Eintr •age).

Dieses Verfahren ist bei Solymosi/Grude: Grundkurs Algorithmen und Datenstruktu-
ren (unvollst•andig) in Java implementiert:
www.tfh-berlin.de/ � oo-plug/Ad, class AVLbaum

Pr •a�x-Codes

Wir betrachten einen bin•aren Baum, wo jede Kante zu einem linken Sohn mit 0 und jede
Kante zu einem rechten Sohn mit 1 markiert ist. Den Bl•attern ordnen wir Buchstaben
eines Alphabets zu, den inneren Knoten wird nichts zugeordnet.



184 13 GRAPHEN

a d

b e f

c

Den zu den Bl•attern f•uhrenden Wege entsprechen die Worte 00, 010, 0111, 10, 110, 111.
Keines dieser Worte ist Anfangsst•uck eines anderen, denn den Anfangsst•ucken eines
Wortes entsprechen innere Knoten und keine Bl•atter.
Wenn man mit einem solchen Baum ein Alphabet kodiert, so kannman aus gesendeten
0-1-Folgen die einzelnen Code-Werte eindeutig entnehmen.Z.B. bedeutet 00101110111
die Folgeadfc.
Ermitteln Sie die Baumdarstellung des Pr•a�xcodes aus den Worten 010, 011, 00111,
1010, 111001, 111010, 111011.

Durchmusterung der Kanten eines Graphen

De�nition: Ein Baum, der ein spannender Teilgraph eines GraphenG ist, hei�t span-
nender Baum; die restlichen Kanten hei�en Sehnen.

Lemma 13.2 Ein Graph besitzt genau dann einen spannenden Baum, wenn er zusammen-
h•angend ist.

Beweis: Aus der Existenz eines spannenden Baums folgt der Zusammenhang. Um-
gekehrt: Ein zusammenh•angender Graph ist entweder ein Baum oder er enth•alt einen
Kreis. Wenn wir eine Kreis-Kante weglassen, bleibt der Rest-Graph zusammenh•angend.
Der Rest-Graph ist einweder ein Baum oder er enth•alt einen Kreis. Und so weiter.

Wir betrachten zwei Methoden:

1. Breitensuche (breadth-�rst-search)

Wir be�nden uns in einem Knoten. Als erstes durchlaufen wir alle angrenzenden
Kanten. Dann gehen wir zu einem Nachbarknoten und beginnen von vorn.

2. Tiefensuche (depth-�rst-search)

Wir be�nden uns in einem Knoten. Wir betrachten eine noch nicht begangene
Kante und gehen zu deren anderen Endknoten und beginnen von vorn. Wenn es
nicht weitergeht, m•ussen wir umkehren (backtracking).

Wir betrachten zun•achst die Tiefensuche genauer. Wir werden sehen, da� wir dadurch
einen spannenden Baum und eine Nummerierung der Knoten konstruieren k•onnen.

Algorithmus zur Tiefensuche:

x0 sei der Startknoten undN (x) die Nummer vonx. Es entsteht der spannende Baum
B und die Menge der R•uckkehrkanten R besteht aus den•ubrigbleibenden Sehnen.
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1. x := x0; i := 0; B := ; ; R := ; ; N (x) := 0 f •ur alle x.

2. i := i + 1; N (x) := i

3. Wenn es eine noch nicht durchlaufene Kante (x; y) gibt, so gehe nachy; wenn
nicht, so gehe zu 5.

4. WennN (y) = 0 ist, so wurde y noch nicht besucht. F•uge dann (x; y) zu B hinzu,
setzex = y und gehe zu 2.

Wenn 0 6= N (y) < N (x), so war man schon iny. F•uge dann (x; y) zu R hinzu
und gehe zu 3. (Nun sind wir wieder inx).

5. Wenn es eine Kante (z; x) 2 R gibt, so gehen wir nachz zur•uck. Wir setzenx = z
und gehen zu 2.

Andernfalls ist x = x0 und wir haben alle Kanten durchlaufen.

Wir f •uhren das an einem Beispiel durch:

x1 x0

x4

x3 x2

Wir k •onnen z.B. folgenden Durchlauf machen:

(x0; x1); (x1; x2); (x2; x0); (x2; x3); (x3; x0); (x3; x1); (x2; x4); (x4; x0)

Der 3., 5. und 6. Schritt sind R•uckschritte.
Dabei entsteht der spannende BaumB = f (x0; x1); (x1; x2); (x2; x3); (x2; x4)g und als
Sehnen verbleibenR = f (x2:x0); (x3; x0); (x3; x1); (x4; x0)g.

Die Tiefensuche hat folgende Eigenschaften.

1. Die Knoten werden mit 1; : : : ; n numeriert und die Kanten erhalten eine Richtung,
sie werden orientiert.

2. Die Kanten im Baum bilden einen gerichteten spannenden Baum mit der Wurzel
x0; wenn eine Kante (x; y) zum Baum geh•ort, so gilt N (x) < N (y).

3. Die Kanten in R sind die Sehnen, aus (x; y) 2 R folgt N (x) > N (y).

Zur Breitensuche: Wir durchlaufen die Nachbarn eines aktuellen Knotens und nume-
rieren sie durch. Dann suchen wir den Knoten, dessen Nummer der Nachfolger der
Nummer des aktuellen Knotens ist, und beginnen dort neu mit der Breitensuche.



186 13 GRAPHEN

/** spannender Baum mittels Breitensuche, Aigner, S. 127 */
gt ist eine globale Variable, gt.e ist die Zahl der Ecken,
gt.adj ist die Adjazenzmatrix

public static graph breadthFirstSearch()
{

int i, akt = 0, nr = 1;
n = new int[gt.e];
n[akt] = nr;
int ecke[] = new int[gt.e + 2];
graph b = new graph(gt.e);
while (nr <= gt.e)
{

for (i = 0; i < gt.e; i++)
if (gt.adj[akt][i] != 0) // alle Nachbarn,

if (n[i] == 0) // die keine Nummer haben,
{

nr++; // erhalten eine Nummer
n[i] = nr;
ecke[nr] = i;
b.adj[akt][i] = 1;
b.adj[i][akt] = 1;

}
if (ecke[n[akt] + 1] != 0)

akt = ecke[n[akt] + 1]; // naechster
else

return b; // Graph nicht zusammenhaengend
}
return b;

}
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13.3 Gef •adelte bin •are B •aume

Um einen bin•aren Baum darzustellen, merken wir uns zu jedem Knoten die Adres-
senLINKS, RECHTSseines linken und rechten Sohns. Wenn ein Sohn fehlt, wird diese
Adresse auf 0 gesetzt. Bei einem bin•aren Baum mit n Knoten wird also Platz f•ur n + 1
Nullen gebraucht.

Diesen Speicherplatz kann man sinnvoller nutzen, wenn man sich merkt, da� ein Sohn
fehlt (das braucht ein Bit) und sich lieber die Adressen des Vorg•angers bzw. Nachfolgers
des aktuellen Knotens (bei einer �xierten Durchlaufordnung) merkt. Solche Verbindun-
gen eines Knotens zu seinem Vorg•anger/Nachfolger hei�en F•aden. Man braucht also
in jedem Knoten p eine 2-Bit-Information L(p), R(p) dar•uber, ob unter LINKSund
RECHTSdie Adressen von S•ohnen oder aber F•aden zu �nden sind (es liegt nahe, hierf•ur
das Vorzeichen-Bit zu verwenden).

true false
L(p) LINKS= Sohn LINKS= Vorg •anger
R(p) RECHTS= Sohn RECHTS= Nachfolger

Der folgende einfache Algorithmus gibt den Inorder-Nachfolger q = nach(p) eines
Knotens p an:

1. Wenn R(p) = false , dann q = RECHTS(p),

2. Wenn R(p) = true ist, so ersetzeq durch LINKS(q), solangeL(q) = true ist.

3. q ist der Inorder-Nachfolger vonp.

Aufgabe: Erstellen Sie einen Algorithmus zur Bestimmung des Vorg•angers vonp.

Im folgenden Bild ist ein bin•arer Baum nebst F•aden zu den Inorder-Vorg•angern bzw.
-Nachfolgern dargestellt:
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986

754

32

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9
links 2 4 5 0 1 5 8 3 7
rechts 3 1 7 2 6 3 9 7 0
L t t t f f f t f f
R t f t f t f t f f

Wir bemerken, da� zum Durchlauf eines gef•adelten Baums kein Stack verwaltet werden
mu�.

Der folgende Algorithmus f•ugt einen Knotenq als rechten Sohn des Knotensp ein, falls
p keinen rechten Sohn hatte; wenn der rechte Sohn vorhanden ist, wird q zwischenp
und rechts(p) eingef•ugt.

1. (Parameter•ubergabe)rechts(q) = rechts(p), R(q) = R(p), rechts(p) = q,
R(p) = true, L(q) = false, links(q) = p.

2. (War rechts(p) ein Faden?) WennR(q) = true , so setzelinks(nach(q)) = q .
Dabei bestimmt mannach(q) mittels des obigen Algorithmus.

(Wenn links und rechts vertauscht werden, so istnach durch vor zu ersetzen.)

Wir befassen uns num mit einer Darstellung gef•adelter bin•arer B•aume im Computer.
Die Knoten m•ogen folgende Form haben:

L links Typ
R rechts Inhalt

Es ist notwendig, alle Algorithmen so zu entwerfen, da� sie auch bei leeren bin•aren
B•aumen korrekt arbeiten.
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Wenn t die Adresse eines Baums ist, so sollte unter der Adressenach(t) der Inhalt
des ersten Knotens stehen. Dazu f•ugen wir einen Kopfhead ein, dies ist der folgende
Knoten:

Sohn Anfang
Sohn head

Wenn der Baum aber leer ist, setzen wir

Faden head
Sohn head

Der Baum w•achst am linken Sohn des Kopfes. Die F•aden, die auf Null zeigen, werden
auf den Kopf gelenkt. In einer Feld-Darstellung eines Baumsh•atte der Kopf die Adresse
0; wir werden aber eine Listen-Darstellung von B•aumen verwenden, um mit mehreren
B•aumen gleichzeitig arbeiten zu k•onnen und dabei nicht f•ur jeden (m•oglicherweise
leeren) Baum ein gro�es Feld bereitstellen zu m•ussen.

Algorithmus zu Bestimmung des Preorder-Nachfolgersq = pnach(p) des Knotensp
aus der Inorder-F•adlung:

1. Wenn L(p) = Sohn ist, setzeq = links(p) und beende.

2. Setzeq = p. Wenn R(p) = Sohn, gehe zu 3. Sonst wiederholeq = rechts(q) ,
bis R(q) = Sohn.

3. Setzeq = rechts(q) .

Das mu� man mal probieren.

Kopieren bin•arer B•aume:

Am Anfang zeigt head auf t , u zeigt auf u (leerer Baum); am Ende zeigtu auf t .

1. p = head, q = u, gehe zu 4.

2. (Ist rechts etwas?) Wennp einen nichtleeren rechten Unterbaum hat, so bescha�e
einen neuen Knotenr und f•uger rechts vonq ein.

3. Info(q) = Info(p) (alleskopieren.)

4. (Ist links etwas?) Wennp einen nichtleeren linken Unterbaum hat, bescha�er
und f•uger links von q ein.

5. (Weitersetzen)p = pnach(p), q = pnach(q)

6. Wenn p = headist (das ist genau dann der Fall, wennq = rechts(u) , falls u
einen nichtleeren rechten Unterbaum hat), so beende; sonstgehe zu 2.

Wir werden versuchen, derartige Baumstrukturen zur Formelmanipulation zu verwen-
den.
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13.4 Paarweises Addieren

Wir haben dieses Problem schon am Anfang besprochen. Es soll
P n

i =1 = (( a1 + a2) +
(a3+ a4)+ � � � berechnet werden. Dazu stellen wir uns einen bin•aren Baum mit n Bl•attern
vor, in denen wir dieai eintragen. Dann belegen wir schrittweise jeden Knoten durch
die Summe seiner S•ohne, die wir daraufhin entfernen. In der Wurzel erhalten wir die
Summe.
Das folgende Programm stellt eine einfache Implementationdieses Gedankens dar.

static public class paar
{

int kk = 8000;
double t[] = new double[kk * 2]
double s, v;

public static int nextpower(int w) //naechste Zweierpoten z
{

int p2 = 1;
while (w > p2)

p2= p2 * 2;
return p2;

}

public static void main(String a[])
{

int i, k;
k= nextpower(kk);
for (i = k, i <= kk+k-1; i++) \\ links unten
{

v = Math.random();
t[i] = v * i; \\ Blaetter belegen

}
for (i = kk+k; i <= 2*k; i++)

t[i]= 0.0;
while (k > 1)
{

i = 0;
while (i < k)
{

t[(k+i)/2] = t[k+i] + t[k+i+1];
i = i + 2;

}
k= k / 2;

}
}
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13.5 Baum-Darstellung des Speichers

Unter dem Gesichtspunkt der Langzahlarithmetik erscheintes als sinnvoll, den Speicher
in Bl •ocken der Gr•o�e 2k ; 2k+1 ; : : : ; 2m zu organisieren (bei der Multiplikation verdop-
pelt sich der Platzbedarf). Zwei benachbarte Bl•ocke der Gr•o�e 2i k•onnen zu einem
Block der Gr•o�e 2i +1 verbunden werden.
Wir stellen uns also den Speicher als bin•aren Baum, also hierarchisch geordnet, vor.

Jeder Vater der Gr•o�e m hat zwei S•ohne der Gr•o�e m=2. Wir teilen jedem Knoten mit,
ob er frei ist | in diesem Fall sind auch all seine Nachkommen frei, oder ob er besetzt ist
| in diesem Fall sind auch all seine Vorg•anger besetzt (d.h. nicht im ganzen Ausma�
zu vergeben). Wenn ein Vater besetzt ist, so kann man bei den S•ohnen nachfragen,
welcher ggf. frei ist. Der Baum m•ogeN Bl•atter besitzen, er hat also die Tiefe log(N ).
Wie wir fr •uher gesehen haben, sind die Adressen der S•ohne in einem bin•aren Baum
leicht aus der des Vaters zu berechnen (und umgekehrt), wennder Baum in einem
linearen Feldmemodargestellt wird.

Es sind also folgende Operationen n•otig:
Wenn ein freier Block der Gr•o�e s gesucht wird, so durchl•auft man im entsprechenden
Niveau des Baums alle Knoten, bis man einen freien gefunden hat. Die Bl•ocke der
Gr•o�e s haben die Tiefet = ld(N ) � ld(s) � 1, sie haben die Nummern 2t ; : : : ; 2t+1 � 1.
Wenn ein freier Knoteni gefunden wurde, so sind all seine Vorfahreni div 2; i div 4; : : :
als belegt zu melden, und die Knoten des Unterbaums mit der Wurzel i ebenfalls. Den
Unterbaum durchlaufen wir mit einer der behandelten Durchlaufungsmethode.
Wenn ein Knoten freigegeben wird, sind die Nachkommen freizugeben. Wenn der Bru-
der auch frei ist, so ist der Vater freizugeben und mit diesemist ebenso zu verfahren.

Aus der Nummer eines gefundenen freien Knotens berechnet man die Stelle in memo,
wo man seine Daten eintragen kann.

Es folgt eine Implementation:

import java.io.*;

public class baum
{
public static int MaxLevel = 7, N = 128, LU = N / 2, Width = N * 2;

// N = 2 ^ maxlevel, LU = N / 2 (= linke untere Ecke
public static boolean tree[] = new boolean[N + 1];

public static int ld(int i) // { Log zur Basis 2 }
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{
int l, j;
l = -1;
j = 1;
while (j < i)
{

j = j * 2;
l++;

}
return l + 1;

}

public static int two2(int i)
{

int j, t = 1;
for (j = 1; j <= i; j++)

t = 2 * t;
return t;

}

public static int left(int i)
{

if (i < LU)
return 2*i;

else
return 0;

}

public static int right(int i)
{

if (i < LU)
return 2*i + 1;

else
return 0;

}

public static int father(int i)
{

if (i > 0)
return i/2;

else
return 0;

}

public static int brother(int i)
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{
if (2*(i/2) != i) // odd

return i - 1;
else

return i + 1;
}

public static int search4(int s) // { sucht einen Platz der gr oesse s }
{

int z, i;
z = two2(ld(N) - ld(s) - 1);
for (i = z; i <= 2*z - 1; i++)

if (tree[i])
return i;

if (!tree[2*z - 1])
return 0;

return 0;
}

public static void putinorder(int i, boolean b)
// belege Unterbaum von i bzw. gib ihn frei

{
int[] stack = new int[LU];
int j = i, st = 0;
while (true)
{

while (j != 0)
{

st++;
stack[st] = j;
j = left(j);

}
if (st > 0)
{

j = stack[st];
st--;
tree[j] = b;
j = right(j);

}
if ((st <= 0) && (j > 0))

break;
}

}

public static void get(int i)



194 13 GRAPHEN

{
int j = i;
while (tree[j])
{

tree[j] = false;
j = j / 2;

}
putinorder(i, false);

}

public static void free(int i) //gibt Stelle i frei
{

boolean weiter = true;
while (weiter)
{

if (i == 1)
break;

tree[i] = true;
putinorder(i, true);
System.out.print(" freigegeben: " + i);
if (tree[brother(i)]) //unterhalb von i kann nichts frei se in }

i = father(i);
else

weiter = false;
}

}

static char bild[][] = new char[MaxLevel+2][Width+2];

public static void drawtree(int Level)
{

int x, i, j, C;
if (Level < MaxLevel)

drawtree(Level + 1);
x = Width / two2(Level);
C = Width / two2(Level - 1);
j = two2(Level - 1);
for (i = 0; i < j; i++)
{

if (tree[j + i])
{

bild[Level][x] = '<';
bild[Level][x+1] = '>';

}
else



13.5 Baum-Darstellung des Speichers 195

{
bild[Level][x] = (char)((i+j) / 10 + 48);
bild[Level][x+1] = (char)((i+j) % 10 + 48);

}
x = x + C;

}
}

public static void main(String arg[])
{

int i;
for (i = 1; i <= N; i++)

tree[i] = true;
System.out.println("belegte Bloecke");
drawtree(1);
for (i = 0; i < MaxLevel; i++)

System.out.println(bild[i]);
while (true)
{

System.out.print("(zum Freigeben: 0); angeforderte Bloc kgroesse: ");
i = B.readint();
if (i <= 0)

break;
i = search4(i);
if (i == 0)
{

System.out.println("kein Platz");
break;

}
get(i);
System.out.println("Nummer des belegten Blocks: " + i);
System.out.println("belegte Bloecke");
drawtree(1);
for (i = 0; i < MaxLevel; i++)

System.out.println(bild[i]);
System.out.println();

}
while (true)
{

System.out.print("(zum Belegen: 0); streiche Block mit Nu mmer: ");
i = B.readint();
if (i <= 0)

break;
free(i);
System.out.println("belegte Bloecke");
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drawtree(1);
for (i = 0; i < MaxLevel; i++)

System.out.println(bild[i]);
System.out.println();

}
}
}

14 Computeralgebra

14.1 Eigene Erfahrungen

Seit den 80er Jahren habe ich mit jeder der mir zur Verf•ugung stehenden Programmier-
sprache (BASIC, Pascal, MODULA, C, FORTRAN) versucht, eineLangzahlarithmetik
zu implementieren. Das ist gar nicht schwer. Man denkt sich eine ganze Zahl im Stel-
lensystem zur BasisB dargestellt und rechnet wie in der Schule, Klasse 3 (dort war
B = 10). Dabei ist zu beachten, da�B so gew•ahlt wird, da� das Produkt zweier Zah-
len in ein Maschinenwort pa�t. Man hat also z.B. ein Feld aus 32-Bit-Zahlen, rechnet
aber nur mit 16-Bit-Zahlen, um •Ubertr•age an die n•achsth•ohere Stelle weitergeben zu
k•onnen.
Ein Feld hat in Basic und Fortran eine (vorher festzulegende) L•ange, bei den anderen
Sprachen gibt es

"
dynamische\ Felder, die bei Bedarf vergr•o�ert oder verkleinert werden

k•onnen.

Wir k •onnen die Zahln in eindeutiger Weise als

n =
LX

n=0

ni B i ; 0 � ni < B;

darstellen.
Wie gesagt, Summen und Di�erenzen berechnet man wie gewohnt, auch die Multipli-
kation klappt so. Es gibt aber einen Trick:

Karatsuba-Multiplikation (1962)

Es seienx; y 2n-stellige Zahlen in der Basisb, also

x = x1bn + x0; y = y1bn + yo:

Dann kann ihr Produkt mit 4 Multiplikationen von n-stelligen Zahlen berechnet wer-
den:

xy = x1y1b2n + ( x1y0 + x0y1)bn + x0y0:

Wir setzen nun
u = ( x1 + x0)(y1 + y0);

dann gilt
x1y0 + x0y1 = u � x1y1 � x0y0
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und die beiden Terme rechts m•ussen wir ja sowieso berechnen; zur Berechnung vonxy
reichen als 3 Multiplikationen n-stelliger Zahlen aus.
Wir verfahren nun rekursiv und sehen: Zur Multiplikation zweier 2n-stelligen Zahlen
reichen 3n Multiplikationen 1-stelliger Zahlen aus.
Wir bestimmen die Komplexit•at der Multiplikation n-stelliger Zahlen: SeiN = 2 n , also
n = log(N )=log(2) und damit

3n = exp(log(3)log(N )=log(2)) = N log(3)=log(2) = N 1:585:

Dieses Verfahren wird seine Kraft aber nur bei der Multiplikation etwa gleichlanger
Zahlen entfalten k•onnen, z.B. beim Quadrieren.

Nun kommen wir zur Division, das war schon in der Schule etwasschwieriger. Gegeben
sind zwei Zahlen

a =
X

ai B i und b=
X

bi B i ;

gesucht sind Zahlenq und r mit
a = bq+ r; 0 � r < b:

Wenn a < b sein sollte, setzen wirq = 0 und r = a und sind fertig. Andernfalls mu�
man die einzelnen Stellen vonq nun erraten. Wir bezeichnen wieder mitL(a) die L•ange
der Zahl a. Als L•ange vonq ist etwa L(a) � L(b) zu erwarten, wir setzen

Q = aL (a) div bL (b)

q = Q � B L (a)� L (b)

und pr•ufen, ob
0 � r = a � bq < b

ist. Wenn nicht, so haben wir zu klein geraten, wir erh•ohenQ, oder r ist negativ, dann
haben wir zu gro� geraten, wir erniedrigenQ und probieren es nochmal. Wennr endlich
im richtigen Bereich liegt, haben wir die erste Stelle vonq gefunden, wir ersetzen nun
a durch r und berechnen in analoger Weise die n•achste Stelle vonq.
Das beschriebene

"
Falschraten\ kann sehr h•au�g vorkommen und die Rechenzeit er-

heblich belasten. Seit Erscheinen der Algorithmenbibel von D. Knuth wird allenthalben
vorgeschlagen, die Zahlena und b durch

"
Erweitern\ so anzupassen, da�b � B=2 ist,

dadurch ist gesichert, da� der geratene QuotientQ um h•ochstens 2 vom richtigen Quo-
tienten abweicht. Ich hatte dies erst nachtr•aglich in meine Implementation eingef•ugt
und habe tats•achlich eine Beschleunigung erlebt.
Einen anderen Vorschlag hat W. Pohl (z.Z. Kaiserslautern) gemacht, der deutlich besser
ist:
Wir handeln den Fall, da� beine einstellige Zahl ist, extra ab, das ist auch recht einfach.
Nun bilden wir aus den jeweils beiden ersten Stellen vona und bLong-Cardinal-Zahlen
und w•ahlen deren Quotienten als N•aherung f•ur Q, da liegen wir schon ganz richtig.

Henri Cohen schreibt, da� eine Beschleunigung um den Faktor8 erreicht werden w•urde,
wenn man in Assemblersprache programmiert.
Meine Erfahrungen gehen noch weiter: In einer fr•uheren Version meines CA-Systems,
wo die Zahll•ange konstant war (64 Byte), hat Sven Suska f•ur die Addition und die
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Multiplikation Assembler-Routinen geschrieben, allein deren Einsatz brachte eine Be-
schleunigung um den Faktor 6. Auch f•ur die Division hat er eine Routine geschrieben,
die leider den Nachteil hatte, ab und zu den Rechner zum Absturz zu bringen. Wenn
sie aber fehlerfrei funktionierte, so erbrachte das nochmals eine Beschleunigung un den
Faktor 6. Assembler-Routinen sind allerdings schwer zu transportieren; die erw•ahnten
funktionierten nur im Real-Modus des 286er Prozessors, wo man maximal 500 KByte
Speicher zur Verf•ugung hat. Au�erdem waren sie sehr umfangreich (•uber 18 KByte
Quelltext) und f •ur einen Laien wie mich v•ollig unverst•andlich.
Cohen schl•agt vor, nur einige Grundfunktionen in Assembler zu schreiben. Dazu sollen
zwei globale Variable namensremainder und overflow , die •uberall bekannt sind,
gescha�en werden. Die Zahl-Basis seiM = 216, a, b und c seien vorzeichenlose 2-
Byte-Zahlen.
Die Grundfunktionen sollen folgendes leisten:

c = add(a, b) : a + b = overflow * M + c
c = addx(a, b) : a + b + overflow = overflow * M + c
c = sub(a, b) : a - b = c - overflow * M
c = subx(a, b) : a - b - overflow = c - overflow * M
c = mul(a, b) : a * b = remainder * M + c
c = div(a, b) : remainder * M + a = b * c + remainder
c = shiftl(a, k) : 2^k * a = remainder * M + c
c = shiftr(a, k) : a * M / 2^k = c * M + remainder

Aus diesen kurzen Funktionen kann man dann die oben angef•uhrten Prozeduren f•ur
lange Zahlen zusammensetzen.

Wir fahren fort.
Wir wollen den gr•o�ten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen bestimmen, daf•ur verwen-
den wir den Euklidischen Algorithmus. Auch hier gibt es Vorschl•age, wie man die
(langsamen) Langzahldivisionen durch Divisionen von Maschinenworten ersetzen kann
(Lehmer.)

Zum Abschlu� wollen wir uns dem Problem der Ein- und Ausgabe langer ganzer Zah-
len widmen, einem Fragenkreis, der in den einschl•agigen Computeralgebra-B•uchern
ausgespart bleibt.

Es versteht sich, da� die
"
eingebauten\ Prozeduren zum Lesen von 2-Byte- oder Gleit-

kommazahlen nicht brauchbar sind. Wir lesen also eine Zeichenkette wie
'123444444444444444444' und wandeln diese in eine lange Zahl um, dazu lesen wir
(von links) Zeichen f•ur Zeichen, wandeln es in eine Zahl um, multiplizieren mit 10und
addieren die n•achste Zi�er:

Das Schreiben ist auch nicht schwierig, wir k•onnen aber die Zi�ern nicht sofort ausge-
ben, weil wir sie von rechts nach links berechnen m•ussen:

procedure writel(a: IntNumber);
var s: string; q, r, zehn: IntNumber; i: integer;
begin
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s:= '';
while a <> NIL do
begin

divmod(a, zehn, q, r);
a:= q;
i:= r^.m[1];
s:= char(i+ord('0')) + s;
{ das Zeichen der Ziffer i wird an s vorn angeh"angt }

end;
write(s);

end;

Wir sehen, da� wir bereits zur Ein- und Ausgabe die Rechenoperationen mit langen
Zahlen ben•otigen. Das macht den Test der Arithmetik etwas schwierig, da man sich
Zwischenergebnisse, etwa innerhalb der Prozedurdivmod, nicht mit writel ausgeben
lassen kann.

Was ist schwieriger: Lesen, Schreiben oder Rechnen 5

Ich habe mal erfahren, da�p = 2 20996011 � 1 die gr•o�te bekannte Primzahl war; sie hat
log10(p) = 6 :3 Millionen stellen.

1. Berechnung (schnelle Potenzierung) braucht logn = log log p Rechenoperationen
mit gro�en Zahlen. Zeit: 89 min.

2. Schreiben (Umwandlung in einen String aus 0,1,...,9) braucht log10(p) Divisionen
langer Zahlen durch 10 (es n•utzt nichts, da� 10

"
klein\ ist). Zeit: 919 min = 15 h

3. Lesen (Umwandlung String in Bytefolge) braucht mit dem Hornerscheman =
log10(p) Operationen, aber im Wesentlichen Multiplikationen mit der kleinen
Konstanten 10. Zeit: 63 min

Am 9.6.2004 stand in der FAZ, da� 224036583 � 1 die gr•o�te bekannte Primzahl ist, sie
hat 7 235 733 Stellen; ich habe sie in 190 Minuten berechnet.

Seit ich Erfahrungen mit Java habe, habe ich auf eigene Versuche verzichtet, es gibt ja
die KlasseBigInteger ; ich glaube aber nicht, da� der ver•o�entlichte Quelltext wirklich
eingebunden ist, da gibt es sicher ein paar Tricks auf der Systemebene.

14.2 Rationale Zahlen

Wenn man bereits mit ganzen Zahlen rechnen kann (das kann sich mit den oben ge-
gebenen Hinweisen zusammenbasteln, aber in Java gibt es hier das Paket math mit
der KlasseBigInteger ), so ist die Implementation der Grundrechenoperationen mit
rationalen Zahlen sehr einfach: Eine rationale Zahl ist einPaar ganzer Zahlen, die wir
Z•ahler bzw. Nenner nennen. Dann gilt

a
b

�
c
d

=
ad � bc

bd
;

a
b

�
c
d

=
ac
bd

;
a
b

:
c
d

=
ad
bc

:

5Grundsch•uler werden gefragt:
"
Was macht mehr Spa�?\
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(Wenn der Nenner verbotenerweise mal gleich Null sein sollte, passiert auch nichts
Schlimmes, jedenfalls kein Rechnerabsturz.)
Gelegentlich sollte man einen Bruch k•urzen. Dazu bestimmt man den gr•o�ten gemein-
samen Teiler von Z•ahler und Nenner und dividert diese durch den ggT.
Das sagt sich so leicht daher. Man kann sich ja auf den Standpunkt stellen, das K•urzen
sein zu lassen und erst bei der Ausgabe zu k•urzen. Denn die ggT-Berechnung braucht
ja auch Zeit und manchmal ist der m•uhsam berechnete ggT gleich 1. Dirichlet fand
1849 heraus, da� die Wahrscheinlichkeit, da� zwei zuf•allig gew•ahlte Zahlen teilerfremd
sind, gleich 6

� 2 = 0:61 ist. Ohne K•urzen werden aber die Zahlen immer l•anger, was sich
negativ auf die Rechengeschwindigkeit auswirkt.
Ich habe fr•uher Versuche gemacht, eine Schranke festzusetzen; wenn Z•ahler oder Nenner
l•anger als diese Schranke sind, wird gek•urzt, sonst nicht. Um eine vern•unftige Schranke
zu �nden, habe ich zahlreiche Versuche gemacht: der Gau�cheAlgorithmus wurde
immer wieder auf dieselbe gro�e Matrix angewandt und die Zeit gemessen. Es zeigte
sich, da� es keine vern•unftige Relation zwischen der Schranke und der Rechenzeit gibt.
Dann kam ich auf die Idee, nur die Zahlen zu k•urzen, die am h•au�gsten als Operanden
vorkommen: bei Gau�schen Algorithmus wird jeweils eine ganze Zeile mit derselben
Zahl multipliziert. Das brachte einen wirklichen Fortschritt gegenber den Schranken-
Versuchen.

Aber vielleicht ist es doch am Besten, den Vorschl•agen von Knuth (II.4.5) zu folgen,
das geht so:
Wir legen fest, da� nur mit gek•urzten Zahlen gerechnet wird, daf•ur mu� bereits der
Konstrukteur sorgen; eine Eingabe wie 22/33 soll nicht zur•uckgewiesen, aber eben
vern•unftig kehandelt werden.
Wir schreiben nun Br•uche in der Form a

A .
Zur Berechnung des Produktsa

A � b
B bilden wir d1 = ggT(a; B) und d2 = ggT(b; A) und

setzen

w =
a
d1

�
b
d2

; W =
A
d2

�
B
d1

;

dann ist das gesuchte Produkt gleichw
W und Z•ahler und Nenner sind teilerfremd.

Zur Addition: Wir bilden d = ggT(A; B ); wenn d = 1 ist (in fast 2/3 aller F •alle), so
ist aB + Ba

AB das Ergebnis. Andernfalls berechnen wir

t = a �
B
d

+ b�
A
d

; s = ggT(t; d); w =
t
d

; W =
A
d

�
B
s

;

die Summe ist w
W .

14.3 Algebren

Wir k •onnen auch in h•oherdimensionalen Bereichen rechnen. Eine Algebra ist einspe-
zielles algebraisches Objekt.

De�nition: SeiK ein K•orper, A ein K -Vektorraum und gleichzeitig ein Ring; verm•oge
der Abbildung K ! A mit k 7! k � 1 wird K in A eingebettet, wir identi�zieren K mit
K � 1: Es gelte

k � a = a � k f•ur alle k 2 K; a 2 A.
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Dann hei�t A eineK -Algebra.

Beispiele:
K [x]; K [x1; : : : ; xn ]; K [x1; : : : ; xn ]=I f•ur ein Ideal I von K [x1; : : : ; xn ]; Mnn (K ), die
MengeTn (K ) der oberen Dreiecksmatrizen, die MengeDn der Diaginalmatrizen,K �
: : : � K mit komponentenweiser Addition und Multiplikation.

Wir vereinbaren, da� alle in diesem Abschnitt betrachtetenVektorr•aume endlichdi-
mensional sind (dann fallen zwei der obigen Beipiele aus demRahmen).

Sei dimA = n, dann w•ahlen wir eine Basisf e1; : : : ; eng des VektorraumsA, dann lassen
sich die Produkteei ej als Linearkombination derek darstellen:

ei ej =
X

aijk ek mit aijk 2 K:

Die n3 Zahlenaijk hei�en die Strukturkonstanten der Algebra (bez•uglich der gew•ahlten
Basis), durch sie ist die Multiplikation in A eindeutig bestimmt:

X
x i ei �

X
yj ej =

X
x i yj aijk ek :

Die Strukturkonstanten sind zur Konstruktion einer Algebra nicht willk •urlich w•ahlbar,
denn die Multiplikation soll assoziativ sein, also mu� gelten:

(ei ej )el =
X

aijk ekel =
X

aijk aklm em ;

ei (ej el ) = e
X

i

aj lk ek =
X

aj lk aikm em ;

daf•ur ist notwendig und hinreichend, da�
X

aijk aklm =
X

aj lk aikm f•ur alle i; j; l; m:

Einige Methoden zu Rechnen inQ -Algebren be�nden sich in der KlasseQA.

Wir wollen nun zwei Algebren betrachten, wo das Assoziativit •atsgesetz automatisch
gilt, da es Teilmengen von Matrixalgebren sind. Es mu� also nur festgestellt werden,
da� diese Mengen bez•uglich der Multiplikation abgeschlossen sind.

Es sei

C = f
�

a b
� b a

�
j a; b2 R g;

diese Menge bildet o�enbar einen zweidimensionalenR -Vektorraum. Wir stellen fest,
da� auch das Produkt zweier Matrizen ausC ein Element vonC ist:

�
a b

� b a

� �
c d

� d c

�
=

�
ac� bd ad+ bc

� bc� ad ac� bd

�
:

F•ur A; B 2 C gilt AB = BA , es ist det
�

a b
� b a

�
= a2 + b2, also ist jede von der

Nullmatrix verschiedene Matrix ausC invertierbar und die Inverse 1
a2+ b2

�
a � b
b a

�
ist
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wieder ein Element ausC. Also ist C ein K•orper. Die Matrizen

E =
�

1 0
0 1

�
und I =

�
0 1

� 1 0

�

bilden eine Basis des VektorraumsC, es gilt E 2 = E und I 2 = � E, also ist die
Zuordnung k : C ! C mit k(a + bi) = aE + bI ein Isomorphismus.
Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 sind von der Form cos(� ) + i sin(� ), ihnen ent-

sprechen die Drehmatrizen
�

cos(� ) sin(� )
� sin(� ) cos(� )

�
: Seien nun

�
cos(� ) sin(� )

� sin(� ) cos(� )

�
und

�
cos(� ) sin(� )

� sin(� ) cos(� )

�
zwei Drehmatrizen, dann geh•ort zu ihrem Produkt die Drehung

um den Winkel � + � , aus dieser Produktmatrix liest man die Additionstheoremef•ur
die Winkelfunktionen ab:

�
cos(� ) sin(� )

� sin(� ) cos(� )

� �
cos(� ) sin(� )

� sin(� ) cos(� )

�

=
�

cos(� ) cos(� ) � sin(� ) sin(� ) cos(� ) sin(� ) + sin( � ) cos(� )
� cos(� ) sin(� ) + sin( � ) cos(� ) cos(� ) cos(� ) � sin(� ) sin(� )

�

=
�

cos(� + � ) sin(� + � )
� sin(� + � ) cos(� + � )

�
:

Die Konstruktion des K•orpersC der komplexen Zahlen als K•orper von Matrizen kann
man wie folgt verallgemeinern:
Es sei

H = f
�

a b
� �b �a

�
j a; b2 C g:

Satz 14.1 F•ur h; g 2 H ; r 2 R gilt

1. h + g 2 H ;

2. � h 2 H (also ist H eine additive Untergruppe vonM22( C )) ,

3. rh 2 H (also ist H ein R -Vektorraum, es ist dim
R

(H ) = 4) ,

4. hg 2 H ;

5. h� 1 2 H (man k•onnte meinen, da� H ein K•orper ist; vergleichen Sie die K•orper-
axiome auf S. 1, aber:)

6. das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt nicht.

Beweis: Wir zeigen nur 3):
�

a b
� �b �a

� �
c d

� �d �c

�
=

�
ac� b�d ad+ b�c

� �bc� �a �d �a�c � �b�d

�
:

Eine Menge, in der eine Addition und eine Multiplikation de�niert ist, so da� au�er
dem Kommutativgesetz der Multiplikation alle K•orperaxiome gelten, nennt man einen
Schiefk•orper oder eine Divisionsalgebra.
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Satz 14.2 Die Matrizen

E =
�

1 0
0 1

�
; I =

�
0 1

� 1 0

�
; J =

�
i 0
0 � i

�
; K =

�
0 � i

� i 0

�

bilden eine R -Basis vonH und es gilt

E 2 = E; I 2 = J 2 = K 2 = � E;

IJ = K; JK = I; KI = J;
JI = � K; KJ = � I; IK = � J:

Den Beweis f•uhrt man durch Nachrechnen.

Wir wollen die Schreibweise vereinfachen: Wir setzenE = 1; I = i (also L(E; I ) =
L(1; i ) = C ) und weiter J = j; K = k und bezeichen den von 1; i; j; k erzeugten
Verktorraum mit

H = f a + bi + cj + dk j a; b; c; d2 R g;

die Elemente vonH hei�en Quaternionen. Dieser Schiefk•orper wurde von Hamilton im
Jahre 1843 entdeckt, nachdem er jahrelang vergeblich versucht hatte, eine umkehrbare
Multiplikation in einem dreidimensionalen Vektorraum zu de�nieren. Da es sich bei der
Quaternionenmultiplikation um die Multiplikation spezieller Matrizen handelt, ist die
G•ultigkeit des Assoziativgesetzes v•ollig klar. Das konnte Hamilton aber nicht wissen,
denn die Matrixmultiplikation wurde erst 1858 eingef•uhrt.

Seia = a1 + a2i + a3j + a4k ein Quaternion, dann nennen wira1 seinen skalaren Anteil
und a2i + a3j + a4k seinen vektoriellen Anteil, wir stellen uns den vektoriellen Anteil als
einen

"
richtigen\ Vektor (einen Pfeil) im von i; j; k aufgespannten dreidimensionalen

Raum vor, dabei m•oge (O; i; j; k ) ein rechtwinkliges (karthesisches) Koordinatensystem
sein.
Wir betrachten nun das Produkt zweier vektorieller Quaternionen a = a2i + a3j + a4k
und b= b2i + b3j + b4k:

(a2i + a3j + a4k)(b2i + b3j + b4k) =

� (a2b2 + a3b3 + a4b4)

+( a3b4 � a4b3)i + ( a4b2 � a2b4)j + ( a2b3 � a3b2)k:

Den Ausdruck
< a; b > = a2b2 + a3b3 + a4b4

nennt man das Skalarprodukt der Vektorena und b, den Ausdruck

a � b= ( a3b4 � a4b3)i + ( a4b2 � a2b4)j + ( a2b3 � a3b2)k

nennt man das Vektorprodukt vona und b . Also gilt

ab= � < a; b > + a � b:
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14.4 Polynome

Wir wollen nun mit Formeln rechnen. Wennx; y; z Unbestimmte sind, so nennt man
einen Ausdruck wie 5x2 + 7xy + z5 ein Polynom. Die Menge aller Polynome inx; y; z
mit Koe�zienten aus einem K•orper K wird mit K [x; y; z] bezeichnet. Polynome kann
man addieren, subtrahieren, multiplizieren.
Wie stellt man Polynome im Rechner dar? Einen Termx i yj zk nennt man ein Monom.
Wenn man sich merkt, da� x die 1., y die 2., z die 3. Unbestimmte ist, so ist dieses
Monom durch seinen

"
Exponentenvektor\ [i; j; k ] eindeutig bestimmt. Wenn man die

Gr•o�e der Exponenten beschr•ankt, so ist die Zahl der m•oglichen Monome beschr•ankt,
man kann also ein Polynom folgenderma�en abspeichern:
Man numeriert alle m•oglichen Monome durch (es seien etwaN St•uck), dann scha�t
man sich ein Feld mitN Komponenten und merkt sich zu jedem Monom den entspre-
chenden Koe�zienten. Wenn ein Monom in einem Polynom gar nicht vorkommt, ist
der entsprechende Koe�zient eben gleich Null.
Diese Darstellungsform wird die

"
dichte\ genannt. Wir wollen uns aber auf die

"
d•unne\

Darstellung beziehen, die nur die wirklich vorkommenden Monome und ihre Koe�zi-
enten speichert.

public class QXYZ
{
public Q co; // Koeffizient
public int[] ex; // Exponentenvektor
public QXYZ next; // naechstes Monom
public static int varzahl = 3; // Zahl der Variablen
public static String vars = "XYZ";
public static int[][] O; //Ordnungsmatrix

/** Konstrukteur */
public QXYZ()
{

this.co = new Q(0);
this.ex = new int[varzahl];
this.next = null;

}

In der Komponentenext haben wir die Adresse des n•achsten Summanden gespeichert,
beim letzten Summanden setzen wirnext = null .
Vern•unftig ist es, die Monome nicht zuf•allig in so eine Liste einzutragen, man ordnet
sie am Besten der Gr•o�e nach. Wir brauchen also eine Vergleichsrelation f•ur Monome.
Der Grad eines Monoms ist die Summe seiner Exponenten, der Grad eines Polynoms
ist das Maximum der Grade seiner Monome. Ein Monom soll gr•o�er als ein anderes
sein, wenn sein Grad gr•o�er ist. F •ur Monome vom Grad 1 legen wir eine Ordnung
willk •urlich fest, etwa x > y > z . F•ur Polynome gleichen Grades k•onnen wir jetzt die
lexikographische Ordnung nehmen:

x3 > x 2y > xy 2 > y 3 > x 2z > y 2z > z 3:
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Diese Grad-lexikographische Ordnung ist nur eine aus einerVielzahl von Ordnungs-
m•oglichkeiten. Man fordert aber gew•ohnlich, da� f •ur Monome p; q; r mit p > q auch
stets pr > qr gilt, dies ist hier erf•ullt. In der Klasse QXYZwird eine Ordnung durch eine
Ordnungsmatrix de�niert, f •ur die lexikographische Ordnung ist dies die Einheitmatrix.
Der Vergleich von Monomen geschieht wie folgt:

/** Vergleich; Ergebnis = -1, 0, 1
aktuelle Ordnungsmatrix wird verwendet
*/
public static int lex(QXYZ p, QXYZ q)
{

int i,j,op=0,oq=0;
if (iszero(p) && iszero(q)) return 0;
if (iszero(p)) return -1;
if (iszero(q)) return 1;
i=-1;
while ((i < varzahl-1) && (op == oq))
{

i++; op=0; oq=0;
for (j=0; j < varzahl; j++)
{

op = op + p.ex[j]*O[i][j];
oq = oq + q.ex[j]*O[i][j];

}
}
if (op>oq) return 1;
if (op==oq) return 0;
return -1;

}

Nun k•onnen wir Rechenoperationen f•ur Polynome implementieren:

Addition:
Seien zwei Polynomep; qgegeben, in beiden seien die Monome der Gr•o�e nach geordnet.
Wir schauen uns die jeweils gr•o�ten Monome an. Es gibt drei M•oglichkeiten:

1. p:e > q:e, dann •ubernehmen wirp:enebst seinem Koe�zienten inp+ q und ersetzen
p durch p:n.

2. p:e < q:e, dann •ubernehmen wirq:enebst seinem Koe�zienten inp+ q und ersetzen
q durch q:n.

3. p:e= q:e, dann bilden wir a = p:c+ q:c, wenn a 6= 0 ist, so •ubernehmen wirp:e mit
dem Koe�zienten a in p + q und ersetzenp durch p:n und q durch q:n.

Dies wiederholen wir, bisp und q abgearbeitet sind, also beide aufnull zeigen.

Die Subtraktion ist analog zu behandeln.
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Bei der Multiplikation bekandeln wir zuerst den Spezialfall, wo das Polynomq nur einen
Summanden besitzt. Hier ist einfach jeder Summand vonp mit q:czu multiplizieren, zu
den Exponentenvektoren vonp ist q:ezu addieren. Da eventuell sehr oft mit derselben
Zahl q:czu multiplizieren ist, ist es ratsam, diese Zahl am Anfang zuk•urzen.
Den allgemeinen Fall f•uhren wir auf den Spezialfall zur•uck: F•ur jeden Summandenm
von q bilden wir m � p und addieren all diese Polynome.

Man kann ein Programm schreiben, da� eine eingegebene Zeichenkette in Bl•ocke zerlegt,
die z.B. als Zahlen (12, 1, ...), als Bezeichner von Variablen (x; x1, ...), als Funktions-
werte (sin(x);

p
x, ...) usw. interpretiert und Regeln kennt, wie mit diesen Objekten

umzugehen ist, etwa cos(x + y) = cos(x) cos(y) � sin(x) sin(y). Man kann dann sym-
bolisch rechnen, auf numerische Werte kommt es gar nicht an (x =

p
5 wird nicht

berechnet, man wei� aber, da�x2 = 5 ist).
Wenn das Programm Di�erentiations- und Integrationsregeln kennt, so kann man (falls
das •uberhaupt geht), unbestimmte Integrale in geschlossener Form darstellen. Der
Rechner kann in Ruhe alle Tricks durchprobieren. Aus diesemGrund sind Compu-
teralgebrasysteme bei theoretischen Physikern besondersbeliebt.

Weit verbreitet sind folgende CA-Systeme, die meist sowohlals UNIX- als auch als
DOS-Version verf•ugbar sind:

� REDUCE von Anthony Hearns, einem Nestor der der Computeralgebra,

� MAPLE,

� DERIVE ist die Fortsetzung von muMath, neben der Software-Version ist es auf
einem TI-Taschenrechner

"
fest verdrahtet\ (wie bekommt man dann ein Upda-

te?),

� Mathematica von Stephen Wolfram braucht ein knapp 1000 Seiten dickes Hand-
buch, und da steht noch gar nicht alles drin (steht in dem Buch), zu den

"
Packe-

ges\ gibt es nochmals vier Handb•ucher.

� Macaulay von Stillman, Stillman und Bayer dient vor allem f•ur Rechnungen in
der kommutativen Algebra, ebenso

� Singular (Gerd-Martin Greuel, Gerhard P�ster und andere) wurde in Berlin und
Kaiserslautern entwickelt; hierf•ur habe ich die Arithmetik und Matrixoperationen
beigesteuert.

Am Montag, dem 5.8.96, erz•ahlte mir Gerhard P�ster, da� in KL der Wert einer 53-reihige n
Determinante mit ganzzahligen Eintr•agen der Gr•o�enordnung 1020 mittels aller verf •ugbarer
CA-Systeme berechnet wurde. Da keine Software mit Bestimmtheit v•ollig fehlerfrei ist, kann
man sich auf die Korrektheit eines Resultats nur dann verlassen, wenn man es auf unter-
schiedlichen Systemen veri�zieren kann. Die Rechenzeitender Systeme unterschieden sich
heftig:

Maple 500 h
Reduce 80 h
Mathematica 20 h
Singular 0,5 h
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Aber auch das Resultat war nicht immer dasselbe: Mathematica hatte ein anderes Ergebnis als
die anderen. Nat•urlich kann kein Mensch das Resultat•uberpr•ufen. Die Antwort von Wolfram
Research wegen des Fehlers lautete:

"
Haben Sie nicht ein kleineres Beispiel?\

14.5 Das charakteristische Polynom

Wenn A eine n � n-Matrix und x eine Unbestimmte ist, so hei�t die Determinante
� A (x) = j xE n � A j das charakteristische Polynom vonA. Da die Eintr•age der Matrix
xE � A keine K•orperelemente, sondern Polynome (vom Grad 0 oder 1) sind, kann die
Determinante nicht mit Hilfe des Gau�schen Algorithmus berechnet werden. Was nun?

F•ur die Leibnizsche Methode w•are eine Polynomarithmetik n•otig; der Rechenaufwand
ist mit n! unakzeptabel hoch.

Wenn man die Tatsache ausnutzen will, da� der Koee�zient vonxn� i in � A (x) gleich
der Summe deri -Hauptminoren von A ist, so mu� man bedenken, da� der Koe�zient
von x

n
2 die Summe von

� n
n
2

�
Determinanten ist, allein deren Anzahl ist schon riesig.

Wenn man sich aber die M•uhe macht und eine Polynomarithmetik implementiert, so
geht es leicht. Man braucht die Addition/Subtraktion, Mult iplikation und Division mit
Rest f•ur Polynome in einer Variablen. Wir bringen dann die Polynommatrix xE n � A
schrittweise in Dreiecksform: Durch Zeilen-/Spaltentausch bringen wir die Komponente
minimalen Grades an die Position (1,1). Dann dividieren wirmit Rest: ai; 1 = a1;1 � q+ r .
Wenn wir nun dasq-fache der ersten Zeile von deri -ten subtrahieren, erhalten wir in
der ersten Spalte gerader , was Null ist oder aber zumindest von kleinerem Grad ist.
Dies iterrieren wir, bis die erste Spalte Nullen enth•alt. Dann ist die zweite Spalte dran
usw.

Beispiel:
0

@
1 � x 0 0

0 � x 0
0 0 � x

1

A !

0

@
1 � x x 0

0 x 0
0 0 x

1

A !

0

@
1 � x 1 0

0 x 0
0 0 x

1

A !

0

@
1 1� x 0
x 0 0
0 0 � x

1

A !

0

@
1 0 0
x � x2 + x 0
0 0 x

1

A !

0

@
1 0 0
0 x 0
0 0 x2 � x

1

A

Drei Dinge sollen noch angef•uhrt werden:
Mit demselben Verfahren kann man die Matrix in Diagonalform•uberf•uhren, und man
kann es erreichen, da� die Diagonalkomponenten einander teilen. Diese Diagonalform
ist eindeutig bestimmt und hei�t Smithsche Normalform; dieDiagonalkomponenten
hei�en ihre Invariantenteiler. Der

"
h•ochste\ Invariantenteiler von xE n � A ist das Mi-

nimalpoynom vonA.
Das Ganze klappt nat•urlich auch f•ur beliebige Polynommmatrizen.
Wenn die Eintr•age einer Matrix ganzzahlig sind, kann man mit dem beschriebenen
Verfahren die Determinante ohne Divisionen berechnen.

Wir wollen den Rechenaufwand grob absch•atzen:
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Es entstehen Polynome bis zum Gradn. Um ein solches zu Null zu machen, sind
maximal n Zeilenoperationen n•otig. Eine Zeilenoperation mit Polynomen kostet etwan2

Rechenoperationen. Es sind etwan2 Komponenten zu bearbeiten. Die Zeitkomplexit•at
ist also etwan5.

Wir wollen uns nun genauer mit dem Zusammenhang zwischen denKoe�zienten und
den Nullstellen eines Polynoms befassen. Sei

f (z) = zn + b1zn� 1 + : : : + bn� 1z + bn = ( z � z1) : : : (z � zn )

ein Polynom mit den Koe�zienten bi und den Nullstellen zi . Wir wissen, da� f (z)

durch die Linearfaktorenz � zi teilbar ist. Wie sehen die Koe�zienten von
f (z)

z � zi
aus?

Satz 14.3
P n

i =0 bn� i zi

z � z1
=

n� 1X

i =0

zn� 1� i
iX

j =0

bj z
i � j
1 :

Beweis: Wir multiplizieren
P

zn� 1� i
P

bj z
i � j
1 und z � z1 miteinander und stellen Sie

fest, ob f (z) herauskommt.

(
n� 1X

i =0

zn� 1� i
iX

j =0

bj z
i � j
1 ) � (z � z1)

=
n� 1X

i =0

zn� i
iX

j =0

bj z
i � j
1 �

n� 1X

i =0

zn� 1� i
iX

j =0

bj z
i � j +1
1

=
n� 1X

i =0

zn� i
iX

j =0

bj z
i � j
1 �

nX

k=0

zn� k
k� 1X

j =0

bj z
k� j
1 (k := i + 1)

=
n� 1X

i =1

zn� i (
iX

j =0

bj z
i � j
1 �

i � 1X

j =0

bj z
i � j
1 )

| {z }

+ zn + bn �
n� 1X

j =0

bj z
n� j
1 � bn

= bi

=
nX

i =0

zn� i bi +
nX

i =0

zn� i
1 bi

= f (z) � f (z1) = f (z):

Abk•urzung: Sei f (z) ein Polynom vom Graden mit den Nullstellen z1; : : : ; zn . Wir
setzen

s0 = n;

s1 = z1 + : : : + zn

s2 = z2
1 + : : : + z2

n ;

: : :

si = zi
1 + : : : + zi

n :
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Die Zahl si hei�t die i -te Potenzsumme derx j .

Wir stellen nun eine Beziehung zwischen den Potenzsummen der Wurzeln und den
Koe�zienten des Polynoms auf, dies sind die sogenannten Newtonschen Formeln .

Satz 14.4 bi = �
1
i

i � 1X

j =0

bj si � j

Beweis: Es istf (z) =
Q

(z � zi ). Wir betrachten die Ableitung f 0(z) von f (z):

f 0(z) =
X

k

Y

i 6= k

(z � zi ) =
X f (z)

z � zk

=
nX

k=1

n� 1X

i =0

zn� i � 1
iX

j =0

bj z
i � j
k

=
n� 1X

i =0

iX

j =0

zn� i � 1bj

X

k

zi � j
k

=
n� 1X

i =0

iX

j =0

zn� i � 1bj si � j :

Andererseits gilt
f 0(z) =

X
zn� i � 1(n � i )bi

und durch Koe�zientenvergleich erhalten wir

(n � i )bi =
iX

j =0

bj si � j =
i � 1X

j =0

bj si � j + nbi ;

und daraus ergibt sich die Behauptung.

Wir kehren nun doch nach diesem Seitensprung wieder zu unseren lieben Matrizen
zur•uck. Aber wir wenden das Gelernte an:

Lemma 14.5 Seienz1; : : : zn die Eigenwerte der MatrixA, dann ist si = Sp(A i ):

Beweis:A i hat die Eigenwertezi
1; : : : ; zi

n und die Spur einer Matrix ist die Summe ihrer
Eigenwerte.

Ein noch besseres Verfahren zur Berechnung der charakteristischen Polynoms basiert
auf den Newtonschen Formeln, das dar•uberhinaus fast ohne Divisionen auskommt:
F•ur die Koe�zenten von � A (x) =

P
ai xn� i gilt die Rekursionsgleichung

ai = �
1
i

i � jX

j =0

aj Spur(A i � j ):
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Also

a0 = 1;

a1 = � Spur(A);

a2 = �
1
2

Spur((A + a1E)A);

usw.

Es sind ungef•ahr n4 Rechenoperationen notwendig.

/** Inversion nach Faddejev */
public static DM faddejew(DM a)

{
int i, j, n = a.m; DM c, cc, d, e; double t;
c = new DM(n, n); e = new DM(n, n);
for (i = 1; i <= n; i++)
{

for (j = 1; j <= n; j++)
e.mat[i][j] = 0.;

e.mat[i][i] = 1.;
}
c = DM.copymat(e);
double b[] = new double[n+1];
b[0] = 1.;
i = 0;
while (i < n-1)
{

i++;
cc = DM.matmult(c, a);
t = DM.spur(cc);
c = DM.copymat(cc);
b[i] = t / (-i);
d = DM.matscmult(e, b[i]);
cc = DM.matadd(c, d);
c = DM.copymat(cc);

}
d = DM.matscmult(c, -1);
cc = DM.matmult(a, d);
t = DM.spur(cc);
b[n] = t / n;
t = -1.0 / b[n];
cc = DM.matscmult(c, t);

return cc;
}
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Das soeben vorgestellte Verfahren stammt von Leverrier undFaddejew. Es ist im Paket
HUMath sowohl in der Klasse DM als auch in QM (also in exakter Arithmetik) imple-
mentiert. Da der konstante Term des charakteristischen Polynoms bis aufs Vorzeichen
gleich der Determinante vonA ist, kann diese relativ schnell, fast ohne Divisionen
berechnet werden.

Nach dem Satz von Hamilton/Cayley gilt
X

ai An� i = 0;

Nach Multiplikation mit A � 1 (falls dies existiert) kann diese Gleichung nachA � 1 auf-
gel•ost werden; die Inverse einer Matrix kann also auch fast ohneDivisionen berechnet
werden. Dies wurde in den achtziger Jahren von einem Informatiker wiederentdeckt
und publiziert. In einer Rezension des betre�enden Artikels wurde das Verfahren aller-
dings als

"
numerisch unstabil\, weil Divisionen erfordernd, abquali�ziert. Ich kann mir

aber kein Berechnungsverfahren zur Matrixinversion vorstellen, das ohne Divisionen
auskommt, nur welche mit mehr oder weniger vielen.

Da� die Matrixinversion genauso schwierig wie die Matrixmultiplikation ist, erkennen
wir daran, da� sich die Multiplikation auf die Inversion zur•uckf•uhren l•a�t:

0

@
E A 0
0 E B
0 0 E

1

A

� 1

=

0

@
E � A AB
0 E � B
0 0 E

1

A

14.6 Pseudoinverse Matrizen

Wenn wir die Komplexit•at K (n) eines Algorithmus der Gr•o�e n bestimmen wollen,
und schon vermuten, da�K (n) die Form

K (n) = a � n2 + b� n log(n) + c � n

haben k•onnte, k•onnen wir die Werte von K (n) f•ur verschiedenen bestimmen und
daraus die Koe�zienten a; b; cberechnen: das erfordert die L•osung eines linearen Glei-
chungssystems.

Nun kann es aber passieren, da� das Gleichungssystem•uberbestimmt ist, also keine
L•osung hat. Wir suchen also nach der

"
besten Fast-L•osung\. Dazu braucht es einige

Vorbereitungen.

Wir wollen den Begri� der inversen Matrix auf nichtregul•are und nichtquadratische
Matrizen verallgemeinern.
Wir betrachten Matrizen von �xierter Gr •o�e, und zwar seinen sie stets entweder aus
Mnm oder ausMmn , wenn ProdukteA1A2A3 : : : gebildet werden, so wollen wir immer
voraussetzen, da� diese Matrizen sich auch wirklich multiplizieren lassen, also abwech-
selnd ausMmn und ausMnm sind.

De�nition: Eine Matrix A hei�t pseudo-regul•ar, wenn eine Matrix X mit AXA = A
existiert. Die Matrizen A und X hei�en zueinander pseudoinvers, wennAXA = A und
XAX = X gilt.
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Lemma 14.6 Wenn die Matrix A regul•ar ist, so ist sie auch pseudoregul•ar und die
einzige zuA pseudo-inverse Matrix istA � 1.

Lemma 14.7 Wenn A pseudo-regul•ar ist, so besitzt es eine pseudo-inverse Matrix.

Beweis: SeiAXA = A und Y = XAX , dann ist AY A = AXAXA = AXA =
A; Y AY = XAXAXAX = XAXAX = XAX = Y, also sind A und Y zueinan-
der pseudo-invers.

Satz 14.8 Sei M = f X j AXA = Ag, dann ist jede Matrix Y = X 1AX 2, wo X 1; X 2 2
M sind, zuA pseudo-invers und jede zuA pseudoinverse Matrix hat diese Form. Seien
A und X zueinander pseudoinvers, dann sindAX und XA idempotente Matrizen.

Beweis: 1.AY A = AX 1AX 2A = AX 2A = A; Y AY = X 1AX 2AX 1AX 2A =
X 1AX 1AX 2A = X 1AX 2 = Y:
2. SeiA zu Y pseudo-inverse, dann liegtY = Y AY in M .
3. (AX )2 = AXAX = AX , analog f•ur XA .

Folgerung 14.9 SeienA und B zueinander pseudoinvers, dann gilt rg(A) = rg(B) und
Sp(AB ) = Sp(BA ) = rg(A).

Beweis: AusABA = A folgt rg(A) � rg(B), aus Symmetriegr•unden folgt die Gleichheit.
die zweite Aussage folgt aus der Idempotenz vonAB .

Satz 14.10 Sei B pseudoinvers zuA. Das GleichungssystemAx = b ist genau dann
l•osbar, wennABb = b ist und die allgemeine L•osung hat die Formx = y � BAy + Bb,
wobeiy 2 R

n beliebig ist.

Beweis: Seiu eine L•osung, alsoAu = b, dann ist ABb = ABAu = Au = b. Wenn
umgekehrt ABb = b gilt, so ist Bb eine L•osung.
WegenAy � ABAy = 0 ist x = y � BAy eine L•osung des homogenen SystemsAx = 0;
wenn umgekehrtAx = 0 ist, so hat x die Form x = x � BAx .

Wir betrachten ein Beispiel:

SeiA = (1 ; 1), dann ist B =
�

1
2
1
2

�
zu A pseudoinvers. Wir betrachten das Gleichungs-

system Ax = 5. Es ist AB = (1), also ABb = b und wegenBA =
�

1
2

1
2

1
2

1
2

�
ist die

allgemeine L•osung gleich
�

a
b

�
�

�
1
2

1
2

1
2

1
2

� �
a
b

�
+

�
5
2
5
2

�
=

�
1
2a � 1

2b+ 5
2

� 1
2a + 1

2b+ 5
2

�

De�nition: Die Matrix X hei�t Moore-Penrose-Inverse der MatrixA, wenn
1: AXA = A; 2: XAX = X; 3: (AX )� = AX; 4: (XA )� = XA
gilt, d.h. A und X sind zueinander pseudo-invers undAX und XA sind selbstadjun-
giert.
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Lemma 14.11 Eine Matrix A besitzt h•ochstens eine Moore-Penrose-Inverse.

Beweis: SeienX und Y pseudo-invers zuA, dann gilt

X = XAX = XX � A � = XX � A � Y � A � = XX � A � AY = XAXAY = XAY;

analog zeigt manY = XAY , damit ist X = Y.

Wir wollen nun zeigen, das jede Matrix eine Moore-Penrose-Inverse besitzt. Dazu brau-
chen wir ein paar Hilfsbetrachtungen.

Lemma 14.12 Wenn AA � = 0 ist, so ist A = 0: Wenn BA � A = 0 ist, so ist BA � = 0:

Beweis: SeiAA � = 0; dann ist Sp(AA � ) = 0 ; diese Spur ist aber gleich
P

aij �aij , folglich
sind alle aij = 0:
Wenn BA � A = 0 ist, so ist auch BA � AB � = ( BA � )(BA � )� = 0 und daraus folgt die
Behauptung.

Satz 14.13 Sei A eine beliebige (rechteckige) Matrix. Das Minimalpolynomm(z) von
A � A hat die Null h•ochstens als einfache Nullstelle.

Beweis: Wir nehmen an,m(z) h•atte die Null als k-fache Nullstelle,k > 1; alsom(z) =
g(z)zk . Dann gilt

g(A � A)(A � A)k = 0;

daraus folgt
g(A � A)(A � A)k� 1A � = 0

und
g(A � A)(A � A)k� 1 = 0

im Widerspruch dazu, da� m(z) das Minimalpolynom ist.

Der folgende Satz wurde von Penrose 1956 ver•o�entlicht.

Satz 14.14 Jede Matrix A besitzt eine Moore-Penrose-InverseA � .

Beweis: Wenn 0 kein Eigenwert vonA � A ist, so ist A regul•ar und A � 1 exisiert. An-
dernfalls hat das Minimalpolynomm(z) von A � A (bis auf einen konstanten Faktor) die
Form

m(z) = g(z)z2 � z;

wir setzen
X = g(A � A)A � :

Es gilt
XAA � A = g(A � A)A � AA � A = g(A � A)(A � A)2 = A � A;

also (XA � E)A � A = 0; daraus folgt (XA � E)A � = 0; d.h.

XAA � = A � :

Nun folgt
(XA )� = A � X � = XAA � X � = X (XAA � )� = XA;
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AXA = A(XA )� = AA � X � = A:

Die Matrix A � A ist selbstadjungiert, damit ist auch die Matrixg(A � A) selbstadjungiert,
daraus folgt

AX = Ag(A � A)A � = Ag(A � A)� A � = ( Ag(A � A)A � )� = ( AX )� ;

XAX = X (AX )� = XX � A � = g(A � A)A � X � A � = g(A � A)(AXA )� =

g(A � A)A � = X:

Damit sie die vier Eigenschaften bewiesen.

Der Beweis liefert auch gleich ein Konstruktionsverfahrenf•ur die Moore-Penrose-Inverse,
das aber in der Praxis nicht angewandt wird.

Wir wollen aber ein Beispiel betrachten. SeiA = ( 3 2 1 ), wir wollen die Moore-
Penrose-Inverse vonA bestimmen. Es ist

A � A =

0

@
9 6 3
6 4 2
3 2 1

1

A ;

rgA = rg(A � A) = 1 ; also hat das charakteristische Polynom die Formz3 � 14z2 und

das Minimalpolynom ist
1
14

z2 � z, also ist X =
1
14

A � .

14.7 Unl •osbare und unterbestimmte Gleichungssysteme

Den folgenden Zusammenhang werden wir sp•ater ben•otigen.

Satz 14.15 Sei f : V ! W eine lineare Abbildung, dann ist(Ker( f � ))? = Im( f ).

Beweis: Seif � (v) = o, dann ist f•ur alle Vektoren w die Gleichung

hf � (v); wi = 0 = hv; f (w)i ;

erf•ullt, also liegt v in (Im ( f ))? , also ist Im (f ) � (Ker ( f � ))? . Sei F die Darstel-
lungsmatrix von f bez•uglich irgendwelcher Basen, sei dimV = n; dim W = m, dann
ist

dim Im( f ) = rg(F ) = rg(F � ) = dim Im( f � ) = r

und
dim Ker(f � ) = m � r;

also
dim(Ker( f � ))? = r;

daraus folgt die Behauptung.

In praktischen Beispielen kommen lineare Gleichungssysteme vor, die zu wenige Glei-
chungen enthalten, um eine eindeutig bestimmte L•osung zu besitzen. Manchmal ist
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es sinnvoll, aus der L•osungsmannigfaltigkeit eine L•osung mit minimalem Betrag aus-
zuw•ahlen. Wie das zu geschehen hat, wollen wir uns ansehen.

Sei alsoAx = b ein lineares Gleichungssystem,x 2 Rm ; b 2 Rn . Wir wissen vom Ende
des letzten Kapitels, da�

Rm = Im( A � ) � Ker(A)

gilt. Sei x eine L•osung des Systems, wir zerlegenx = x1 + x2, wo x1 in Im( A � ) und x2

in Ker(A) liegt, dann ist
Ax = Ax 1 + Ax 2 = Ax 1;

also ist x1 auch eine L•osung, weiter ist

jxj2 = jx1j2 + jx2j2 � j x1j2

und die untere Grenze wird f•ur x 2 Im(A � ) angenommen.

Weiter kann es vorkommen, da� ein Gleichungssystem nicht l•osbar ist, die Ursache kann
in kleinen (vernachl•assigbaren) Ungenauigkeiten der Eingangsdaten liegen, die sich aber
fatal auswirken: Der Gau�sche Algorithmus liefert nicht etwa eine N•aherungsl•osung,
sondern gar keine. Wir wollen eine

"
L•osung\ x suchen, wojAx � bj minimal ist, sicher

ist das ein vern•unftiger Kompromi�.

Der Wert von jAx � bj ist dann minimal, wenn Ax die orthogonale Projektion vonb
auf Im (A) ist. Es ist

Rn = Im( A) � Ker(A � )

wir zerlegenb entsprechend:b = b1 + b2. Da b1 in Im( A) liegt, ist Ax = b1 l•osbar und
jAx � bj ist minimal. Dadurch ist x noch nicht notwendigerweise endeutig bestimmt,
evtl. ist noch eine

"
L•osung\ minimalen Betrags auszuw•ahlen.

�

�

Der folgende Satz wurde von Penrose 1957 ver•o�entlicht.

Satz 14.16 F•ur x = A � b sind j Ax � bj und jxj minimal.

Beweis: Zu zeigen ist, da�x in Im( A � ) liegt und da� AA � b= b1 ist. Die erste Aussage
folgt aus

A � b= g(A � A)A � b

(mit den Bezeichnungen des ersten Satzes von Penrose).
Weiter ist AA � b die Orthogonalprojetion vonb auf Im (A), denn AA � b2 Im (A) und

hAA � b� b; AA� bi = hAA � b; AA� bi � h b; AA� bi ;
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AA � ist selbstadjungiert, also

= hb; AA� AA � bi � h b; AA� bi

= hb; AA� bi � h b; AA� bi = 0:

Beispiel:
Wir betrachten das unl•osbare Gleichungssystem

�
1 2
3 6

� �
x
y

�
=

�
1

� 1

�

Wir erhalten
�

x
y

�
=

1
50

�
1 3
2 6

� �
1

� 1

�
=

1
50

�
� 2
� 4

�
; die Probe ergibt

0

@
�

1
5

3
5

1

A ,

doch eine geh•orige Abweichung.

Moore-Penrose-Inverse von normalen Matrizen (d.h.A � A = AA � ) lassen sich leicht
berechnen. Zun•achst rechnen Sie bitte nach, da� man die Moore-Penrose-Inverse einer
Diagonalmatrix dadurch erh•alt, da� man die von Null verschiedenen Diagonalelemente
durch ihre Inversen ersetzt.

Satz 14.17 Sei A eine (quadratische) normale Matrix,U eine unit•are Matrix und D
eine Diagonalmatrix, so da� A = UDU � ist. Dann ist A � = UD � U� :

Beweis: Man rechnet es eben aus:
AA � A = UDU � UD � U� UDU � = UDD � DU � = UDU � = A usw.

14.8 Polynommatrizen

in diesem Abschnitt werden wir sehen, wie man das Minimalpolynom einer Matrix
bestimmen kann.

De�nition: Mn (R[x]) sei die Menge allern� n-Matrizen A(x) = ( aij (x)), wo die aij (x)
Polynome sind. Solche Matrizen hei�en Polynommatrizen.

SeiA(x) eine Polynommatrix, k sei das Maximum der Grade deraij (x), dann hei�t k
der Grad von A(x); k = deg(A(x)). Dann k•onnen wir jedesai (x) als

aij (x) = a(0)
ij xk + a(1)

ij xk� 1 + :: + a(k)
ij

schreiben und mindestens eina(0)
ij ist von Null verschieden.

Wir betrachten nun die Matrizen

A l = ( a(l )
ij ) 2 Mnn ;

dann ist
A(x) = A0xk + A1xk� 1 + : : : + Ak
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und A0 ist nicht die Nullmatrix.

Zum Beispiel:
�

x2 + x + 1 x3 � x + 2
2x x � 3x � 1

�
=

�
0 1
0 0

�
x3 +

�
1 0
0 1

�
x2 +

�
1 � 1
2 � 3

�
x +

�
1 2
0 � 1

�

De�nition: Die Polynommatrix a(x) hei�t regul •ar, wenn A0 regul•ar ist.

Polynommatrizen werden wie•ublich addiert und multipliziert.

Lemma 14.18 1. deg(A(x) + B(x)) � max(deg(A(x); deg(B(x));

2. deg(A(x)B(x)) � deg(A(x)) + deg(B(x));

3. wennA(x) oder B(x) regul•ar ist, so gilt im zweiten Fall Gleichheit.

Beweis: SeiA(x) = A0xn + : : : ; B(x) = B0xn + : : :, wo A0 6= 0 oder B0 6= 0 ist, dann
ist

A(x) + B(x) = ( A0 + B0)xk + : : : ;

also ist der Grad h•ochstens gleichn. Weiter sei A0 6= 0 und B0 6= 0; dann ist

A(x)B(x) = A0B0xn+ m + : : : ;

also ist der Grad h•ochstens gleichn + m. Wenn z.B. A0 regul•ar ist, so ist A0B0 6= 0;
der Grad also gleichn + m.

Satz 14.19 (Divsion mit Rest) SeienA(x); B(x) Polynommatrizen,B(X ) sei re-
gul•ar. Dann gibt es eindeutig bestimmte PolynommatrizenQ(x); R(x) mit A(x) =
Q(x)B(x) + R(x), wobei R(x) = 0 oder degR(x) < degB(X ) gilt. Q(x) hei�t der
rechte Quotient,R(x) der rechte Rest vonA(x) bzgl.B (x).

Beweis: Sei deg(A(x)) = l; deg(B(x)) = m. Falls l < m ist, setzen wir Q(x) =
0; R(x) = A(x).
Sei alsol � m, wir f •uhren die Induktion •uber l. Es gilt

B � 1
0 B(x)x l � m = Ex l + B � 1

0 B1x l � 1 + : : : + B � 1
0 Bmx l � m ;

die Matrix
A0B � 1

0 B(x)x l � m = A0x l + : : :

hat denselben h•ochsten Koe�zienten wie A(x), also hat

A(x) � A0B � 1
0 B(x)x l � m

h•ochstens den Gradl � 1: Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also MatrizenP(x)
und R(x), wo deg(R) < deg(B) oder R = 0 gilt, so da�

A(x) � A0B � 1
0 B(x)x l � m = P(x)B(x) + R(x);
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d.h.
A(x) = ( P(x) + A0B � 1

0 x l � m )B (x) + R(x):

Den Faktor vor B(x) nennen wir Q(x).
Die Matrizen Q und R sind eindeutig bestimmt, denn sonst g•abe esP und S mit

A = QB + R = RB + S

also
(Q � P)B = R � R;

da Q � P 6= 0 sein sollte, steht links eine Matrix vom Grad� m, rechts aber eine
Matrix vom Grad < m , also ist P = Q und R = S.

Folgerung 14.20 Dasselbe gilt mit vertauschten Faktoren:A = BP + S; S = 0 oder
deg(S) < deg(B); P hei�t linker Quotient und S linker Rest.

Es ist sicher nicht verwunderlich, das bei linker und rechter Division unterschiedliche
Quotienten und Reste auftreten, es kann sogar vorkommen, da� eine Matrix A bei
rechter Division durch B einen von Null verschiedenen Rest l•a�t, aber von links durch
B teilbar ist. (Suchen Sie ein Beispiel!)

Fr•uher haben wir in ein gegebenes Polynom eine (skalare) Matrix eingesetzt. Nun
wollen wir in eine Polynommmatrix A(x) 2 Mn (R[x]) eine Matrix B 2 Mnn einsetzen,
dabei m•ussen wir aber aufpassen: Sei

A(x) = A0xk + A1xk� 1 + : : : + Ak ;

dann de�nieren wir
A(B) = A0B k + A1B k� 1 + : : : + Ak :

Satz 14.21 Es seiB 2 Mnn und A(x) = Q(x)(Ex � B) + R, dann hat R den Grad 0,
ist also eine skalare Matrix und es giltA(B) = R.

Beweis: Wie Sie selbst bitte•uberpr•ufen, gilt

Ex i � B i = ( Ex i � 1 + Bx i � 2 + : : : + B i � 2x + B i � 1)(Ex � B);

wir multiplizieren von links mit Ak� i und summieren:

A0Ex k � A0B k + A1Ex k� 1 � A1B k� 1 + : : : + Ak � Ak

= A(x) � A(B) =
X

Ak� i (Ex i � 1 + : : : + B i � 1)(Ex � B);

den Faktor vor (Ex � B) bezeichnen wir mitQ(x) und erhalten

A(x) = Q(x)(Ex � B) + A(B);

alsoA(B) = R.
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14.9 Smithsche Normalform

Wir wollen Polynommatrizen Operationen folgenden Typs unterwerfen:
1. Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten,
2. Multiplikation einer Reihe mit einer Zahl r 6= 0;
3. Addition des f (x)-fachen einer Zeile zu einer anderen, dasselbe auch f•ur Spalten,
dabei seif (x) ein Polynom.

De�nition: Zwei Polynommatrizen hei�en•aquivalent, wenn sie durch eine Folge von
elementaren Operationen auseinander hervorgehen.

Zum Beispiel gehen die folgenden Matrizen durch elementareOperationen auseinander
hervor: �

x x + 1
x2 � x x2 � 1

� �
x x + 1
0 0

� �
x 1
0 0

� �
0 1
0 0

� �
1 0
0 0

�

Satz 14.22 Jede Polynommatrix ist zu einer Polynommmatrix der Form
0

B
B
B
B
@

i1(x) 0
: : :

i r (x)
0

0 0

1

C
C
C
C
A

•aquivalent, wobei jeweilsi k(x) ein Teiler von i k+1 (x) ist.

Beweis: Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen wird erreicht, da� deg(a11(x)) mini-
mal ist. Das Polynoma1k aus der ersten Zeile wird mit Rest durcha11 dividiert:

a1k = qa11 + r; deg(r ) < deg(a11) oder r = 0:

Nun subtrahieren wir dasq-fache der ersten Spalte von derk-ten Spalte, dann bleibt
an der Stelle (1; k) das r stehen. Wennr = 0 ist, ist es gut, sonst bringen wir es an die
Stelle (1,1) und beginnen von vorn. Nach endlich vielen Schritten sind alle Elemente
der ersten Zeile (au�er dem ersten) gleich Null. Dasselbe veranstalten wir mit der ersten
Spalte. Also istA(x) •aquivalent zur Matrix

0

@
a11(x) 0 : : : 0

: : :
0 A1(x)

1

A

Wenn a11 alle Komponenten vonA1(x) teilt, so bleibt das auch bei allen Operationen,
die wir k•unftig mit A1(x) ausf•uhren, erhalten. Wenn etwaaij (x) nicht von a11 geteilt
wird, so addieren wir die i -te Zeile zur ersten und beginnen von vorn. Dabei wird
sich der Grad vona11 weiter verkleinern. Wenn wir erreicht haben, da�a11 alle Kom-
ponenten vonA1(x) teilt, widmen wir uns A1(x) und bringen es in Diagonalgestalt.
Irgendwann sind wir fertig.

Wir fragen uns nun, ob die Polynomei1; i2; : : : von den gew•ahlten elementaren Ope-
rationen oder nur von der Matrix A(x) abh•angen. Die Antwort k•onnen wir aber erst
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etwas sp•ater geben. Zuerst•uberlegen wir uns, da� die Wirkung dieser Operationen
durch Multiplikation mit Matrizen folgernder Art realisie rt werden kann:

0

B
B
B
B
@

1 0
: : :
r

: : :
1

1

C
C
C
C
A

;

0

B
B
B
B
@

1 0
: : :

f (x)
: : :

1

1

C
C
C
C
A

;

0

B
B
B
B
@

1 0
: : : 1

1: : :
1

1

C
C
C
C
A

:

Dies sind Polynommatrizen, deren Determinante nicht vonx abh•angt, die also im
Bereich der Polynommatrizen eine Inverse besitzen.

De�nition: SeiA(x) = ( aij (x)) eine Polynommatrix.
Seid1(x) der gr•o�te gemeinsame Teiler alleraij (x),
d2(x) der gr•o�te gemeinsame Teiler aller 2-Minoren vonA(x),
. . .
di (x) der gr•o�te gemeinsame Teiler alleri -Minoren von A(x),
. . .
dn(x) = det A(x): Alle di seien normiert. Diedi hei�en die Determinantenteiler von
A(x).

Lemma 14.23 F•ur alle i gilt: di (x) teilt di +1 (x).

Beweis: Nach dem Entwicklungssatz ist jeder (i + 1)-Minor von A(x) eine Linearkom-
bination von i -Minoren, also teilt di jeden (i + 1)-Minor und damit auch di +1 .

De�nition: Wir setzen i0(x) = 1 ; i k(x) =
dk(x)

dk� 1(x)
, die i k(x) hei�en die Invarianten-

teiler von A(x).

Satz 14.24 Die Determinantenteiler einer Matrix •andern sich bei elementaren Ope-
rationen nicht. •Aquivalente Matrizen haben dieselben Determinantenteiler.

Beweis: Wir betrachten die•aquivalenten MatrizenA(x) und P(x)A(x)Q(x), wo P(x)
und Q(x) Produkte von Elementarmatrizen sind, ihre Inversen sind also auch Poly-
nommatrizen. Seibj (x) ein l-Minor von P(x)A(x)Q(x), nach dem verallgemeinerten
Determinantenmultiplikationssatz gilt

bj =
X

pi ai qi ;

wo die Polynomepi ; ai ; qi jeweils gewissel-Minoren von P(x); A(x) bzw. Q(x) sind.
Nun sei dl der l-te Determinantenteiler von A(x). Dann teilt dl jedesai , also teilt es
auch jedenl-Minor von P AQ und damit auch denl-ten Determinantenteiler vonP AQ.
Da durch Multiplikation von P AQ mit P � 1 und Q� 1 wieder A erhalten wird, stimmen
die Determinantenteiler •uberein.

Satz 14.25 Sei A(x) zu

0

@
a1

: : :
an (x)

1

A •aquivalent, weiter m•oge jedesak ein Tei-

ler von ak+1 sein, dann sind dieak(x) die Invariantenteiler von A(x).
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Beweis: Beide Matrizen haben dieselben Determinantenteiler dk , da sie•aquivalent sind.
Das Polynoma1 teilt alle Elemente der zweiten Matrix, also istd1 = a1. Die 2-Minoren
haben die Formai aj , sie werden alle vona1a2 geteilt, also ist d2 = a1a2. Analog sieht
man dk = a1 : : : ak .
Nun ist i1 = d1 = a1, allgemeiner

i k =
dk

dk� 1
=

a1 : : : ak

a1 : : : ak� 1
= ak :

Damit k•onnen wir unsere obige Frage beantworten: Die oben verbliebenen Diagonal-
elemente sind die Invariantenteiler der Matrix.

Folgerung 14.26 Zwei Polynommatrizen sind genau dann•aquivalent, wenn sie die-
selben Invariantenteiler besitzen.

De�nition: Zwei Matrizen A; B 2 Mn hei�en •ahnlich, wenn eine regul•are Matrix
X 2 Mnn existiert, so da� X � 1AX = B ist.

Im Kapitel •uber Normalformen haben wir uns st•andig mit •ahnlichen Matrizen befa�t
(ohne es zu wissen).

Satz 14.27 Die Matrizen A und B sind genau dann•ahnlich, wenn die Polynomma-
trizen A � Ex und B � Ex •aquivalent sind, also dieselben Invariantenteiler besitzen.

Beweis: SeiX � 1AX = B, dann ist

X � 1(A � Ex)X = X � 1AX � Ex = B � Ex;

also sindA � Ex und B � Ex •aquivalent.
Seien umgekehrtA � Ex und B � Ex •aquivalent, dann gibt es invertierbare Polynom-
matrizen P(x); Q(x), so da�

P(x)(A � Ex)Q(x) = B � Ex

gilt. Wir setzen
R(x) = P(x)� 1;

dann gilt
(A � Ex)Q(x) = R(x)(B � Ex):

Wir dividieren nun Q(x) von rechts mit Rest durchB � Ex und R(x) von links durch
A � Ex:

Q(x) = T(x)(B � Ex) + Q0;

R(x) = ( A � Ex)S(x) + R0;

dabei sindQ0 und R0 skalare Matrizen (sie haben den Grad 0). Also ist

(A � Ex)(T(x)(B � Ex) + Q0) = (( A � Ex)S(x) + R0)(B � Ex)

(A � Ex)(T(x) � S(x))( B � Ex) = � (A � Ex)Q0 + R0(B � Ex)
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Falls S 6= T ist, hat die linke Matrix einen Grad � 2; die rechte Matrix hat aber
h•ochstens den Grad 1, also ist

S(x) = T(x)

und damit

(A � Ex)Q0 = R0(B � Ex) = AQ0 � Q0x = R0B � R0x;

also
R0 = Q0 und AR0 = R0B:

Um die •Ahnlichkeit von A und B zu beweisen, m•ussen wir noch zeigen, da�R0 regul•ar
ist. Dazu dividieren wir P(x) = R(x)� 1 mit Rest durch (B � Ex):

P(x) = ( B � Ex)U(x) + P0;

dann ist

E = R(x)P(x) = (( A � Ex)S(x) + R0)(( B � Ex)U(x) + P0)

= ( A � Ex)S(x)(B � Ex)U(x) + R0(B � Ex)U(x) + ( A � Ex)S(x)P0 + R0P0;

Es ist
R0(B � Ex) = ( A � Ex)Q0;

also ist
E = ( A � Ex)(Q(x)U(x) + S(x)P0) + R0P0;

dies ist eine Darstellung der Restdivision vonE durch (A � Ex), die sieht aber so aus:

E = ( A � Ex)0 + E;

also ist R0P0 = E und R0 eine regul•are Matrix.

Die in einem Invariantenteiler einer Matrix auftretenden Potenzen eines irreduziblen
Teilers des Invariantenteilers hei�en deren Weierstrasssche Elementarteiler. Diese ent-
sprechen (•uber dem K•orper der komplexen Zahlen) den Jordanbl•ocken zum entspre-
chenden Eigenwert. Zwei Matrizen sind genau dann•ahnlich, wenn ihre Invariantenteiler
•ubereinstimmen.

Wir wenden uns nun dem Minimalpolynom der MatrixA 2 Mnn zu. Dazu betrachten
wir die Polynommatrix A � Ex. Die Matrix

B(x) = ( bij (x))

sei die aus den Adjunkten (den (n � 1)-Minoren) von A � Ex gebildete Matrix, sie
hat den Grad n � 1; es seid1(x) der erste Determinantenteiler vonB(x), also der
gr•o�te gemeinsame Teiler derbij (x). Wir teilen alle bij (x) durch d1(x), es gibt also eine
Polynommatrix C(x), deren erster Determinantenteiler gleich 1 ist, mit

B (x) = d1(x)C(x):
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Aus der Formel f•ur die Inverse einer Matrix erkennen wir

(A � Ex)B(x) = det( A � Ex)E = cA (x)E;

dabei ist cA (x) das charakteristische Polynom von A. Also gilt

cA (x)E = d1(x)(A � Ex)C(x);

also ist cA (x) durch d1(x) teilbar:

cA (x) = d1(x)m(x);

m(x)E = ( A � Ex)C(x);

d.h. die Polynommatrix m(x)E ist ohne Rest durchA � Ex teilbar, also gilt

m(A)E = m(A) = 0 ;

also ist m(x) ein annulierendes Polynom f•ur A.

Satz 14.28 m(x) ist das Minimalpolynom vonA, es gilt m(x)d1(x) = cA (x).

Beweis: Sein(x) das Minimalpolynom von A, dann ist m(x) = f (x)n(x) und n(x)E
ist durch A � Ex teilbar:

n(x)E = ( A � Ex)D(x);

also
m(x)E = ( A � Ex)D(x)f (x) = ( A � Ex)C(x);

folglich ist C(x) = D(x)f (x), d.h. f (x) ist ein gemeinsamer Teiler der Komponenten
von C(x), also ist f (x) = 1 und m(x) = n(x).

Folgerung 14.29 (Hamilton-Cayley) cA (A) = 0 :

Folgerung 14.30 Das Minimalpolynom vonA ist gleich dem h•ochsten Invarianten-
teiler von A - Ex.

Beweis: Sei

P(x)(A � Ex)Q(x) =

0

@
i1

: : :
in

1

A

;

Wir wissen, da� cA (x) = i1 : : : in ist. Sei wiederB(x) die Matrix der Adjunkten von
A � Ex, dann ist

(A � Ex)B(x) = cA (x)E

= P(x)cA (x)P(x)� 1

= P(x)(A � Ex)Q(x)Q(x)� 1B(x)P � 1

=

0

@
i1

: : :
in

1

A

0

@
bn ?
: : :
? b1

1

A =

0

@
i1 : : : in

: : :
i1 : : : in

1

A
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da die i k 6= 0 sind, ist auch die zweite Matrix eine Diagonalmatrix und es gilt

bn = i2 : : : in ;

bn� 1 = i1i3 : : : in ;

: : :

b2 = i1 : : : in� 2in ;

b1 = i1 : : : in� 1:

Nun teilt b1 das Polynomb2; b2 teilt b3 usw., also sind diebk die Invariantenteiler von
B(x), es ist cA (x) = b1m(x), also ist m(x) = in (x).


