Was k ennen Computer ?

Hubert Grassmann, 23. April 2010

Cum deus calculat t mundus.
Wahrend Gott rechnet, entsteht die Welt(Leibniz)
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6 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Die erste Version dieses Skripts wurde im Jahre 1996 eiisteNerwende nicht digneue\
Schreibweise.

Das Anliegen dieses Kurses ist es zathst, Kenntnisse zu vermitteln und Fertigkeiten
zu entwickeln, die zur Nutzung von Computern zur bsung mathematischer Probleme
befmhigen, und, weiter gefat, eine Einfihrung in die sinnvolle Nutzung vorhandener
Computerprogramme zu geben. Dazu gelen solche Problemkreise wie

Was kann ein Computer, was kann er nicht?
Welche vorhandenen Programme kann man waf nutzen?

Was tut ein in einer bestimmten Programmiersprache vorgejees Programm?
Wie implementiert man bekannte Algorithmen in einer Progrenmiersprache?

Welche Meglichkeiten bieten Computer zur Kommunikation?

Wie erstellt man (mathematische) Texte?

Die Antworten auf solche Fragen wollen wir in der Vorlesungnd den zuge®rigen
Ubungen sowie im Praktikum gemeinsam erarbeiten.

Vorab will ich drei Zitate anbringen, die uns zu denken gebesollten.

Das erste ist dem im Jahre 1957 erschienenen BudPraktische Mathematik fer Inge-
nieure und PhysikeA von R. Zurmehl entnommen (S. 5/6):

Auch das Zahlenrechnen ist eine Kunst, die gelernt sein wikks erfordert s&ndige
Sorgfalt und Konzentration, und auch dann lassen sich Rectfiehler nicht ausschalten.
Zu deren Aufdeckung sind, soweit irgend eglich, laufende Kontrollen in die Rech-
nung einzubauen, und wo es solche nicht gibt, ist doppelt zehmen, z.B. von zwei
Personen parallel. Es emp ehlt sich das Arbeiten mit dem B#tift, um leicht korrigie-
ren zu kennen. Die Anlage gutuberlegter undubersichtlicher Rechenschemata . . . hilft
Fehler vermeiden und erlaubt es vor allem, die Rechnung alegeten Hilfskraften zu
uberlassen.

Als Hilfsmittel standen damals z.B. Logarithmentafel, Reeenschieber und mechanische
Rechenmaschinen zur Vesigung.
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H. J. Appelrath und J. Ludewig geben in ihrem, Skriptum Informatik\ von 1995 fol-
gende Hinweise zum Programmierstil (S. 96):

Programme sollten mit kleinstrglichem Aufwand korrigier- und modi zierbar sein.
Ein Ansatz zur Erlangung dieses Ziels ist eine hohe Lokalitdurch enge @iltigkeitsbe-
reiche. Gre tm egliche Lokali&t ist daher vorrangiges Ziel einer guten Programmierung!
Ein Programm sollte daher folgende Merkmale aufweisen:

Die auftretenden Programmeinheiten (Prozeduren, Funktieen, Hauptprogramm)



sind uberschaubar.

Die Objekte sind so lokal wie wglich de niert, jeder Bezeichner hat nur eine
einzige, bestimmte Bedeutung.

Die Kommunikation zwischen Programmeinheiten erfolgt veugsweiseiber eine
meglichst kleine Anzahl von Parametern, nichiber globale Variablen.

Schlie lich gehen Golub und Ortega in,Scienti c Computing\ (1996) darauf ein, was
ein gutes Programm ausmacht:

Zuverlassigkeit { Das Programm darf keine Fehler enthalten; man muaarauf
vertrauen konnen, da es das berechnet, was man zu berechnen beabgjthti

Robustheit { Das Programm ... mu in der Lage sein, ...ungegnete Daten zu
entdecken und sie in einer den Benutzer zufriedenstellendart und Weise zu
behandeln.

Portierbarkeit { Gewehlich erreicht man das dadurch, da man das Programm
in einer maschinenunablngigen heren Programmiersprache wie FORTRAN
schreibt und keine, Tricks\, die sich auf die charakteristischen Eigenschafte

eines speziellen Rechnersegzen, benutzt ...

Wartungsfreundlichkeit { Es gibt kein Programm, das nicht an Zeit zu Zeit
geandert werden mu, ...und dies sollte mit meglichst geringer Mihe gesche-
hen lennen.

Den Kern trit auch die Aussage des amerikanischen Industilen Ch. Kettering: Ein
Problem wird nicht im Computer gebst, sondern in irgendeinem Kopf. Die ganze Ap-
paratur dient nur dazu, diesen Kopf so weit zu drehen, da eria Dinge richtig und
vollsendig sieht.

Und schlie lich ein Zitat von Petros Markaris, , Live\: ,Der Computer ist der kligste
Trottel, den Sie sich vorstellen bnnen. Es kommt darauf an, wie Sie ihn berzen.\
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1.1  Zahldarstellung im Computer

Wenn im Computer ein Programm abéuft, so be nden sich im Arbeitsspeicher In-
formationen, die auf unterschiedliche Weise interpretienwerden: einerseits sind dies
.Befehle\, die abzuarbeiten sind, andererseitDaten\, die zu bearbeiten sind.

Was sind, Daten\?

Die kleinste Informationseinheit kann in einem Bit abgeldgverden. Ein Bit kann genau
eine von zwei Informationen der Art,ja/nein\, ,an/aus\, ,wahr/falsch\, , 0/1\ usw.
enthalten.

Der kleinste adressierbare Datenbereich ist ein Byte , dasd acht Bit. Ein Byte kann
also 256 verschiedene Werte annehmen.

Solche Werte lennen als Zahlen (0 x  255), als logischer Wert, als Druckzeichen
(A", 'B', ...), als Speicheradresse oder als Maschinenlsfl interpretiert werden.

Fur viele Zwecke reicht diese Informationsmenge nicht aus,emst fat man zwei oder
vier Byte zu einem,, Maschinenwort\ zusammen, ein Wort kann also® = 65536 bzw.
232 = 4:294967296 Werte annehmen.

Zur Darstellung negativer Zahlen gibt es mehrere bblichkeiten. Wenn das bchstwer-
tige Bit bei nichtnegativen Zahlen auf O, bei negativen Zabh auf 1 gesetzt wird, so
schmnkt dies den darstellbaren Zahlbereich auf 2'° ein.

7 = 0111; -7 = 1111

Eine anderer Moglichkeit ist es, die zur positiven Zahlx entgegengesetzte Zahtl
dadurch zu gewinnen, da man alle Bits umkippt, dies nennt madas Einerkomplement
von X. Zum Beispiel

01101100 =64 + 32 + 8 + 4 = 108
10010011

Auch hier gibt das echste Bit das Vorzeichen an, weiter gilt

X + x1 =11111111 =28 - 1
Wenn zum Einerkomplement noch 1 addiertX2 = x1 + 1 = 1001010) so gilt

X + x2 = 28 = 1|00000000 = 0
wenn man das neunte Bit einfachuberlaufen & t. Diese Darstellung der zux entgegen-
gesetzen Zahl hat die angenehme Eigenschaft, da - y = x + y2 gilt. Die Subtrak-
tion ist auf die Addition des sogenannten Zweierkomplementzurickgetihrt worden.

X
x1

Die Bearbeitung der Daten geschieht in sogenannten Registediese lonnen je ein
Wort aufnehmen, und ein DOS-Maschinenbefehl wieDD AX,B¥exadezimal: 03 C3,
dezimal: 3 195) bewirkt die Addition des Inhalts des Registe BXzum Inhalt von AX
Neben arithmetischen Operationen (Addition, Subtraktion Multiplikation, Division
mit Rest) stehen z.B. bitweise Konjunktion, Shift-Operaton usw. zur Verkigung.

Um das Erstellen eigener Programme zu erleichtern, wurdeeitsden 60er Jahren,hehe-
re\ Programmiersprachen entwickelt. Sie sollten den Progmmierer davon entlasten,
den Maschinencode kennen zu wssen, die Adressen der Daten zu verwalten, kom-
plexe Datenstrukturen (mehr als nur Zahlen) zu verwalten sae hau g angewandte
Befehlsfolgen bequem aufzurufen.

Wir geben hier eine Ahnentafel der gelwuchlichsten Programmiersprachen an (nach
Appelrath/Ludewig);



1.1 Zahldarstellung im Computer 11

1945 Plankalll (K. Zuse fur Z3)

1952 Assembler 1970 Prolog Pascal
1956 Fortran? 1974 C

1959 Algol60 1975 APL2

1960 LISP COBOL? 1977 Fortran77 MODULA-2
1962 APL?3 BASIC 1980 Smalltalk-80 ADA

1964 PL1 1987 C++

1967 SIMULA 1988 Oberon
1968 Algol68 1990 Fortran90

1969 Logo 1995 Java

Als nutzbarer Zahlbereich stehen alsaif 2-Byte-Zahlen nur die Zahlen zwischen 0 und
65355 oder, wenn man daselchste Bit als Vorzeichenbit interpretiert, zwischen -328
und 32767 zur Verigung, das sind die Zahlen, deren Datentyp man alSITEGERe-
zeichnet. Da dies, au er bei der Textverarbeitung undhnlichen Problemen, nicht aus-
reicht, stellen where Programmiersprachen zaszlich Gleitkommazahlen zur Vereigung,
die wie bei Taschenrechnern in der Form 1.23456E-20 dargsstwerden, dabei ist die
Mantisse meist auf sechs bis acht Dezimalstellen und der Eoqent auf Werte zwischen
-40 und 40 beschankt. Diese Schranken sind stark Hardware- und implementans-
abhangig, auch 16-stellige Genauigkeit und Exponenten bis317 sind nmeglich. Es gibt
hier Standards, an die sich eigentlich jeder Computerhegdter halten el te, darauf
gehen wir nun ein.

Wir kommen also zu den Gleitkommazahlen (Typ-Naméoat, double ). Hierzu ist
zunachst folgendes zu sagen:

1. Es gibt nur endlich viele Gleitkommazahlen.

2. Die Bilder der vorhandenen Gleitkommazahlen sind auf detahlengeraden un-
terschiedlich dicht. Wenn z.B. mit 7stelliger Mantisse gerchnet wird, so ist die
Nachbarzahl von 10 10 1° die Zahl 1:000001 10 °, der Unterschied ist 101,
Die Nachbarzahl von 10 10 ist 1:000001 10'°; der Unterschied ist 16. Das hat
folgende Konsequenzen:

3. Das Addieren einer kleinen Zahl zu einer gro eandert diese evtl. nicht (das
macht aber nichts).

4. Die Subtraktion fast gleichgro er Zahlen kann zu erheldhen Fehlern éhren; da
sich die ®threnden Zi ern gegenseitig ausischen, werden hinten Nullen nachge-
schoben. Dieser in der Dualdarstellung der Zahlen noch dichre E ekt wird
aber nach der Konvertierung in die Dezimaldarstellung vechleiert. Deshalb lau-
tet eine goldene Regel: Vermeidbare Subtraktionen fast glegro er Zahlen sollen
vermieden werden.

formula translator
2common business oriented language
3a programming language
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Wir wollen einige E ekte vorstellen, die beim Rechnen mit Gditkommazahlen auftre-

ten: Die Terme
p 1 1

99 70 2= p— = p—
99+70 2 (L+ 2)8

ergeben bei (dezimaler) 10-stelliger Genauigkeit die Wert
0.0050506600000, 0.005050633885, 0.005050633890,
bei 5-stelliger Genauigkeit erhalten wir
0.006, 0.0050507, 0.0050508,
bei 3-stelliger Genauigkeit (so genau konnte man mit einemehenschieber rechnen)
0.300, 0.00506, 0.00506.
Mein Taschenrechner mit 8stelliger Genauigkeit liefert irallen drei Fallen dasselbe:
0.0050506

Um die Subtraktion fast gleichgro er Zahlen zu vermeiden,ifgt es ein paar Tricks:

111
X x+1 x(x+1)
1 1.2 2
x+1 x 1 x(x2 1) x
IDx+1 pizp—lp:
X+1+ X

. . P . :
Wir berechnen noch die Summe _; &, und zwar einmal vorverts und einmal rickwerts:

n ‘ vorwarts reckwarts
10| 2.928 968 254 ... 54
100| 5.187 377 520 ...19
1000| 7.485 470 857 ... 65

Das zweite Ergebnis ist genauer, da zuerst die kleinen Zahkeddiert werden. Zu bemer-
ken ist au erdem, da diese divergente Reihe auf Computernokvergiert (Das Ergebnis
liegt etwa bei 14).

1.2 Gleitkommazahlen und der IEEE-Standard

Gleitkommazahlen werden in einer Form dargestellt, die ddexponentenschreibweise

m 1C° ahnelt. Anstelle der Basis 10¢fr Dezimalzahlen wird die Basis 2 verwen-
det, wenn ein Maschinenword von 32 Bit zur Vesfgung steht, so lennte ein Bit fur
das Vorzeichen (O dr +, 1 fur ), acht Bit fur den Exponenten verwendet werden.
Wenn negative Exponenten in Zweierkomplementdarstellungeschrieben werden, sind
als Werte hiertr { 128 bis 127 meglich. Die restlichen 23 Bit stehensfr die Mantisse
zur Verfagung:

X = lpb:iib

Die Darstellung hei t normalisiert, wennly =1, also 1 x< 2 ist.
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Wir uberlegen, warum die normalisierte Darstellung Vorteile dt:
1
0 (0:0001100110011 3),

Da wir den unendlichen 2er-Bruch abschneiden wmssen, behalten wir maglichst viele
signi kante Stellen, wenn wir auf die fthrenden Nullen verzichten. Die normalisierte
Darstellung von % ist 1:100110011:: 2 4. Fur die Zahl Null = 0:0:::0 exisiert keine
normalisierte Darstellung.!

Die Lecke zwischen der Zahl 1 und dereacthstgm® eren Zahl heit die Maschinenge-
nauigkeit ; dies ist die kleinste Maschinenzahl, die bei der Additionuz 1 etwas von
1 verschiedenes ergibt. Hier ist also =2 22, Wenn wir mit 2 f +; ; ; :geine
Rechenoperation mit exakten Zahlen und mit die entsprechende Rechenoperation
mit Maschinenzahlen bezeichnen, so gilt

a b=(a b (1+k) mit jkj< :

Wir veranschaulichen die Verlltnisse, indem wir uns einen Spielzeugcomputer vor-
stellen, wo #Ir jede Mantisse 3 Bit zur Vertigung stehen und der Exponent die Werte
1;0; 1 annehmen kann, also
bbby 27
Die gre te darstellbare Zahlist (1:11), 2* = 3:5, die kleinste positive ist (100), 2 ! = %
Insgesamt sind die folgenden und die zu ihnen entgegengetat darstellbar:

O’ 21818'8? 1’ lZ’ lil 1212’ 2513’ 35

o 1 2 3

Die Maschinengenauigkeit ist = 0:25. Die Leicke zwischen der Null und der kleinsten
positiven Zahl ist viel gm er als die Lecken zwischen den kleinen positiven Zahlen.

Die oben genannte Darstellung von Zahlen wurde bei Rechnetar IBM 360/370 - Serie
in den 70ger Jahren verwendet. Auf der VAX wurde die Maschingenauigkeit dadurch
halbiert (2 2%), da man die fuhrende 1 in der normalisierten Darstellung weglie und
somit ein Bit fur die Mantisse gewann.

Bei der Darstellung der Null ging das allerdings nicht, denhier gibt es keine #hrende

1 und :000000 bedeutet eben die Zahl 1. Hier mu te also eine Sondsgelung getro en

werden. Dawrberhinaus ist es sinnvoll, die kicken um die Null zu #llen. Fer diese
neue Darstellung wird das Exponentenfeld mitgenutzt, wasiel maximal meglichen

Exponenten etwas einsctemkt. Es wird namlich zum Exponenten ein,Bias\, z.B. 127,

addiert (ein Bit werde sowieso #r das Exponentenvorzeichen bantigt). Die fehrende

1Seht ihr den Mond dort ,ehen,
er i, nur halb zu sehen
und i, do... rund und s...3n.
so sind wohl man...e Sa...en,
die wir getro, verla...en,
weil unsre Augen sie ni...t sehn.
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1 in der normalisierten Darstellung wird weggelassen, elmndie #hrende 0 bei den
nichtnormalisierbaren (hidden bit).

Die im folgenden behandelte Darstellung wurde 1985 als IEERandard 754 (Institute
for Electrical and Electronics Engineers) entwickelt. Diger Standard wird von den
fuhrenden Chipherstellern Intel und Motorola sorgiltig eingehalten.

Die Bedeutung der Bitfolgen a;:::ag by :::bps ist aus folgender Tabelle abzulesen:

# hidden bit
a;:...ag numerischer Wert
0...00=0 Ob:::by 2 20
0...01=1 Lb by 2 126
0...10=2 Lb by 2 125

01...1=127 |1b:::bps 20
10...0=128 | Lby:::bpy 2¢

11 ...10 = 254| 1:b ::: by 2%
11...11 =255 1 ,wennb =:::=b3=0
.hot a numben sonst

Bemerkungen

1. Der Zahlbereich umfat etwa 10 bis 1G8, die Genauigkeit betmgt 6 bis 7
Dezimalstellen.

2. Anstelle des Exponentere wird e + 127 gespeichert (biased representation, be-
ein u te Darstellung).

3. Die Zahlen in der ersten Zeileeflen die Lecke zwischen 0 und den kleinsten nor-
malisierten Zahlen, diese Zahlen hei en subnormal. Die Gauigkeit subnormaler
Zahlen ist geringer als die normalisierter.

4. Der Vergleich zweier Zahlen kann durch bitweisen Vergtéi von links nach rechts
durchgetihrt werden, wobei man beim ersten Unterschied abbrechenrka

5. Durch Einfuhrung des Symbolsl kann bei Division durch Null ein de nierter
Zustand hergestellt werden.

6. Die angegebene Darstellung heit IEEE single precisiodaneben gibt es double
precision (64 Bit) und extended precision (auf PCs 80 Bit).

Ausnahmebehandlung: Divsion durch Null

In den 50er Jahren gab man als Ergebnis einer Division durchulNeinfach die ge te
darstellbare Zahl aus und ho te, da der Nutzer dann schon nrken weirde, da da
etwas nicht stimmt. Das ging aber so oft schiefl( 1 = 0), da man spater dazu
eiberging, das Programm mit einer Fehlermeldung abzubreaineDas mu aber nicht
sein:
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Der GesamtwiderstandR zweier parallelgeschalteter Widersinde R;; R, ist gleich

1
R=+1,7
R1 R>
Wenn R; =0 ist, so ist
1 1 1
R:l+L:1+L:1_=0;
0 R2 R2

was ja auch sinnvoll ist.

Im IEEE-Standard sind sinnvolle Ergebnisseefr % =1;x+1 =1;:::; aberl
0;0=0;1 1 ;1 =1 Iliefern Ergebnisse vom Typ NaN (not a number), und weitere
Operationen mit NaNs ergeben NaNs, so da man den Fehler ddoeich suchen kann.

Runden

Seix eine reelle Zahl (ein unendlicher Zweierbruch); mix wird die nachstkleinere
Gleitkommazahl bezeichnet, sie entsteht durch Abschneidenach dem 23. Bit. Mit x.
wird die nachstgm® ere Gleitkommazahl bezeichnet. Wenrhy,; = 0 ist, so setzt man
s = 1. Wenn aber bz = 1 ist, so erhalt man x. durch einige Bitbertrage.

Die zur reellen Zahlx gerundete Gleitkommazahl ist entweder oderx. , jenachdem,
ob nach oben oder unten oder zurachstliegenden Zahl gerundet werden soll (letzteres
ist am meisten verbreitet). Falls die Entscheidung unentdéeeden ausgeht, ist die Zahl
zu wahlen, deren letztes Bit gleich O ist.

Bei Multiplikationen/Divisionen mit Gleitkommazahlen ist das exakte Ergebnis oft
keine Gleitkommazahl; der IEEE-Standard fordert, das das @&ultat der korrekt ge-
rundete Wert des exakten Ergbenisses ist. Dazu ist es z.B.il&ubtraktionen netig,
mit mindestens einem zustzlichen Bit (nach dem 23.) zu rechnen; wir berechnen als
Beispiel

.00 2° 111 2'=1:002°3=1

[oc XN
1
@Il =

mit dreistelliger Mantisse:

1.00 1.00
- 0.11]1 - 0.11
0.00|1 0.01

Wenn die 1 nach dem senkrechten Strich weggelassen wordearay erhielte man das
falsche Ergebnis 2.

Dieses zuatzliche Bit war urspreinglich bei IBM-360-Rechnern nicht vorgesehen und ist
es heute auf Cray-Rechnern immer noch nicht. Die Registemer korrekt arbeitenden
Maschine, etwa im 387er Koprozessor, im 486 DX oder im Pentiusind also breiter
als 32 Bit. Wenn kein Koprozessor vorhanden ist, so wird diel&@tkommaarithmetik
vom verarbeitenden Programm emuliert und man ist zuechst nicht sicher, ob dabei
der IEEE-Standard eingehalten wird. Weiter ist zu beachtenda die in Registern vor-
handenen Zahlen eine dhere Genauigkeit besitzen, als in einer Gleitkommavaribdm
abgespeichert werden kann.
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Beispiele
Wenn viele Zahlenay;:::;a, zu addieren sind und man das naheliegende Verfahren
s=s+ a; 1 =1;:::;n verwendent, so wird, wenn etwaa; die restlichen Summan-

den deutlich dominiert, das Ergebnis fast gleicta; sein, selbst wenn die Summe der
restlichen Terme | f ur sich genommen | einen bedeutenden Beitrag liefern wrde. In
diesem Fall vare es besselg; + (a, + :::+ a,) zu berechnen, da das Assoziativgesetz
nicht gilt. Die beschriebene Situation kann man natrlich nicht voraussehen.
Das Ergebnis lennte genauer sein, wenn wir schrittweise benachbarte Suranden
addieren:

(ar+ @) +(ag+ &) +

Noch besser &nnte es gehen, wenn die Paare jeweils betragsig dieselbe G® en-
ordnung hatten, die Folge dera; also zuvor sortiert weirde.

Wie man so etwas organisieren kann, werden wir im Lauf des Sesters sehen. Es
wird dann ein heherer Organisationsaufwand betrieben (was Zeit kostetpber die
Genauigkeit des Ergebnisses kann eigentlich nicht schlemhwerden.

Im Allgemeinen ist es am Besten eine Folge zu summieren, wenuerst die betragsm ig
kleinsten Summanden verarbeitet werden.

Ahnliche E ekte treten beim symbolischen Rechnen (bei Comyteralgebrasystemen)
auf; hier treten keine Genauigkeits-, sondern Zeit- und Spherplatzprobleme auf. Auch
hier mu man bei komplexen Algorithmen nachschauen, welch®peration zu welchen
Zeitpunkt ausgetihrt bzw. unterlassen werden sollte. Auch dazu sper mehr.

Zum Abschlu sollen die durch die Computerarithmetik verusachten E ekte an zwei
Beispielen dargestellt werden.
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem mit der Koe #ntenmatrix

0.8647 0.5766 0.2885
0.4322 0.2882 0.1442

Der Gau sche Algorithmus liefert

1.0 0.0 -0.999999996799227
0.0 1.0 1.9999999951999508

Die exakte Losung ist ( 1; 2); die Cramersche Regel liefert
( 0:99999999861222121:9999999986122212; in beideralen ist nur die Helfte der
angegebenen Dezimalstellen korrekt.

Noch ein Gleichungssystem:

6.4919121E7 -1.59018721E8 1.0
4.18695205E7 -1.02558961E8 0.0

Die Koe zienten sind ganzzahlig, die Losung ist (20511792283739041); der Gau sche
Algorithmus liefert

1.0 -2.449489742783178 0.0
0.0 0.0 1.0
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was auf Unbsbarkeit hindeutet; die Cramersche Regel ergibt (1255896 E 8; 4:1869520%& 7)

Das hei t: die angewandten Rechenverfahren sind nicht immegeeignet. Wie man mit
solchen Problemen klarkommt, lernen Sie in der Numerischétathematik.

Weitere Beispiele, wie sich Rundungsfehler dramatisch auvsken kennen, ndet man
bei Der er/Peschik (9.3).

Berechnung von
Wir zeichnen einen Kreis und beschreiben ein Sechseck eiassen Um-

fang ist ps = 3. Nun unterteilen wir die Abschnitte, wir beschreiben ein
12-, 24-Eck ein usw. kr die Umfange gilt

S

2 2
bm=n 2 2 1 PnTog <P

"1 e —
n 242" 1 (m)

Fer ein 3072-Eck erlalt man die Werte
3.1415925165881546 der Unterschied zu ist
-1.3700163847829572E-7 (linke Formel) bzw.
3.141592516692157 der Unterschied ist
-1.368976358939733E-7 (rechts).

12288 3.1415926453212157 -8.268577378345299E-9
12288 3.1415926450336906 -8.556102493173512E-9

1.3 Linux

Wir werden die Ubungen und das Praktikum am Rechner durcleihren, und zwar unter
dem Betriebssystem Linux (von Linus Torvalds, Helsinki 199. Hier soll kurz eine
Ubersicht mber die wichtigsten Kommandos gegeben werden:

yppasswd andern des Pa worts

man kommando zeigt das Manual zum kommando

cd name wechselt in das Unterverzeichnigmame

cd .. wechselt in daseibergeordnete Verzeichnis

cd wechselt in das Heimatverzeichnis

more name zeigt den Inhalt der Datei namebildschirmweise
Is zeigt Inhaltsverzeichnis

Is -al zeigt Inhaltsverzeichnis detailliert

Is -al | more  zeigt Inhaltsverzeichnis detalilliert, jeweils ein Bildgairm
top zeigt Liste der aktiven Programme mit Nummer
mkdir a erstellt Unterverzeichnisa

cpab kopiert die Datei a in die Datei b

mv a b verschiebt die Dateia in die Datei b

rm a lescht a (unwiederbringlich)

ps -aux zeigt die aktuellen Prozesse an

kill nummer loscht den Prozess mit der Nummenummer

chmod andert Zugri srechte
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Das Kommandochmodbestimmt die Zugri srechte far den User (u), die Gruppe (g),
und alle Welt (a); die Rechte sind Lesen (r = 4), Schreiben (w =2) und auskihren (x
= 1) (bei Verzeichnissen bedeutet x: Zugang).

Also chmod 744 *bedeutet: ich kann alles, alle &nen nur lesen.

Ein nutzliches Programm, das bei Unix/Linux verkigbar ist, um Dateien zu kompri-
mieren, ist zip ; die Syntax ist

Zzip name dateien

dabei ist nameder Name des Archivs, wo etwas hingepackt werden sollamlich die
Dateien. Das auspacken machinzip :

Examples (see unzip.txt for more info):
unzip datal -x joe => extract all files except joe from zipfil e datal.zip
unzip -p foo | more => send contents of foo.zip via pipe into pr ogram more
unzip -fo foo ReadMe => quietly replace existing ReadMe if ar  chive file newer

Einige Tasten der Tastatur erdllen dieselbe Punktion wie eine andere, sind also nicht
unbedingt netig. Die Tastatur kann man sich (unter dem X-System) umde eren,
indem man in die Datei.xinitrc ~ zum Beispiel die Zeile

xmodmap -e " keycode 79 = braceleft "

eintragt. Dadurch erhalt man die geschweiftee nende Klammer auf der Taste 7 im
numerischen Block (allerdings erst beim achsten Einloggen). Die Codes der Tasten:

7779187809781
4718357846785
1718727883789

Die einzelnen Zeichen haben Namen:

&ampersand \ backslash  deadtilde ( parenleft
{ braceleft [ bracketleft | bar

Das Zeichen@ das man mit der Tastenkobmination<Alt Gr>q erhalt, heit ,at\ und
hat den Code 24.

In der Entwicklungsumgebung KDE, die Sie sofort betreten, ilgt es einige lkonen;
die wichtigste ist eine Muschel (in neueren Versionen ist esn Monitor), also eine
.shell\, hier wird ein Fenster g® net, wo Befehle eingegeben werderskinen und wohin
die Ausgabe erfolgt. Beim Kommandds werden Dateinamen in schwarzer Schrift
aufgelistet, austihrbare Programme in roter, Unterverzeichnisse in blauercBrift. Mit
der "- Taste kann der letzte Befehl wiederholt werden, mittels de<tab>-Taste werden
Eingabe-Bruchsticke ergngzt, soweit das eindeutig raglich ist.

Eine weitere lkone ist durch einen dicken Bleistift oder ear Schreibfeder symboli-
siert, dies ist der Editor KEdit. Unter ,Einstellungen\ kann man die Hintergrundfarbe
wahlen; das ist hilfreich, um zwischen dem Shell- und dem Edifenster unterscheiden
zu kennen.
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2 Java-Grundlagen

Vorbemerkungen:

Java ist nicht ,einfach\ zu erlernen, es ist eingrichtige\ Programmiersprache, deren
Regeln man sich erarbeiten mu .

Java-Programme werden in einenBytecode\ ebersetzt, zur Ausiihrung ist ein In-
terpreter notwendig. Daraus resultiert das Vorurteil, da Java langsam sei. Daran ist
etwas Wahres: Rechenintensive Programmknen im Vergleich zu C-Programmen bis
zum 10-fachen der Rechenzeit betigen. Daran arbeiten die Java-Entwickler.,Viele
Beobachter gehen davon aus, da Java-Programme in 2-3 Jahrgenausoschnell wie
C/C++-Programme laufen.\ Dieses Zitat stammt aus dem Jahr B97.

Das Abtract Windowing Toolkit (AWT), das Graphik-Routinen bereitstellt, werden
wir manchmal nutzen, ohne da hier auf dessen Funktionalét eingegangen wird.

Die zu bearbeitenden Daten werden al3/ariablen\ bezeichnet (dies hat nichts mit dem
gleichnamigen Begri aus der Analysis zu tun!), Konstanten\ sind spezielle Variable,
deren Wert beim Programmestart feststeht und der nicht mehr gandert werden kann.

Jede im Programm verwendete Variable hat einen Namen, dersaden Zeichen A, B,
., Z,a b, ...z 0,..,9 und dem Unterstrich zusammengézeist; dabei darf das
erste Zeichen keine Zi er sein.

Vor einer ersten Verwendung einer Variablen mu def, Typ\ der Variablen festgelegt
werden (die Variable wird,deklariert\). Der Typ einer Variablen legt einerseits fest
wieviel Speicherplatz hiemir bereitgestellt werden soll; andererseits wird anhand de
Typen wahrend der Ubersetzung festgestellt, ob mit den Operanden auseirende
Operationen erlaubt sind, eine Typunvertaglichkeit fehrt zu einem Syntaxfehler. Dies
ist fur den Programmierer oftargerlich, aber immer hilfreich, weil sich bei Syntaxfeh-
lern (neben Schreibfehlern) oft echte Programmierfehlentlecken lassen. Allerdings
sind verschiedene Programmiersprachen unterschiedlictiesig bei der Typ-Prefung.
Manche Sprachen lassen sogar arithmetische Operationensalien Zahlen und Wahr-
heitswerten zu. Auf der anderen Seite ist manchmal eine Tygmwandlung notwendig,
hierzu werden spezielle Funktionen bereitgestell{float) 1.0 ), oder die Program-
mierer greifen zu, dirty tricks\, wobei sie bei Java auf Granit bei en. Viele Fenler, die
z.B. beim Programmieren in C++ dadurch entstehen, da der Pogrammierer #r die
Speicherverwaltung selbst zusindig ist, kennen bei Java nicht mehr auftreten. Es gibt
keine Pointer.

2.1 Primitive Typen

Bei Java stehen die folgenden Grundtypen zur Verung (alle Zahlen sind vorzeichen-
behaftet):
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Typ Groe Bemerkung

byte 1 Byte -128 ... 127

short 2 Byte - 32768 ... 32767

int 4 Byte 2 Milliarden

long 8 Byte 92..07 10 (UA)
bisher alle ganzzahlig

oat 4 Byte Gleitkommazahl,

IEEE 754-1985 Standard

dies soll man nicht mehr verwenden,

lieber:

double | 8 Byte = 64 Bit | hier wird 1 Bit feur das Vorzeichen,

11 Bit fur den Exponenten, also max. 2,

52 Bit fur die Mantisse, also max. 2° = 103%;
die Maschinengenauigkeit betrgt 2 5 =10 ©

char 2 Byte Unicode-Zeichensatz,
noch lange nicht ausgefilt
boolean| 1 Bit true oderfalse

Die Zahl 21! ist alsdouble noch genau darstellbar.
Wir werden den Typ float nicht verwenden.

2.2 Operatoren

Mit Hilfe von Operatoren kann man aus Variablen Ausdacke zusammensetzen, es
stehen u.a. die arithmetischen Operatoren

+ - 5L %
zur Verfugung ( %ist der modulo-Operator), darberhinaus gibt es Zuweisungsopera-
toren (man spart Schreibarbeit, aber es wird etwas wibersichtlich), den Inkrement-
operator ++ den Dekrementoperator-- , Bitoperatoren, Verschiebungsoperatoren, die
Vergleichsoperatoren
<, >, <=, >=

sowie die logischen Operatore&&, ||, ! . Wenn in einem Ausdruck mehrere logische
Operatoren vorkommen, so werden die Ergebnisse von linkscharechts ausgewertet.
Die Auswertung wird abgebrochen, sobald das Ergebnis fastst (das Ergebnis ei-
ner || -Operation ist true oder das Ergebnis eine&&Operation ist false ); das ist
neitzlich, wenn z.B. weiter rechts stehende Operanden gar hicexistieren.

Bei Java werden die Operatoren in Ausarcken, in denen unterschiedliche Zahltypen
vorkommen, automatisch in den derwbergeordneten Zahltyp konvertiert. Das sollte
man ausprobieren. Es darf amlich nicht falsch verstanden werden! Ein éu ger Fehler
ist

double x;
Xx =112

Nun, das ist wllig korrekt, es wird nur nicht das berechnet, was man viaicht denkt:
X ist eine Gleitkommazahl, also wird das Ergebnis gleich O€ein. Nein, 1 und 2 sind
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ganzzahlig (im Gegensatz zu 1.0 und 2.0) und der Term 1/2 wighnzzahlig berechnet,
ist also gleich 0. An diese Stelle gent ein ganz gro es Ausrufungszeichen.

Ein Programm setzt sich aus Anweisungen zusammen, z.B.

a=b+c x=y*z
Rechts vom Gleichheitszeichen steht ein Ausdruck, linksres Variable, die den Wert
des berechneten Ausdrucks esit.
Einer Charakter-Variablen weist man mita = 'a’ einen konstanten Wert zu; bei ei-
ner String-Variablen (einer Zeichenkette) sind die Anrfhrungszeichen zu verwenden:
s = "abc"; numerische Konstanten werden als Gleitkommazahlen gedet) wenn ir-
gendetwas darauf hinweist, das es welche sein sollen, 8B4, 2f, OF, lel, .5f,
6.; wennf oderF (fur float ) fehlt, aber ein Dezimalpunkt oder ein Exponent auf eine
Gleitkommazahl hinweist, wird double angenommen.
Obwohl nicht alle Operatoren eingafhrt wurden, soll hier die Vorrangs-Reihenfolge
dargestellt werden; wenn davon abgewichen werden soll,giKlammern zu setzen:
-0
einstellig: + - | ++ --
zweistellig: instanceof * / % + - < <=>= > = 1= & " | && || ?: =
(Die Operatoren & ”~ | bezeichnen das bitweisand, xor, or .)
Variablen, die einem der bisher genannten primitiven Datéypen zugeloren, stehen
nach ihrer Deklaration sofort zur Vertigung, konnen also belegt und weiter verarbeitet
werden. Die Deklarationen massen nicht, wie in anderen Sprachen, am Anfang eines
Blocks stehen, jedenfalls aber vor der ersten Verwendung.
Bei einer Division durch Null entsteht der Wert 1, wenn der Zahlbereictuberschrit-
ten wird, ensteht NaN

2.3 Felder

Ein Feld (array) ist eine Folge von Variablen ein- und desda¢n Datentyps (der nicht
primitiv sein mu, ein Feld von gleichartigen Feldern ist ene Matrix usw.). Um mit
einem Feld arbeiten zu knnen, mu es
1. deklariert werden,
int folgel];
int[] folge;
double[][] matrix;
2. Speicherplatz erhalten,
folge = new int[5];
damit stehenfolge[0], ... , folge[4] zur Verfagung,

3. gehllt werden:
folge[l] = 7;
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Eine andere Mbglichkeit besteht darin, das Feld sofort zu initialisiere:
int folge[]] = 1,2,3,45 gq;
dann gibt folge.length  die Lange an.

Felder meissen nicht rechteckig sein:

int af]l] = {{0},
{1, 2},
{3, 4, 5}

I

Ein String ist ja eigentlich auch ein Feld; hier sind die Zugre aber anders organisiert:

String s:
int n =s.length();
char ¢ = s.charAt(2);

2.4 Programmsteuerung
2.4.1 Bedingte Anweisungen

Um den Programm u durch die bearbeiteten Daten steuern zu &nnen, bemtigt man
Auswahlanweisungen; es gibt dié -, if-else - und die switch -Anweisung.

if (@ !=Db) || (c == d))

{
a = 2; // hier sind 2 Anweisungen zu einen Block zusammengefas st worden
b=c+d;

}

else
a=0;

Die Auswertung der logischen Bedingungen erfolgt in der aegebenen Reihenfolge; es
wird hechstens einer der Ricke abgearbeitet. Deelse -Zweig kann entfallen.

2.4.2 Schalter

Mit der switch -Anweisung kann man einzelne &lle behandeln:

int test;
switch (test)
{
case 0: a(); break; /I die Methode a wird aufgerufen
case 1: b(); break; /I b
case 2: c(); break;
default: d();
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Ohne diebreak-Anweisung wirde nach der Einsprungstelle fortgefahren; eshnte ja
sein, da in a() der Wert von test verandert worden ist.

Es ist sicher ein schlechter Progammierstil, wenn man gezmgen ist, die Berechnung
innerhalb einer Schleife abzubrechen oder die Schleife gatru verlassen. kr diesen
Notfall stehen die Anweisungertontinue und break zur Verfegung, die auch noch mit
Sprungmarken versehen werdenekinen (das erinnert doch sehr an digoto-Meglich-

keiten, mit der man sich Programme-Labyrithe scha en kann).

2.4.3 Zahlergesteuerte Wiederholungsanweisung:

Syntax:
for (init; test; update) anweisung;

for (i = 1; i <= 10; i++) for (i = allength - 1, i >= 0; i--)
{ s = s + afif;
a
b

}

b * a;

Auf das obige dreieckige Feld greifen wir folgenderma en zu

int i, j;
for (i = 0; i < a.length; i++)
{
for (j = o; j < a[il.length; j++);
System.out.printin(a[i][j]);
System.out.printin();;
}

2.4.4 Kopfgesteuerte Wiederholungsanweisung:

Syntax:
while (condition) anweisung;

while (true)
a=a®*a /I dies ist eine Endlosschleife

Die while-Schleife wird solange wiederholt, wie die angdmgme Bedingung wabhr ist.
Innerhalb der Schleife sollte etwas getan werden, was den Kvlaeitswert der Bedingung
andert.

2.45 Fugesteuerte Wiederholungsanweisung:

Syntax:
do anweisung; while (condition);
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do

{
a=a*a;
b=Db*a;

}

while (b < 20);

Die do-Schleife ist nicht-abweisend, sie wird mindestens einmdilirchlaufen.
Schleifen lennen auch geschachtelt werden:

for (i = 1; i <= 10; i++)

for j = 1; j <=10; j++)

afili] = billl;

Ich habe mit Pascal den Test gemacht, ob (bei nicht-quadratthen Feldern) die Rei-
henfolge des Durchlaufs der Schleifenvariablen eine Augwing auf die Rechenzeit hat
und keinen Unterschied feststellenénnen. Man sollte aber beachten: Ifior -Schleifen

wird normalerweise auf indizierte Variable zugegri en undlie Berechnung der Adresse
eines Feldelements aus dem Index braucht Zeit. Man sollteldwe Dereferenzierungen
so selten wie mglich durchfhren.

Schlie lich sind noch Anweisungen zur Ein- und Ausgabe vondden notwendig.
System.out.print(Zeichenkette);

gibt die Zeichenkette aus. Zeichenketten lassen sich mit dem +-Operator verkpfen:

wenna eine numerische Variable ist, so wird sie innerhalb derint -Anweisung mittels
" " + a in eine Zeichenkette umgewandelt und ausgegeben. Wgnmtin  verwendet

wird, so erfolgt ein Zeilenvorschub.

Die Eingabe ist etwas schwieriger: Hier mssen negliche Fehler explizit abgefangen

werden (es mu aber nichts getan werden): Wir lesen eine ganZahl, indem wir eine

Zeichenkette lesen und diese umwandein:

import java.io.*;
public static int readint()
{
String s; int i, k;
Datalnput d = new DatalnputStream(System.in);
try
{

s = d.readLine();

i = 0;

for (k=0; k < s.length(); k++)

I =10 * i + ((int)s.charAt(k) - 48);

return i;
}
catch (IOException ignored) {}
return(0);
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Die Berechnung voni in der for -Schleife kann durchi = Integer.parselnt(s) er-
setzt werden.

Wir lesen Zeichenketten zeilenweise:

import java.io.*;
public class cat

{
public static void main(String args|])
{
Datalnput d = new DatalnputStream(System.in);
String line;
try
{
while ((line = d.readLine()) '= null)
System.out.printin(line);
}
catch (IOException ignored){}
}
}

2.5 Methoden

Rechenabhufe, die mehrmals (mit verschiedenen Parametern) wiedelhwerden, oder
die man zur besseren Strukturierung eines Programms vom Regs Programms ab-
trennen will, realisiert man durch Methodenaufrufe. Dazu mssen also Methoden de -
niert werden. Die Kopfanweisung einer Methodendeklaratiokann folgende Form ha-
ben:

public static TYP name (TYP1 f1, TYP2 2)

Dabei gibt TYPden Ergebnistyp der Methode an; das Ergebnis wird mit deneturn -
Anweisung erzeugt und damit wird die Arbeit der Methode beatet; f1, f2 sind
Ubergabeparameter (Argumente) mit entsprechende Typen. &dn kein Ergebnis zumck-
gegeben werden soll, ist alsErgebnistyp\ der Typ void anzugeben. Falls keine Para-
meter ebergeben werden (mssen), ist eine leere Parameterliste ( ) zubergeben. Es
sind rekursive Aufrufe neglich.

Das folgende Beispiel realisiert das sogenannte Hornemsieta zur Berechnung des Werts
f (Xo) fur ein Polynomf (x) = a,x" + a, 1x" 1+ :::+ ayx + a, dabei wird die Aus-
klammerung f (x) = (:::((apnX + an 1)X + @, 2)X + :::+ a;)X + ag genutzt, um das
Berechnen von Potenzen zu vermeiden. Das Feddenthalt die Koe zienten.

import java.io.*;
public class horner

{

public static double horn (double[] a, double x0)

{
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int i, n;

double f;

n = a.length - 1;

f = a[n];

for (i = n-1; i >= 0; i--)
f=1f*x0 + afi;

return f;

}

public static void main(String arg[])

{
double a[] = {1,1,1}; /I also x"2+x+1
double h;

h = horn(a, 2.0);
System.out.printin(h);
}

Beim Aufruf eines Unterprogramms werden die Werte der Paragter eibergeben (call
by value\), diese k®nnen innerhalb der Methode vearndert werden, ohne da sich das
.nach au en\ auswirkt. Dies ist bei primtitiven Typen zu beaditen. Allerding sind die
+Werte\ von nichtprimitiven Parameter-Typen (Strings, Feldern) deren Adressen, es
wird also direkt auf die Speicherpitze zugegri en, den die Parameter belegen, zuge-
grien (call by reference), d.h. auch die Eingangsparameté&kennen veandert werden
(Vorsicht!). Als aktuelle Parameter konnen nicht nur Variable, sondern auch Ausarcke
eibergeben werden (die kann man naturgesmnicht andern). Eine sorgéltige Dokumen-
tation aller Parameter ist unbedingt anzuraten.

Eine einfache Sortiermethode:

public static void sort(int[] feld)
{
int i, j, | = feld.length - 1, tausch;
for (i = 1; i <= I-1; i++)
for j = i+1; j <= 1; j++)
if (feld[i] >= feld][j])

{
tausch = feld]i];
feld[i] = feld[j];
feld[j] = tausch;
}

2.6 Programmeinheiten

Die Java-Programmeinheiten sind Klassen. In einer Klass®inen Objekte und Me-
thoden vereinbart werden. Ein ausfhrbares Programm (eine Applikation) enttalt eine
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main-Methode, an die Parameter von der Kommandozeilgbergeben werden énnen.
In jeder Klasse kann (zu Testzwecken) einmain-Methode implementiert werden.

public class Klasse

{
public static void main(String arg[])
{ . .
int i;
if (arg.length == 0)
System.out.printin("Eingabe erwartet");
else
{
for (i = 0; i <= arg.length - 1; i++)
System.out.print(arg[i] + " ");
System.out.printin();
}
}
}

2.7 Methoden f ur Objekte

Wir de nieren eine Klasseauto (so steht es in vielen Java-Bchern), deren Methoden
haben Zugri auf deren Objekte:

public class auto

{

public String name;
public int erstzulassung;

public int alter()
{

return 2006 - erstzulassung;
/I oder 2006 - this.erstzulassung;

}
}

Wir erzeugen eine Instanz dieser Klase:

auto meinKombi:
meinKombi = new auto();

Wir belegen diese Variable:

meinKombi.name = "Trabant 600";
meinKombi.erstzulasung = 1978;
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Wir rufen die Methode auf:
System.out.print(meinKombi.alter() + ™);
Ein besseres Beispiel:

public class rational

{
int zaehler, nenner; /l das Objekt rational hat 2 Komponente n
public rational() /I Konstruktor
{
this.zaehler = 0;
this.nenner = 0;
}
public rational(int z, int n) // alternativer Konstruktor
{
this.zaehler = z;
this.nenner = n;
}
public int ganzerTeil()
{
return this.zaehler / this.nenner;
}
public static rational add(rational a, rational b)
{
rational ¢ = new rational(); //erstellt "leeres" Objekt
c.zaehler = a.zaehler * b.nenner + a.nenner * b.zaehler;
c.nenner = a.nenner * b.nenner;
return c;
}
}

Wir nutzen diese Klasse:

import java.io.*;
public class test

{
public static void main(String a[])

{

rational ¢ = new rational();
c.zaehler = 5;
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c.nenner = 2;
System.out.printin(c.ganzerTeil());
rational d = add(c, c);
/l Ausgabe ?
}
}

Die SuperklasséObject enthalt Methoden, die fur alle Arten von Objekten zuganglich
sind, z.B.

a.equals(b) Vergleich, nicht:a ==
b = (TYP)a.clone() kopiert, nicht: b = a
s = a.toString() ergibt eine (druckbare) Zeichenkette.

Bei Deklarationen lk®nnen (gleichnamige) Objekte irubergeordneten Klassen verdeckt
oder aucheberschrieben werden. Wenn man das vermeiden will, sollteamden Varia-
blen ihren Klassen-Namen aufzwingen.

Wenn eine Klasse nur Variable (sog. Instanzmerkmale), ablegine statischen Methoden
enthalt, so entspricht dies dem Verbunddatentyp aus C oder Padcéstruct bzw.
record ).

Objekte werden angelegt, indem eine Variable vom Typ der Kéae deklariert und ihr
mit Hilfe des newOperators ein neu erzeugtes Objekt zugewiesen wird:

rational ¢ = new rational();

Es wird eine neue Instanz der Klassmtional angelegt.

2.7.1 Attribute von Klassen, Methoden und Variablen

public : in der Klasse, in abgeleiteten Klassen und beim Aufruf eintnstanz der Klasse
verfegbar;

private : nur innerhalb der Klasse vemigbar;

static : nicht an die Existenz eines konkreten Objekts gebunden (gvbbenadd), exis-
tiert solange wie die Klasse, whrend ganzerTeil nicht-statisch ist;

final : unveranderbar (Konstanten).

Klassenvariable (Attribut static ) werden nur einmal angelegt und existieren immer;
sie kwnnen von jedermann veandert werden (sie sind so etwas wie globale Variable).
Die Bezugnahme geschieht mit

klasse.name

Nicht-statische Methoden werden beim Erzeugen einer Insta der Klasse vemigbar:

class c

{

String name;
public ¢

{
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this.name = "noch keiner";
5
public void i()

{
B.wil(this.name);
h
}

Aufruf:

c nc = new c();
nc.name = "neuer Name";
nc.i();

Die folgende Methode liefert nicht das, was man erwartet hat

public static void tausch (int i, int j)

{
inth =1;1=1];j=h;
}

Hier wird zwar lokal etwas vertauscht, dadurcrandern sich aber die Werte, j nicht.

Wenn die Parameter einer Methode einen nichtprimitiven Typhaben und vemndert
werden, wirkt sich dies global aus. Parameter werden mitte| call by value\ ebergeben;
hier sind es aber Adressen, welche auch unaeadert bleiben. Aber die Inhalte lennen
verandert werden.

Java importiert automatisch das Paketjava.lang.* , dazu gelort z.B. die Klasse
Math, hier nden man z.B. Math.sqgrt(x) , die Math- Methoden haben als Ergebnistyp
double. Nutzlich ist auch Integer.MAX_VALUE

2.7.2 Programmelemente { Zusammenfassung

Anweisungen (lennen auch Deklarationen enthalten),

Blecke

{anwl;
anw2;
dekl1; /Inur im Block gueltig
anwa3;

}

Ein Block ist nach au en nur eine Anweisung (nachif(...) usw. darf nur eine
Anweisung stehen, z.B. ein Block).

Methoden: sie haben Namen, evtl. Parameter undeiRkgabewerte;
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Klassen: sie enthalten Variable, die den Zustand von Objek beschreiben, und
Methoden, die das Verhalten von Objekten festlegen; Klasssind schachtelbar:
ihre Variablen kennen den Typ derselben Klasse haben; damit sind rekursive
Datenstrukturen (Listen) realisierbar;

Beispiel: Polymome

import java.io.*;

public class poly
{

public double co;
public int ex;
public poly next;

public poly() // Konstrukteur
{

this.co = 0.0;

this.ex = 0;

this.next = null;

}

public static boolean iszero(poly p)

{
return (!(p instanceof poly) || (p.co = 0.0));

}

public static void writep(poly p)

{
while (!(iszero(p)))

{

if (p.co > 0)
System.out.print("+");

System.out.print(p.co);
System.out.print("x*" + p.ex);
p = p.next;

}

System.out.print(" ");

}

public static poly add(poly aa, poly bb)

{
poly h, erg, a, b, alt = null; double x;
a = aa; b = bb; erg = new poly(); h = erg;
while (liszero(a) || liszero(b))
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if (iszero(a))

{
if (iszero(b)) return erg;
else

{

h.co = b.co; h.ex = b.ex; h.next
i}f (iszero(erg)) return erg;
Llse if (iszero(b))
{ if (iszero(a)) return erg;
else

{

h.co = a.co; h.ex = a.ex; h.next = a.next;

}

if (iszero(erg)) return erg;

}

else
{
if (a.ex < b.ex)
{
if (liszero(b))
{
h.co = b.co; h.ex = b.ex; alt = h;
h.next = new poly(); h = h.next;

b.next;

}
b = b.next;
}
else if (a.ex > b.ex)
{
if (liszero(a))
{
h.co = a.co; h.ex = a.ex; alt = h;
h.next = new poly(); h = h.next;

}
a = a.next;

}

else // (a.ex == bh.ex)

{

X = a.co + b.co;
if (1zero(x))

{

h.ex = a.ex; h.co = x; alt = h;
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h.next = new DX(); h = h.next;

}
a = a.next; b = b.next;
}

}
}

if (iszero(erg)) return null;
if (liszero(alt))
if (iszero(alt.next))
alt.next = null;
while (zero(erg.co))
erg = erg.next;
return erg;

Pakete : Sammlungen von Klassen; jeder Methoden- oder Vadrlanname besteht
aus drei Teilen:

{ Paketname,

{ Klassen- oder Objektname,

{ Methoden- oder Variablenname, z.B.
java.lang.Math.sqrt

Wenn ein Paket importiert wurde, reicht der Klassenname zubDereferenzierung
einer Methode / Variablen aus (nicht der ganze Name istetig);

Java wei nateurlich, wo es seine eigenen Pakete zu suchen hat, das obigdtsin
...[lJava/classes/javal/lang/

evtl. gibt es unterjava auch nur einezip -Datei, die gar nicht ausgepackt werden
mu (der Compiler wei , wie er damit umzugehen hat).

Applikationen (= Programme): Klassen mit main-Methoden;

Applets: werden aus einer HTML-Seite heraus aufgerufen.

Eigene Pakete erstellt man, indem man den beteiligten Klass sagt, da sie beteiligt

sind:

package P;
public class A

{
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Dies gelort in die Datei A.java , wie ja der Klassenname sagt. Woher kann aber der
Compiler eine Informationuber das PaketP erhalten? Es gibt keine Datei mit diesem
Namen. Man kann sein Paket aber auch nicht unter./classes  unterbringen, denn
dort hat man keine Schreibrechte. Also: Die Datel.java gel®rt ins Verzeichnis

AP

Dort wird sie gesucht und gefunden. Pakete nutzt man mit
import P.%

Die Klassen im aktuellen Verzeichnis werden zu einem namenlosen Paket zusammen-
gefat; deren Methoden lennenohnelmporte verwendet werden.

Das Paketjava.lang wird automatisch importiert, man hat also automatisch eine
Funktion wie Math.sin zur Verfgung.

2.8 Das Paket HUMath

Seit kurzem steht innerhalb der HU ein Paket zur Vesfgung, das dazu beitragen
soll, da nicht jeder das Fahrrad neu ernden mu. Es zergllt in zwei Teilpakete:
HUMath.Numerikund HUMath.Algebra Das erste enthlt einige Klassen mit, sprechen-
den\ Namen wieFileWrite , wo man ahnen kann, waseir Methoden sie bereitstellen.
Diese Klassen sind von Dr. Rene Lamour erstellt worden. Dieldsen des zweiten
Pakets (Autor H. Grassmann) haben Namen, die nur aus Gro binstaben bestehen,
deren Bedeutung soll kurz edutert werden:

Die KlasseB (= ,,Basis\) enthalt Methoden mit kurzen Namen #r die Ausgabe, z.B.
wl() ; es ist eben leichter zu schreiben

B.wi(i);
als
System.out.printin(i + " ");

Mit readstr() kann man eine Zeichenkette einlesen, ohne sich um Datemsire kimmern
zu meissen; es gibt eine Methode zum Lesen von Dateien, eine zua ggchen Darstel-
lung von Polynomen, zur Zeitmessung usw.

Hier folgt eine Ubersicht eber die Methoden der Klassa.java , alle Methoden sind
statisch:
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Methode Beschreibung Beispiel

String toString(double b) Stringdarstellung | String s = toString(0.5)
String Q2I(Q a) IATEX-Ausgabe | s = Q2l(new Q(1,2))
void wr(String S) Ausgabe wr(" abc")

void wr(long 1) Ausgabe wr(12345)

void wr(double s) Ausgabe wr(1.5)

int tolnt(String s) String >int I = tolnt(" 123")

int readint() Lesen i = readint()

String readstr() Lesen s = readstr()

double read() Lesen x = read()

double s2d(String s) String >double | d = s2d(" 0.5")
String readstr() Lesen S = readstr()

void schreibStringinDatei

(String filename, String S)

void schreiblnDatei

(String filename, String [] S)

static String[] liesDatei

(String filename, int from, int to)
void schreibFeldInDatei

(String filename, int[] feld, int max)
long zeit(long II) Zeitmessung I
I

zeit(0) Anfang
zeit(l)  Stop, Ausgabe

Analog zu denwr-Methoden gibt eswl-Varianten, wo ein Zeilenwechsel angengt wird.

Die Klasse Qde niert ein Objekt, das eine rationale Zahl darstellt und athalt Me-
thoden, die die arithmetischen Operationen implementiene Hier treten keinerlei Run-
dungsfehler auf.

Die KlasseCde niert ein Objekt, das als komplexe Zahl (mitdouble-Komponenten)
aufgefa t wird und liefert Rechen-Methoden mit komplexen Ahlen.

Alle Klassen, deren Name eiiX enthalt, de nieren Polynome und Operationen mit ih-
nen, wobei der Anfangsbuchstabe den Koe ziententyp festtg, z.B. QX(Mathematiker
schreibenQ[X]). Der AnfangsbuchstabeD bedeutetdouble.

Alle Klassen, deren Name eirM enthalt, arbeiten mit Matrizen mber dem ebenfalls
angegebenen Koe zentenbereich, z.BQXM

2.9 Entwicklung eines Programms

1. Quelltext erstellen, z.BT.java ,

dazu ist es hilfreich, sich ein einziges Mal eine Muster-Datanzulegen, diese mit
Sinn zu erklllen und unter dem ,richtigen\ Namen abzuspeichern, z.B.

import HUMath.Algebra.*;
public class ???
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{

public static int m()

{
}

public static void main (String[] args)

{
}
}

2. Ubersetzen des Quelltexts mittels
javacé T.java (wir verwenden die Verion 6)

ggf. werden Syntaxfehler angezeigt, die zu korrigieren dinWenn keine Fehler
vorhanden sind, entsteht die Datei

T.class

dies ist keine ausihrbare Datei (kein Maschinencode), sonderplava-Bytecode),
der auf allen Plattformen durch einen Java-Interpreter augekihrt werden kann:

javaé T

2.10 Grak

Ein Beispiel:

import java.awt.*; Il fuer Grafik
import java.awt.event.*; // zum Abschluss

public class sinus extends java.applet.Applet

/I Die Applet-Klasse wird erweitert; ihre Methoden stehen h ier zur Verfuegung.
{
public static int s = 60;
/Il 60 Pixel soll die Einheit sein, (nur) hier ist ggf. zu aende r;

/I s soll ein Teiler von 600 sein
public static double p = 1.0/ s; /I 1 Pixel

public void paint(Graphics Q)

{
int ya, v, iJ;
for (i = 0; i < 600; i = i+s) /I Koordinatensystem
g.drawLine(i,0,i,600);
for (i = 0; i < 600; i = i+s)

g.drawLine(0,i,600,i);
g.setColor(Color.red);
g.drawLine(0,300,600,300); g.drawLine(300, 0, 300, 600) ;
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g.setColor(Color.blue);
ya = (int)(-Math.sin(-300*p)*s) + 300; // Anfang
for (i = 1; i< 600; i++)

{
y = (int)(-Math.sin((i-300)*p)*s) + 300; // verschieben
if ((y > 0) && (y < 600)) /I drin ?
g.drawLine(i-1,ya,i,y); /I von alt nach neu
ya =y, /I weitersetzen
}

}

public static void main(String[] arg)
{
Frame f = new Frame("Sinus");
f.setBackground(Color.white);
f.addwWindowListener(new WindowAdapter()
{
public void windowClosing(WindowEvent e)
{System.exit(0);}

)}
sinus m = new sinus();
f.add(m);
f.setSize(600, 600);
f.show();

}

}

Wenn man eine andere Grak herstellen will, mu man das allekopieren usw. Ich
habe deshalb eine Klasse Plotter gescha en, die dieseidM sbernimmt:

package HUMath.Algebra;
import java.awt.*; /I fuer Grafik

import java.text.*, /I Text in der Grafik
import java.awt.event.*; // zum Abschluss
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[** graphische Darstellung von Funktionen
@author Heinrich Mellmann, Hubert Grassmann
@version 21.12.2004

*/

public class Plotter extends java.awt.Frame

{

/**
Groesse der Einheit in Pixeln;
die Fenstergroesse ist mit 600 Pixeln festgelegt;
der Rueckgabewert (beim Ueberschreiben) soll ein Teiler vo n 600 sein.
*/
public int unit()
{

return 60;

}

/** 1 Pixel als Teil der Einheit */
public double p = 1.0 / unit();

[** diese Funktionen sollen geplottet werden,
das kann von aussen ueberschrieben werden */

public double[] f(double x)

{
double t[] = new double[1];
t[0] = x;
return t;
}
public Color[] farben = {Color.red, Color.green, Color.bl ue};

public void paint(Graphics Q)

{
int ya[l, v, i, j, k, n, s = unit();
for (i = 0; i <= 600; i = i+s) /I Koordinatensystem
g.drawLine(i,0,i,600);
for (i = 0; i <= 600; i = i+s)

g.drawLine(0,i,600,i);
g.setColor(Color.red);
g.drawLine(0,300,600,300); g.drawLine(300, 0, 300, 600) ;
double[] t = f(0);
n = tlength;
ya = new int[n]; y = new int[n];
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t = f(-300*p);
for (k = 0; k < n; k++)
yalk] = (int)(-t[k] * s) + 300; /I Anfang
for (i = 1; i<= 600; i++)
{
for (k = 0; k < n; k++)
{
g.setColor(farben[k % 3]);
t = f((i-300)*p);

y[k] = (int)(-tfk] * s) + 300; /I verschieben
if ((y[k] > 0) && (y[k] < 600)) /I drin ?
g.drawLine(i-1,ya[k],i,y[K]); /l von alt nach neu
yalk] = y[k]; /I weitersetzen
}
}
}
/*********************************************
*Heinrich:
Konstruktor
*/

public Plotter(){
/lrufe den super-constructor auf
super("Funktionen™);
/[Hintergrung
this.setBackground(Color.white);
/Ischliess-Methode ;)
this.addWindowListener(new WindowAdapter()
{ public void windowClosing(WindowEvent e)

{

}
)
/lgroesse
this.setSize(600, 600);
/lzeige das fenster nach der Konstruktion
this.show();
}Ylend constroctor Plotter

}

System.exit(0);

Nun ist das Plotten ganz einfach: Wiruberschreiben in einem neuen Programm die
Methodef:

import HUMath.Algebra.*;
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public class g

{

public static void main (String[] arg)

{

Plotter h = new Plotter()
{
/lwir ueberschreiben die Methoden f() und unit()!!!
public double[] f(double x)
{
double t[] = new double[3];
t[0] = (10.0 / (x*x/20.0+1) -7.0) * x / 3.0;
t[1] = Math.sin(x);
DX p = DX.in(2.0); DX q = DX.lin(-1.0); DX r = DX.mult(p,q);
t[2] = DX.wert(r, Xx);
return t;

}
public int unit()

{

return 30;

2.11 Dateibehandlung

Dies wollen wir uns nur anhand einiger Beispiele (Rezeptensehen, ohne auf die
Bedeutung der Funktionen einzugehen.

import java.io.*;

public class ausgabe /I Guido Krueger
{
public static void main(String arg[])
{
BufferedWriter f;
String s;

if (arg.length == 0)
System.out.printin("Dateiname erwartet");
else

{
try

{
f = new BufferedWriter(new FileWriter(arg[0]));
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for (int i = 1; i <= 100; i++)

{
s = "Dies ist die " + i + ". Zeile";
f.write(s);
f.newLine();
}
f.close();
}
catch(IOException e)
{
System.out.printin("Fehler");
}
}
}

import java.io.*;
public class nummer

{
public static void main(String arg[])
{
LineNumberReader f;
String line;
try
{
f = new LineNumberReader(new FileReader("nummer.java")) ;
while ((line = f.readLine()) !'= null)
{
System.out.print(f.getLineNumber() + " ");
System.out.printin(line);
}
f.close();
}
catch(IOException e)
{
System.out.printin("Fehler");
}
}
}
[** liest die Datei "von", verschiebt Zeichen zyklisch um "u m"

Zeichen, gibt Ergebnis in Datei "nach" aus */
public static void caesar(String von, String nach, int um)
{

FileReader fr; /I Zeichen fuer Zeichen lesen
FileWriter fw; /I und schreiben

41
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int c, d;
try
{
fr = new FileReader(von);
fw = new FileWriter(nach);
while ((c = fr.read()) '= -1) // Datei zu Ende

{
B.wr((char)c);
d=(c +um + 128) % 128;
fw.write(d);

}

fr.close();

fw.close();

}
catch (IOException e)

{

wli("Lesefehler");

}
}

Zum Schlu noch ein sclones Beispiel:

import java.math.Biginteger;

import java.util.*; /I insbes. wird die Klasse Vector impor tiert,
/I das ist ein Feld, das wachsen kann

public class factor /I D. Flanagan

{

protected static Vector table = new Vector();
static { table.addElement(Biginteger.valueOf(1))};
/llerstes Element initialisieren

public static Biginteger factorial(int x)

{
if (x < 0)
throw new lllegalArgumentException("x darf nicht negativ sein");
for (int size = table.size(); size <= Xx; size++)
{
Biginteger lastfact = (Biginteger)table.elementAt(size - 1);
Biginteger nextfact = lastfact.multiply(Biginteger.val ueOf(size));
table.addElement(nextfact);
}
return (Biglnteger)table.elementAt(x);
}

public static void main(String[] arg)

{
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for (int i = 1; i <= 50; i++)
System.out.printin(i + "I = " + factorial(i));

}

Den Umgang mit Dateien (genauer: die notwendige Behandlureyentueller Ausnah-
men) lernt man am Besten anhand von Beispielen, z.B. bei Flgan, S. 175 - 212.

Schlie lich wollen wir die Absolutwerte einer komplexen Foktion anschauen, das Lis-
ting ist mit nummeihergestellt worden:

1: /I Hubert Grassmann, 24.9.2002
2: import HUMath.Algebra*;
3: import java.awt.*; /I fuer Grafik
4: import java.text.*; /I Text in der Grafik
5: import java.awt.event.*; // zum Abschluss
6:
7: public class gg extends java.applet.Applet
8: {
9: public static CX pol; /[ Das Polynom
10:  public static int s = 50; /l 50 Pixel soll die Einheit sein
11: public static double p = 1.0 /s; [/l 1 Pixel
12:
13:  public void paint(Graphics Q)
14. |
15: int x, y =0, i,j, w = 0;
16: double ww;
17: for (i = 0; i <= 600; i = i+s) /I Koordinatensystem
18: g.drawLine(i,0,i,600);
19: for (i = 0; i <= 600; i = i+S)
20: g.drawLine(0,i,600,i);
21: g.setColor(Color.red);
22: g.drawLine(0,300,600,300); g.drawLine(300, 0, 300, 6 00);
23: Color farb;
24: for (x = 1; x<= 600; x++)
25: for (y = 1, y <= 600; y++)
26: {
27: ww = 0.0005 *
C.abs(CX.wert(pol,
28: new C(((x-300)*p),((-y+300)*p)))) * s + 300;
31: g.setColor(B.berechneFarbe((int)ww));
32: g.drawRect(x,y,1,1);
33: }
34: }
35:

36: public static void initpol()
37: {
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38: int X, y;
39: double ww;
40: CX hi, h2, h3, h4, h5;

41: hl = CX.in(1);

42: h2 = CXlin(new C(2,2)); h3 = CX.multp(hl, h2);

43: hl = CXlin(new C(-3, -2)); h2 = CX.in(-3); h4 = CX.multp (h1, h2);
44: hl = CX.lin(4); h2 = CX.lin(new C(0, 4)); h5 = CX.multp(h1 , h2);
45:  hl = CX.multp(h3, h4); h2 = CX.multp(hl, h5);

46: h5 = CXlin(new C(5,5)); hl = CX.multp(h2, h5);

47:  pol = CX.zmalp(new C(0.0001,0.0), h2);

48: }

49:

50: public static void main(String[] arg)

51: {

52:  initpol();

53: Frame f = new Frame("Funktionswerte");

54: f.setBackground(Color.white);

55: f.addWindowListener(new WindowAdapter()

56: { public void windowClosing(WindowEvent e) {System.ex it(0);}} );
57:  gg m = new gg();

58:  m.init(); m.start(); f.add("Center”, m);

59: f.setSize(600, 600); f.show();

60: }

61 }

2.12 Die Klasse DM

Nun soll die Klasse DM ausihrlicher vorgestellt werden, dort werden Methoden zur
Lesung der grundlegenden Aufgaben der linearen Algebra hi&gestellt. Sie konnen
diese nutzen, um lhre®bungsaufgaben zuesen.

public class DM

{

[** die Eintraege */

public double[] [] mat;

[** ausgezeichnete Spalten */

public int[] pivot; /I ausgezeichnete Spalten
[** rk = Rang, m = Zeilenzahl, n = Spaltenzahl */
public int rk, m, n;

[** Konstruktor; z Zeilen, s Spalten */
public DM(int z, int s) // Konstrukteur
{

this.mat = new double[z+1][s+1];

int ij;
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for (i=1; i<=z; i++)
for (j=1; j<=s; j++)

mat[i][j] = O;
this.pivot = new int[s+1];
this.rk = 0;
thism = z;
this.n = s;

Wir lesen und schreiben eine Matrix mittels

public static DM read()

public static void write(DM a)

public static DM fromFile(String name)
public static void toFile(DM m, String name)

Bei der Datei-Ein- und -Ausgabe werden zuerst Zeilen- und 8lpenzahl gelesen /
geschrieben, danach kommen die Koe zienten, und zwar erfgtl jede Eintragung in
einer neuen Zeile.

DM b = DM.fromFile("mat");
DM.write(b);

1.0 20 0.0 3.0 0.0 5.0 0.0 8.0
1.0 2.0 2.0 11.0 0.0 17.0 0.0 26.0
1.0 20 1.0 7.0 3.0 32.0 0.0 47.0
1.0 20 1.0 7.0 1.0 18.0 4.0 71.0

(Hier wird die Matrix in , mblichen Form ausgegeben.)

Dies soll die erweiterte Koe zientenmatrix eines linearenGleichungssystems mit 4
Gleichungen und 7 Unbekannten sein. Wir wenden den Gau sahé\lgorithmus an,
das Ergebnis ist die,reduzierte Zeilensta elform\ (rref bei MATLAB):

DM bl = DM.GAUSS(b);
DM.write(b1);

1.0 2.0 0.0 3.0 0.0 5.0 0.0 8.0
0.0 0.0 1.0 4.0 0.0 6.0 0.0 9.0
0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 7.0 0.0 10.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 11.0

Die 1., 3., 5. und 7. Spalte sind Pivotspalten, diese Inforrtian steht in bl.pivot . Wir
kennen uns auch bsungen ansehen:
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DM c¢ = DM.loesung(bl);
DM.write(c);

-2.0 -3.0 -5.0 8.0
1.0 0.0 0.0 0.0
-0.0 -4.0 -6.0 9.0
0.0 1.0 0.0 0.0
-0.0 -0.0 -7.0 10.0
00 0.0 1.00.0
-0.0 -0.0 -0.0 11.0

Die letzte Spalte ist eine spezielle dsung des Gleichungssystems, die anderen Spalten
bilden eine Basis des @&sungsraums des zugehigen homogenen Gleichungssystems.
Wir kennen auch noch die Probe machen (das leistet DM nicht sellst

double Xx;
for (k = 1; k <= 4; k++)
{
for (i = 1; i <= 4; i++)
{
x = 0.0;
for = 1; ) <=7; j++)
x = x + b.mat[i][j] * c.mat[j][K];
B.wi(x);
}
B.wl();
}

Die folgenden Methoden verraten von selbst, was sie mit Maen tun:

public static DM add(DM a, DM b)
public static DM sub(DM a, DM b)
public static DM scmult(DM a, double z)
public static DM mult(DM a, DM b)
public static DM inv(DM a)

public static double[] charpol(DM a)
public static DX charPol(DM a)

public static double det(DM a)

public static void Gram_Schmidt(DM a)
public static DM[] qr(DM a)

Die KlassenCMund QMenthalten die gleichnamigen Methoderet G bzw. QMatrizen.

Wenn Sie an einem der dargestellten Programme interessisimd, um sie selbst zu nut-
zen, so tippen Sie bitte nicht den gedruckten Text ab (Tippfeler sind unausbleiblich),

sondern kopieren Sie die entsprechenden Teile aus der pdft® dieses Skprits, das auf
meiner HomePage bereitsteht.
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3 Kommunikation mitttels Computer

Wenn Rechner miteinander verbunden werden, kann man von eim Rechner aus auf
die Resourcen des anderen zugreifen: Man kann die auf der erah Festplatte vorhan-
denen Daten und Programme nutzen. Die einfachste Verbindgreweier PCs geschieht
durch ein Nullmodem, das sind vier Dahte, die bestimmte Anschidisse der seriellen
oder parallen Schnittstellen verbinden; dann braucht man oth etwas Software, die
den Datenaustausch organisiert.

In den USA wurde Ende der 60er Jahre begonnen, Computer méiischer Einrichtun-
gen und von Universiaten zu verbinden. Das Internet, ein die ganze Welt umspanme
des Netz von ca. 3 Millionen Computern, entstand Mitte der 8 Jahre.

Die einfachste Art der Kommunikation ist das Versenden und iBpfangen von Briefen:
die elektronische Post, e-mail. Zur Verwendung von e-maiinsl drei Dinge notwendig:
Der Text eines Briefs mu vorhanden sein. Die Adresse des Efemgers mu bekannt
sein. Es mu ein Programm vorhanden sei, das die Post verscki. Zuerst zur Adresse:
Jede Person, die Zutritt zum Internet erlangt, erlalt mit seinem Login gleichzeitig eine
e-mail-Adresse. Wenn sein Login-Name N lautet, er bei derdtitution | arbeitet und
im Land L wohnt, kennte seine e-Mail-Adresse

n@i.l

lauten, z.B. hgrass@mathematik.hu-berlin.de . Da die Nutzernamen innerhalb ei-
nes lokalen Netzes eindeutig sind, wird durch die jeweilgeystem-Verantwortlichen
gewahrleistet. Da sich die verschiedenen Rechner voneinandenterscheiden lassen,
ist durch die Vergabe eindeutiger Rechnernummern durch die jedem Land wirkenden
Netzwerk-Informations-Zentren (NIC) zu sichern.

Nun zum Verschicken: Wenn die Datei D den zu versendenden Teenthalt, so schreibt
man

mail n@i.l < D

dabei wird dem Programm mail die Datei D als Eingabedatebergeben. Wenn man
nur

mail n@i.l
schreibt, folgt die Au orderung
Subiject:

und man soll einen,Betre\ eingeben. Danach schreibt man seinen Text. Die Ein-
gabedatei #r mail ist jetzt die Tastatur. Man beendet eine Datei, indemman das
Dateiende-Kennzeichercntri>+Z (unter DOS) bzw. <cntrl>+D (unter Unix / Linux)
eingibt, oder indem man eine Zeile schreibt, die nur aus emePunkt besteht; letzeres
ist am einfachsten.

Es gibt auch mailtools, die etwas mehr Komfort bieten: Bei Nscape ist eswebmail,
siehe unterhttps://webmail.mathematik.hu-berlin.de , am beliebtesten istkmail ,
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da gibt es eine Ikone auf der Werkzeugleiste (man mu diesesdg@ramm vor dem ersten
Benutzen , einrichten\). In neueren Linux-Versionen gibt esghunderbird .

Man kann eingegangene Post lesen, indem man das Programm Inadine Parameter
aufruft. Man erhalt zunachst eine Liste der Absender eingegangener Briefe, aus @en
man sich einen ausehlen kann.

Die herkemmliche gelbe Post wird von e-mail-Nutzern algsnail mail\ bezeichnet, sie
hat aber auch einige Vorage: Wirklich wichtige Dinge sollte man nicht ausschie lib
per e-mail verschicken; aus diesem oder jenen Grund kannk#lenische Post auch ver-
lorengehen. Man soll sich also besigen lassen, da die Nachricht angekommen ist.
Auf der anderen Seite soll man wirklich vertrauliche Dingewch nicht, zumindest nicht
unverschhisselt, dem Internet anvertrauen (fast jeder kann alles les). Allerdings den-
ken die entsprechenden staatlichen Stellen intensiv adrer nach, wie es zu verhindern
ist, da unkontrolliert verschl usselte Botschaften versandt werden.

Mit dem Programm telnet , dem ersten Dienst, der im Internet eingerichtet wurde,
kann man auf einem fremdem Rechner so arbeiten, ak & man davor. Man schreibt

telnet rechnername

und wird vom fremden Rechner zum Einloggen aufgefordert. AuEinloggen mu man
naterlich berechtigt sein, aber wenn man das nicht are, wel te man sicher gar nicht
den Namen des Rechners, den man nutzen will. Es ist allerdshgu beachten, da das
Pa word unverschlesselteber die Leitung geschickt wird. Bei Verwendung des Dienste
ssh (security shell) ist diese Sicherheitsicke geschlossen, jedoch mu dieser Dienst auf
beiden beteiligten Rechnern installiert sein, was man nitlohne weiteres voraussetzen
kann.

ssh -I grassma emmy.uni-muenster.de

ssh -l hgrass ssh.mathematik.hu-berlin.de

Mit der Option -X kann man die Ausgaben eines Programms, die auf dem entfemte
Rechner im Gra k-Modus anfallen, auf den eigenen Rechnelritien.

Ein weiterer Dienst ist das File Transfer Protocoftp . Es gibt an vielen Universiaiten
spezielle Rechner, die nichts anderes tun, als Datesr fden Austausch bereitzuhalten.
Dies sind die FTP-Server. Auf diese Rechner darf jeder zugfen, man schreibt:

ftp rechnername
und wird nach seinem Namen gefragt
username:

Es ist wblich, da ein Login mit dem Namenanonymousoder einfachftp eingerichtet
ist, mit diesem loggt man sich ein. Danach wird eipPa wort\ abgefragt, das keins
ist. Man wird gebeten, als Pa wort seine vollsandige e-mail-Adresse anzugeben. Dann
folgt der Prompt

ftp>
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Normalerweise wei man, in welchem Verzeichnis die Dateretjen, die man sich holen
will. Wenn nicht, so mu man den Verzeichnisbaum durchaibern. Mit dem Kommando

Is
schaut man sich Inhaltsverzeichnisse an, mit
cd
wechselt man Verzeichnisse. Mit
get filename
oder
put filename

holt man sich eine Datei bzw. schreibt eine Datei (falls manies darf, dies ist nicht
automatisch erlaubt, ggf. mu man sich mit dem Administrata des Servers in Verbin-
dung setzen). Will man mehrere Dateien lesen oder schreibeo gibt man am besten
zunachst das Kommando

prompt

das schaltet Einzeluckfragen ab, danach z.B.
mget *.dat

oder
mput a*

Dabei werden ASCII-Dateienubertragen. Will man binare Dateien, z.B. gepackte Pro-
gramme, eibertragen, so sendet man vorher das Kommando

bin
Mit
quit
kappt man die Verbindung.
Sicherer ist die Verwendung vorsftp :

sftp grassma@emmy.uni-muenster.de

Noch mehr Service lieferscp, die Syntax lautet
scp [[usrl@]hostl:]file[[usr2@]host2:][file2]

dabei kannfile2 auch ein Verzeichnis sein. Ich mache das von zu Hause aus so:
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scp datei hgrass@zio.mathematik.hu-berlin.de:/u/hgras S

Und umgekehrt (aus der Uni nach Hause):

scp hgrass-p@zio.mathematik.hu-berlin.de:~hgrass-p/S  S08/* .

Mit den Diensten Gopher und WWW wurde ein bequemer Zugri aufweltweit ver-
streute Informationen neglich. Hierzu gab es zuachst zeilenorientierte, Web-browsen,
also,Netz-Stoberen; das World Wide Web wurde 1993/94 bekannt, als mit da Brow-
ser mosaic eine gra sche Oberache geboten wurde. Wenn die Texte im Format Hy-
pertext Markup Language (HTML) erstellt wurden, so kann mansich durch einen
Mausklick auf markierte Worte automatisch auf andere Reclar/Dateien weiterleiten
lassen. Dieses System wurde von Marc Andreesen entwickelt,war damals Student,
spater grendete er die Firma Netscape, deren gleichnamiger Browsersaic so gut
wie verdrangt hat.

In die Gestaltung ihrer Internet-Seiten verwenden die Auten immer aufwendigere
Techniken, bunte, bewegte Bilder usw., oft einfach, um auifallen. Daraus resultieren
teilweise erhebliche Ladezeiten. Einige Browser zeigenndaktuellen Datendurchsatz
beim Laden an. Wenn dieser bei 1 ... 2 KByte / s liegt, kann marrdh sein, bei 150
Byte / s wird man ungeduldig. Das Wort \stalled\ hei t: abgew wrgt.

Fur den Hausgebrauch (wenn also beim Surfen Telefonkosterfallen) ist die Verwen-
dung der frei erhaltlichen Browserlynx oderarena vorteilhaft, diese mbertragen keine
Bilder und Farben und unterseitzen keine Maus-Operationen; den Links folgt man mit
den Pfeil-Tasten.

Wenn es einem einmal gelungen ist, ins Netz einzudringen @amu man nur eine
Adresse kennen), so wird man durch freundliche vorhandeneshssen um die ganze
Welt geleitet. Auf die Heimatseite des Instituts &ir Mathematik gelangt man durch
Eingabe der URL (uniform resource locator)

http://www.mathematik.hu-berlin.de/

Dort kann man sich das Vorlesungsverzeichnis ansehen, zafdrmatik, dem Rechen-
zentrum oder zu anderen mathematischen Instituten in Berlibzw. Deutschland durch-
hangeln oder in den von Mitarbeitern und Studenten gestalten ,persnlichen Seiten\
nachschauen, worauf diese hinweisen wollen. Da ist man sehin der Gemaldegalerie
von Bill Gates gelandet.

Zur Gestaltung eigener Web-Seiten ist es zweclang, zuerst mal eine Seite von einem
Bekannten, die in HTML geschreiben ist, zu kopieren (der Beknte ist auf die gleiche
Weise zu seiner Vorlage gekommen) und sich als ASCII-Textarsehen. Da esthrt man
schon vieluber die Struktur dieses Formats. Nurandert man die persnlichen Angaben
einfach ab und speichert die Datei unter einem vom SysOrg \g#gebenen Namen, oft
Wellcome.html oder index.html in einem ebenfalls vorgegebenen Verzeichnis, in
dem alle Nutzern Leserechte haben, ab; das Verzeichnienkte z.B. public_html
hei en.

(Unter DOS ist die Dateinamenserweiterunghtm zu verwenden.)

Eine Einfahrung in HTML wird in dem ,,Buch\ HTML-Einf shrung von H. Partl gege-
ben, das im Web u.a. unter der URL
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http://www.mathematik.hu-berlin.de/~richter/hein.ht mi

zu nden ist, gegeben. Mir wurde auch

www.sellhtml.teamone.de
empfohlen, aber ich wollte keine halbe Stunde was runterlad, was mir dann doch
nicht gefallt.

Eine Einfuhrung ins Internet ndet man in dem Buch von M. Scheller u.a.das ebenfalls
im Web lesbar ist; fragen Sie untescheller@ask.uni-karlsruhe.de an.

Wenn man an einem Rechner sitzt und auf einem anderen etwasteden will, mu
man dazu nawrlich berechtigt sein. Man kann aber evtl. seinen favorisiten Editor
nicht benutzen, weil der fremde Rechner den gar nicht kenntder nicht wei, wohin
der denn die Daten schicken soll (der fremde Rechner wei his uber Sie). Hier hilft
der Editor vi , der auf jedem Unix-Rechner installiert ist. Der Aufruf erblgt mittels

vi dateiname

Mit dem Kommando :set nu kann man sich Zeilennummern anzeigen lassen. Nun
kann man sich mit den Kursor-Tasten im Text bewegen, wenn dascht geht, helfen
die Tastenh, j, k, |  und die Return-Taste. Das Zeichen unter dem Kursor streicht
man mit X, man ersetzt es mitr neues-Zeichen . Die aktuelle Zeile streicht man mit
dd.

Um etwas in den Text einkigen zu loennen, mu man sich mittelsi in den Insert-Modus
begeben oder mio bzw. Oeine Leerzeile unter bzwelber der aktuellen einéigen.

Nun kann man schreiben. Den Insert-Modus vexlt man mit der Escape-Taste. Zum
Sichern schreibt manwg.

Das waren nur die allereinfachsten Kommandos, nedich gibt es aucheber vi ganze
Beicher.

4 Professionelle Software
4.1 Mathematica

+~Mathematica ist ein allgemeines Softwaresystem und einer8phe, die &ir mathema-
tische und andere Anwendungen bestimmt ist.\ (Stephen Walhm, Mathematica)

Man kann Mathematica wie einen Taschenrechner benutzensafahlbereiche werden
(beliebig lange) ganze Zahlen, rationale Zahlen (Bche), Gleitkommazahlen beliebiger
Genauigkeit sowie komplexe Zahlen bereitgestellt. Weitein kann symbolisch (mit Po-
lynomen) gerechnet werden und es werden Operationen mit taa ermeglicht. Nach der
Eingabe einer Anweisung wird diese ausgewertet und das Hoges ausgegeben. Wenn
die Eingabe mit einem Semikolon beendet wird, wird das Ergeis nur berechnet, aber
nicht ausgegeben.

Beispiele #ir Eingaben:
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+

123
80
20
54
(oder a * b)

>

DY YT O WO
L = i | I

b
b
(x + y)y"2 (X, y sind Unbestimmte)
{1, 3, 5} * 7

l(a ==7)

p && q && ...

pillall ..

Xor[p, q, ...]

If[p, then, else]

Do[ausdr, {i, min, max, incr}]
While[test, ausdr]

For[start, test, inc, ausdr]

Auswahl eingebauter mathematischer Funktionen:

Sart[2]

Exp([3]

Log[4]

Log[2, 8] (ergibt 3)

Sin[x], Cos[x], Tan[x], ArcSin[x], ArcCos[x], ArcTan[x]
n!

Abs|x]

Round[x]

Mod[10, 3] (ergibt 1)
Random(]

Max[x, vy, ...], Min[x, vy, ...]
Factorinteger[n] (Primfaktoren)

GCD[a, b, ..]

LCM[a, b, c, ..]

Divisors[n]

PrimePi[n]  Zahl der Primzahlen < n
Prime[K] k-te Primzahl

PrimeQ[n] ist n eine Primzahl?

Binomial[m, n]

Multinomial[n1, n2, ...]

Factor[p] zerlegt ein Polynom
N(ausdruck) ergibt den numerischen Wert
N[Pi]

N[E, 20]

Alle Funktionsnamen von Mathematica beginnen mit Gro buclstaben, wenn man die
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Namen selbstde nierter Funktionen mit Kleinbuchstaben bginnen | t, kann es keine
Kon ikte mit eingebauten Funktionen geben:

fix_] := x*3 (Definition)
f[5] (Aufruf)

Als Beispiel programmieren wir nochmal das Horner-Schem@lir schreiben folgenden
Text in die Datei in.m:

c = {1,2,3,4,5}
horner[x_,c ]:= (n = Length[c]; s = c[[n]];
For[i = n-1, i>0, i=i-1, s=s*x+c[[i]]];s)

Innerhalb von math rufen wir dann h[2,c] auf, das Ergebnis ist 129.

Formelmanipulation:

D[ArcTan[x], X]

Integrate[x™n, X]

Sum([1/i, {i, 1, 10}]

Prod[x+i, {i, 0, 3}]

Solve[x*2 + 2 x + 1 == 0, X]
NSolve[x"5 + x + 1 == 0, X]

In Listen kann man Objekte zusammenfassen, man rechnet widtvektoren. Eine
Matrix ist eine Liste gleichlanger Listen.

a = {x"2, x"3, x"4}

D[a]

Table[i*2, {i, 6}]
Product[x®i + i, {i, 0, 4}]

v = {1, 2}

3v+7

m = {{a, b}, {c, d}}

m[[1]] (Ergebnis: {a, b})
m[[1,2]] (Ergebnis: b)

V. Ww (Skalarprodukt von Vektoren)
m . v (Matrix mal Vektor)
m . m (Matrixprodukt)
IdentityMatrix[5]

Inverse[m]

Det[m]

Det[m - x IdentityMatrix[2]]
Eigenvalues[m]
Eigenvectors[m]

First[liste]

Rest]liste]
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MemberQ]liste, el]

Position[liste, el]

Prepend]liste, el]

Append[liste, el]

Join[l1, 12]

Union[l1, 12] (Ergebnisliste ist sortiert)
Sort[liste]

Anweisungen lennen von einer Datei eingelesen werden, dabei mu jede Answng in
einer neuen Zeile stehen:

<< datei
Man kann einen Ausdruck in eine Datei schreiben:

ausdr >> datei
ausdr >>> datei

Die erste Varianterberschreibt die Datei, bei der zweiten wird der Ausdruck agehangt.

Ohne den Damen und Herren von Wolfram Research, wo man das ramm kaufen
kann, nahetreten zu wollen, sollte man doch emtnen, da derartige Funktionen auch
bei anderen Programmen zu nden sind.

Hervorzuheben sind aber diesllig unklompliziert zu handhabenden Mglichkeiten
gra scher Darstellungen.

Plot[Sin[x], x, 0, Pi] zeichnet die Sinusfunktion; die Plotfunktion hat viele Op-
tionen mit akzeptablen Vorgabewerten, die man also niclendern mu . Showzeichnet
ein Bild erneut, dabei kann man z.B. Optionerandern:

p = Plot[x*2, {x, -1, 1}]
g = Plot[-x*2, {x, 0, 2}]
Show[p, PlotRange -> {0, 2}]

Das Prozentzeichen ist eine Variable, die das letzte Ergabrals Wert hat.

Show[%, q]

Wirklich schen sind dreidimensionale Gra ken, die Farbwerte werden doh die Funk-
tionswerte bestimmt:

Plot3D[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}]

s = Plot3D[Sin[x y], {x, 0, 3}, {y, O, 3}

Showls, PlotRange-> {-0.5, 0.5}] (legt den vertikalen Bere ich fest)
Show(s, ViewPoint -> {0, -2, 0}] (von vorn gesehen)

Mit den bisherigen Methoden lnnen die Grafen von Funktionen einer oder zweier
Variabler gezeichnet werden. Mit den folgenden Methoden ka man die x- und ggf.
die y-Koorinate in Abhangikeit von einem Parameter variieren:
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ParametricPlot[{x[t], y[t]}, {t, tmin, tmax}]
ParametricPlot[{Sin[t], Coslt]}, {t, 0, 2Pi}] (ergibt ein en Kreis)
ParametricPlot3D[{f, g, h, schatten}, {t, tmin, tmax}, {u, umin, umax}]

Wenn f; g; h nur von einem Parameter ablngen, so &t man den zweiten weg. Die
optionale Angabe eineschatten -Funktion beein u t die Farbausgabe. Folgende Funk-
tionen sind eingebaut:

GrayLevel[x] Graustufe zwischen schwarz (0) und weiss (1)
RGBColor[r, g, b] Rot-, Gruen-, Blauanteile zwischen 0 und 1
Hue[x] Farbband rot, gelb, gruen,zyan, blau, magenta, rot

fuer x zwischen O und 1

4.2 Cinderella

Jurgen Richter-Gebert und Ulrich H. Kortenkamp (ETH Zerrich) haben das Programm
Cinderella gescha en, dies ist,a program for doing geometry on a computen. Man
kann mittels Mausaktionen Punkte setzen (und verschieben{seraden durch Punkte
zeichen, Mittelsenkrechte errichten und vieles mehr. Fege Konstruktionen kann man
zu Applets machen, die auf einer HTML-Seite eingebunden vaden kennen.

Ein Beispiel habe ich auf meiner homepage angebracht: die &bruktion zeigt, da
sich die Hbhen im Dreieck schneiden, und bei Bewegung einzelner Pumkterformt
sich die Figur.

Es gibt uber 50 Meglichkeiten zu Manipulation der Zeichnungen, das Handbhdst nur
etwa 100 Seiten stark, aber das kann man in einer Vorlesungini darstellen, da mu
man schon am Computer sitzen.

4.3 Povray

Hier soll eine kurze Einéihrung in das Programm Povray gegeben werden, was man
nutzen kann, um dreidimensionale Objekte darzustellen. Mandet Povray im Internet
unter

http://www.povray.org/redirect/www.povray.org/ftp/p ub/povray/
Official/Linux/povlinux-3.6.tgz

4.3.1 Grundlagen

Wir be nden uns im dreidimensionalen Raum und stellen uns
ein linkshandiges Koordinatensystem vor. Der Punkt mit den
Koordinaten x; y; z wird mit <x,y,z> bezeichnet, hier bnnen
wir ein Objekt anbringen. Den Punkt <a,a,a> kennen wir
kurz mit a benennen;x steht fur <1,0,0>, y fur <0,1,0>, z
fur <0,0,1>.

Wir betrachten das Objekt mit Hilfe einer Kamera:
camera { location <0,2,-2> look _at 0 }
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Wir bringen eine Lichtquelle an und geben dem Licht eine Fagb

light_source { <-5,30,-10> White }

Die De nition von Farben erfolgt im Paket colors , das wir vorher importieren mussen:
#include "colors.inc"

Wir geben auch dem Hintergrund eine Farbe:

background {White}

Nun kennen wir das erste Objekt anbringen:

sphere{<0,0,0>, 2 pigment {color Red}}

Es soll eine Kugel um den Koordinatenursprung darstellened Radius ist 2, die Farbe
rot. Wir speichern diesen Text in der Dateikugel.pov , starten Povray,

povray kugel.pov +W600 +H600 +P

und sehen nichts (nur etwas viel Rot). Das liegt daran, da sh die Kamera fast im
inneren der (Voll-)Kugel be ndet; wenn wir den Radius verktinern oder die Kamera-
position geeignetandern, sehen wir, was wir wollten. Mit den OptionerrW60Gtellen
wir die Breite des Fensters in Pixeln ein}H600legt die Hohe fest, und die Option+P
bewirkt, da das Bild nach seinem Aufbau nicht gleich wiedewverschwindet, sondern
bis zu einem Mausklick auf das Fenster erhalten bleibt.

4.3.2 Werkzeuge, Objekte, Anweisungen
Farben

Der Ober ache eines Objekts weist man eine Textur zu, zum Beispiel eiRarbe. Hierzu
dient das rgb-Modell: Aus den Farben Rot, Gan und Blau wird eine Farbe gemischt,
der jeweilige Farbanteil kann Werte zwischen 0 und 1 annehmedas rgb-Tripel wird

wie ein Punkt beschrieben:

pigment { color rgbh <x,y,z> }

In colors.inc  sind (neben sehr vielen anderen) die folgenden Grundfarbda niert:

#declare Red = rgb <1, 0, 0>;
#declare Green = rgb <0, 1, 0>;
#declare Blue = rgh <0, 0, 1>;
#declare Yellow = rgb <1,1,0>;

#declare Cyan = rgb <0, 1, 1>;
#declare Magenta = rgb <1, 0, 1>;
#declare Clear rgbf 1,
#declare White rgb 1,
#declare Black rgb O;
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Die Ober achen lonnen transparent gemacht werden:

color rgbt <x,y,z,u>

Der Wert von u liegt ebenfalls zwischen 0 (undurchsichtig) und 1 (voll dehsichtig).
Grundk erper

Eine (unendlich gro e€) Ebene beschreibt man durch ihren Namalenvektor und ihren
Abstand von Koordinatenursprung:

plane { <0,1,0>, -1 pigment {color Blue}}
Eine Kugel beschreibt man durch ihren Mittelpunkt, Radius md Textur.
sphere { <0,1,0>, 1 pigment {color Blue}}

Ein Quader ist durch die Angabe der Koordinaten zweier gegeberliegender Eckpunk-
te festgelegt:

box { <0,1,0>, <2,0,3> pigment {color Blue}}

Er liegt parallen zu den Koordinatenachsen, kann aber (aper) noch gedreht werden.
Um Zylinder und Kegel(stimpfe) zu erzeugen, gibt man die Mittelpunkte des oberen
und des unteren Deckkreises und deren Radien an:

cone { <0,1,0>, 2 <1,2,0> 1 pigment {color Blue}}

Wenn beide Radien gleich sind, entsteht ein Zylinder, wennreRadius gleich Null ist,
entsteht ein Kegel. Einen Zylinder kann man auch mittels

cylinder { <0,1,0>, <1,2,0>, 1 pigment {color Blue}}
herstellen.

Ein Torus wird durch zwei Kreise festgelegt: den Radius desréises, der die Mittel-
punkte der Querschnittskreise verbindet und den Radius e#3 Querschnittskreises; er
liegt in der x-z-Ebene, sein Mittelpunkt ist der Koordinatenursprung, er knn (spater)
bewegt werden.

torus { 5, 2 pigment {color Blue}}

Ein auf parallel zur x-z-Ebene stehendes Prisma wird durch die éthe seiner Grund-
ache, die Fbhe seiner Deckache, die Anzahl der Eckpunkte sowie derexrz-Koordi-
naten festgelegt:

prism{linear_sweep 1,3,4 <0,1>,<-1,0>,<0,-1>,<1,0>,<0 ,1> pigment{Red}}

Mein Werterbuch konnte mir keine rechte Erkérung des Worts, sweep\ liefern; das an-
gegebene Schkselwort legt fest, da die Eckpunkte geradlinig verbundewerden. Der
erste Eckpunkt mu mit dem letzten Eckpunkt mbereinstimmen. Wennconic_sweep

angegeben wird, entsteht eine Pyramide.

All diese Kerper sind Vollkerper.

Boolesche Operationen

Mit den oben betrachteten Vollkorpern kennen Vereinigungen, Durchschnitte und Men-
gen-Di erenzen gebildet werden:
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union{Objektl, Objekt2, Objekt3 Transformation Textur}
intersection{Objektl, Objekt2 Transformation Textur}

difference{Objektl, Objekt2 Transformation Textur}

Dies wurde angewandt, um eine Szenélauschen mit Garten\ darzustellen:?

#include "colors.inc"
camera {ultra_wide_angle angle 75 location<8,3,-2> look _ at<0,1,2>}

difference

{

difference

{

intersection
{
box { <0, 0, 0>, <2, 2, 2> pigment { color Grey} }
sphere{ <1,1,1>, 1.5 pigment{color Black}}
}
box {<1,1,1>, <2.5, 1.5, 1.55}
pigment {color Yellow}
}
box {<0.4,1.5,0.4>, <8,1.8,0.7>}
pigment {color Yellow}
}
plane { < 0, 1, 0>,1 pigment { color Green } }
cone { <1, 2, 1 >,1.1, <1, 4, 1>,0 pigment {color Red} }

difference
{
difference
{
cylinder {<1,0,1>, <1,1.5,1>, 4 pigment {color rgh<0.5,0. 3,0>}}
cylinder {<1,0,1>, <1,3,1>, 3.9}
}
box {<3,1,1>, <7,7,7>}
}
light_source {<4, 4, -4> color White}
cylinder{ <3,0,3>, <3,3,3>, 0.1 pigment {color rgh<0.5,0, 0>}

sphere{ <3,3,3>, 0.3 pigment{color Green}}

sphere{ <2.8,2.5,2.8>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <3.2,2.5,3.2>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <3.1,2.5,2.9>, 0.3 pigment{color Green}}
sphere{ <2.9,2.5,3.1>, 0.3 pigment{color Green}}
Il sky
plane{<0,1,0>,1 hollow texture{ pigment{ bozo turbulence 0.92

color_map

2Diese Szene wurde von Studenten erstellt, deren Namen ichafit mehr nden kann.
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{
[0.00 rgb <0.2,0.2,1>*0.9]
[0.50 rgb <0.2,0.2,1>*0.9]
[0.70 rgb <1,1,1>]
[0.85 rgb <0.25,0.25,0.25>]
[1.0 rgb <0.5,0.5,0.5>]
}
scale<1,1,1.5>*2.5
translate<1.0,0,-1>
Yl end of pigment

finish {ambient 1 diffuse 0}

}! end of texture

scale 10000

Y/ end of plane

/I fog on the ground -------------
fog { fog_type 2
distance 50
color White
fog_offset 0.1
fog_alt 1.5
turbulence 1.8

}
fog{distance 300000 color White}

Transformationen

59

Wenn Objekte in einer Standardlage konstruiert wurden, soakin man sie transfor-
mieren: man gibt am Ende der Objektde nition Anweisungen anwie es verschoben,
gedreht, gedehnt/gestaucht werden soll. Eine Verschiebgrerreicht man mit der An-

weisungtranslate <a,b,c> , es erfolgt eine Verschiebung um den Ortsvektor des an-

gegebenen Punkts. Eine Drehung erfolgt bedtate <a,b,c> , es wird um die Winkel
a; b; cin x-,y-,z-Richtung verschoben, die Winkel sind im Grad-Ma anzugebe Eine
Gre enveranderung erfolgt beiscale <a,b,c> , der Ma stab wird um die Faktoren
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a; b; cin x-,y-,z-Richtung verandert. Die Transformationen werden in der Reihenfolge,
wie sie aufgeschrieben wurden, ausgbft; die Operationen kommutieren nicht, die
folgenden beiden Zeilen bewirken Verschiedenes:

torus {2, 0.3 translate <2,3,0> rotate <60, 20, 0> pigment{c olor Blue}}
torus {2, 0.3 rotate <60, 20, 0> translate <2,3,0> pigment{c olor Red}}

Die aus der linearen Algebra bekannten linearen Abbildunge
kennen mit der matrix -Anweisung angewandt werden:

matrix < v1.x,vl.y,vl.z,
V2.X,V2.y,v2.Z,
v3.x,v3.y,z3.z,
0,0,0 >

Dabei sindvl; v2; v3 die Bilder der Vektorenx,y,z und v1.x ist die x-Komponente von
v1. In der linearen Algebra stehen die Koordinaten der Bildeter Basisvektoren in den
Spalten der Darstellungsmatrix einer linearen Abbildunghier stehen die Koordinaten
in den Zeilen, das obige 12-tupel wird als 4 3-Matrix aufgefa t. Wenn in der letzten

Zeile keine Nullen eingetragen werden, so wird die a ne Abliung ausgedihrt, wo das
letzte Tripel als Bild des Ursprungs interpretiert wird.

Text
Einen Text gibt man etwa wie folgt auf dem Bildschirm aus:
text{ttf "timrom.ttf" "Abc" 0.1, 0 pigment{Red} translate 3*x scale .3}

Es werden der Zeichensatz (hier: TimesRoman), die Zeichette, die ,Dicke\ der Zei-
chen,... festgelegt. Die Zeichen stehen in d&rz-Ebene, beginnen bek0,0,0> und
haben eine Standardgs e, die skaliert werden kann. Die Zeichen haben auch eine-Di
cke, was man sieht, wenn die Kamera sagt drauf guckt. Im Beispiel ist die Dicke auf
ein Zehntel reduziert, damit die Zeichen sich bei Saagansicht nicht mberlappen. Es
ware sclon, wenn die Zeichen (wie oben die Achsenbezeichnungen desidinatensys-
tems) so ausgerichtet wren, da die Kamera senkrecht drauf schaut. Dazu greifen wi
etwas vor und benutzen die oben eingdirte Transformationsmatrix:

zeigt Text bzw. Zeichenkette senkrecht zur Kamera ausgeric htet.
#macro zeig(stelle, zeichen)
object
{
text{ttf "timrom.ttf" zeichen 0.1,0 pigment{Red}}
matrix
<
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z1.x,z1.y,z1.z,

Z2.X,22.y,22.2,

z23.X,23.y,z23.z,
stelle.x,stelle.y,stelle.z>
translate 2.2*stelle scale 0.3

}
#end

Hier ist z3 der normierte Ortsvektor der Kamera undzl;z2 spannen die dazu ortho-
gonale Ebene auf.

Wenn Zahlen (etwa von Povray berechnete) ausgegeben werdetien, so nassen diese
in Zeichenketten umgewandelt werden, dies geht so:

str(Zahl 0,2)

Die Parameter geben an, wo der Dezimalpunkt stehen soll undeaviele nachkommende
Stellen gezeigt werden sollen.

Variable

Povray hat eine Vielzahl von Schisselworten sowie xierte Bezeichner; ich habe mehr-
fach den Fehler gemacht, eigenen Variablen solche Bezemhmvie x,y,z,t,u,v Zu
geben, diese sind reserviert, es erfolgt eine ggwungsbedirtige Fehlermeldung.
Variable werden mit demdeclare -Befehl deklariert und belegt:

#declare bb = 2;

(Wenn das Semikolon fehlt, erfolgt eine leicht verandliche Fehlermitteilung.) Dies ist
eine globaleVariable, die smter mit bb = 3verandert werden kann.

#local bb = 2;

Dies ist eine nur ein einer bestimmten Umgebung (einer Prahar-Vereinbarung oa.)
geltige Variable, auf diese kann von au erhalb nicht zugegen werden.

Die Anfangsbuchstaben der Povray-eigenen Bezeichner sidteinbuchstaben, bei ei-
genen Deklarationen ist man (meist) auf der sicheren Seit@enn man Anfangs-Gro -
Buchstaben verwendet. Variable werden uns noch &f@r beschaftigen.

Mathematische Funktionen

Es steht die gesamte Palette zur Vesigung, z.B.

sin(a), asin(a), sqrt(a), abs(a), pow(a,b)... und es werden die Standardna-
men verwendet. Es gibt auchpi und Umrechnungen zwischen Grad- und Bogenma.
Schauen Sie in die Datei

povray-3.7.0-linux2.6-x86_64/include/math.inc

hinein.

Wir wollen uns mit Vektoroperationen und -funktionen beschaftigen.

Ein Punkt <a,b,c> wird auch als der entsprechende Ortsvektor interpretiertivenn also
v,w Vektoren sind, so werden die Ausdricke v+w, 3*v, 5*x richtig interpretiert. Mit
vnormalize(v) erhalt man den normierten Vektor. Das Skalarprodukt istvdot(v,w) ,
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das Vektorprodukt ist vcross(v,w) , den Winkel zwischen Vektoren erélt man mit
VAngle(v,w) im Bogenma, mit VAngleD(v,w) im Gradma, letztere ist wie folgt
de niert:

#macro VAngleD(V1, V2)
degrees(acos(min(1,vdot(vnormalize(V1), vnormalize(V 2))))
#end

Soahnlich hatten wir das auch gemacht.
Bedingungen

Ein Ausdruck, dessen Auswertung gleich 0 ist, kann als derdischer Wertfalsch ver-
standen werden, andere Werte ergebewmahr. Eine bedingte Anweisung (wenns so ist,
tu das\) sieht wie folgt aus

#if (a<b)
rechtsrum()
#else
linksrum()
#end

Solche Anweisungen énnen auch verschachtelt werden.
Schleifen

Als Wiederholungsanweisung kennt Povray divhile -Schleife:

#local i = O;
#local s = 0;
#while (i < m)
#local s = s + a]i];
#local i = i+1;
#end

Es werden die Komponenten eines Felds addiert.
Felder

Matrizen werden mittelsarray deklariert und belegt:

#declare m = array[2][3]
{ {1.2,2},
{3,4,5}
}
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Die Indizierung beginnt wie bei Java jeweils bei 0, im Beisgli ist m[1][1] = 4, rechts
unten steht m[1][2].

Das folgende stellt wiederum einen Vorgri dar, zeigt aberwie man mit Matrizen
hantiert. Den Makros (spater) mu nichts wber den Typ der Parameter mitgeteilt
werden, das merkt Povray selbst.

[** Transponierte von a*/
#macro transp(a)

#local m = dimension_size(a,l1);
#local n = dimension_size(a,?2);
#local i = 0O;

#local at = array[n][m];

#while (i < m)

#local j = O;
#while (j < n)
#local at[j][il= al[i][j];
#local j = j+1;
#end
#local i = i+1;
#end
at
#end

Das war eine, Funktions-Prozedun, das Ergebnis wird am Ende ,ausgegeben\. Im folgenden
Beispiel wird das Ergebnis als Parameter zuickgegeben, dieser mu in der korrekten Ge e
initialisiert sein.

/[** ¢ = a * b; ¢ muss initialisiert sein */
#macro mult(a, b, c¢)
#local m = dimension_size(a,l);
#local n = dimension_size(a,?2);
#local | = dimension_size(b,2);
#local i = 0;
#while (i < m)
#local j = 0;
#while (j < I)
#local s = 0;
#local k = 0;
#while (k < n)
#local s = s + a[i|[k]*b[K][j];
#local k = k+1;

#end
#local c[i][j] = s;
#local j = j+1;
#end
#local i = i+1;
#end

#end
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Makros

Ein Makro ist eine Funktion oder eine Prozedur, die, mit Parmeter versehen, ein
Ergebnis liefert. Es ist nutzlich, ein Makro zu deklarieren, wenn dieselben Aktionemit
verschiedenen Parametern ausggfrt werden sollen. Es wird nicht zwischen Wert- und
Referenzparametern unterschieden, aber Referenzparaeremeissen vor dem Aufruf
deklariert sein.

Hier wird der Schnittpunkt der durch die Punkte A; B und C; D verlaufenden Geraden
ermittelt; da diese aber windschief seinennen, wird das Makrompi aufgerufen

/[E = Schnittpunkt der Geraden (A,B) und (C,D)
#macro schnitt(A,B,C,D,E)
#local a = B-A;
#local b = D-C;
#local mm = array[3][2]
{
{a.x, -b.x},
{a.y, -b.y},
{a.z, -b.z}
}
#local r = array[3][1]
{
{C.x - AX},
{Cy - Ay},
{C.z - Az}
}
#local mp = array[2][3]
mpi(mm, mp) /[IMoore-Penrose-Inverse
#local e = array[2][1]
mult(mp,r,e)
#local E = A + €[0][0]*a;
#end

In den obigen Beispielemmult und schnitt sind ¢ bzw. E die Ergebnisse (hier isE ein
versteckter Referenzparamter).

Um ein Makro smater aufzurufen, benutzt man:

object{{[Name d. Makros]([Parameter])}

#declare E = <0,0,0>;
schnitt(A, B, C, D, E)

oder (wie beitransp )
a = transp(b)

Das Ergebnis hat das (lokal) im Makro de nierte Format.
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4.4 matlab

Das MATLAB € -System arbeitet mit Matrizen. Es stehen zahlreiche Funkihen be-
reit, die numerische Verfahren implementieren. Eine Matxi gibt man so ein:

a=[123,456;7 809]
Nun kann damit rechnen:
a2 =a*a,ad3=a”"2 a4 =a*2 d-=det(a), [uVv] = eig(a)

Es gibt ein Hilfe-Merw, wo alle eingebauten Funktionen aufgelistet sind, und z&bkiche
Demos, die den Umgang mit den Objekten erlernen lassen.

Man kann naterlich auch mit Zahlen rechnen, dazu stehen die Operationen

+ - 5L\, N zur Verfugung. ®blicherweise verwendet man Variable, denen man
Werte zuweisen solltex = 7.0. Der Typ der Variablen mu nicht deklariert werden,
es wird angenommen, da es sich um 64-Bit-double-Zahlen h#eit. Komplexe Zahlen
werden in der Form1.2+3.7i ein- und ausgegeben; das hat zur Folge, dasicht als
Variable zur Verfugung steht. Die Zahl heit pi, Inf ist 1 , NaNist ,not a numben.
Matrizen gibt man so einm = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9], dann entsteht

0 1
1 2 3

@4 5 6A
7 8 9

Standardfunktionen wiesqrt, sin, log, mod, gcd, lcm sind verfigbar. Man kann
sich auch eigene Funktionen (besser: Prozeduren) herstell diese speichert man sich
in einer Datei im aktuellen Verzeichnis, deren Name mit deméinen der Funktioneber
einstimmt. Die Datei ellipse.m enthalte folgenden Text:

function flaeche = ellipse(a, b)

flaeche = pi*a*b;

Innerhalb von MATLAB ruft man dann einfach f = ellipse(2,5) auf.
Dateizugri e:

[fid, m] = fopen(‘test.dat, ")

mat = fread(fid,[3 5])
fclose(fid)

Die Datei test.dat wird zum lesen ge net ( mist eine Messagelber den Erfolg), es
wird eine 3 5-Matrix spaltenweise gelesen und die Datei wird wieder gidossen. Mit

fopen(d, 'w') fwrite(fid, mat, 'float64’)
schreibt man eine Matrix in die Datei mit der Nummerfid .
Gra sche Ausgabe:

plot(x,y, format)
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Dabei sindx, y Vektoren, die diex;y-Koordinaten der zu zeichnenden Objekte an-
geben,format ist eine Zeichenkette, die die Farbe, die Markierungsart anLinienart
festlegt, z.B.'bo’ ist ein kleiner blauer Kreis,'r-" st eine rote Linie.

Man kann eigene Funktionen de nieren, dazu erstellt man jesils eine Text-Datel,
deren NamenN mit der (Haupt-)Funktion N ebereinstimmt und die Erweiterung.m
hat. Es folgen einige Beispiele, aus denen man die Syntaxeenken kann:

function s = spur(a)
% Spur ,steht in Datei spur.m
s =0;
for i = 1: length(a)
s = s + a(i,i);
end

function s = pot(a)
% die Potenzen von a bis max. zur n-ten, Datei pot.m
n = length(a);
p = zeros(n, n, n+l);
for i = 1 : n+l)
p(Z,Z,i) = aA(i'l);
end
s = zeros(n*n, n);
for | =1 : n+l
for k =1 : |
fori=1:n
forj=1:n
s(i+n*(-1), k) = p(i,j.k);
end
end
end
if rank(s) < |
break
end
end

function m = minpol(a)
% minimal polynomial of matrix a
n = length(a);
p = zeros(n, n, n+l);
for i = 1 : n+l)
p(:,:,1) = an(i-1);
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end
for | =1 : n+l
s = zeros(n*n, I);
for k =1 : 1
fori=1:n
forj=1:n
s(i+n*(-1), k) = p(ij.k);
end
end
end
if rank(s) < |
break
end
end
v = null(s);
v = viv(l);
for i=1:l
m(i) = v(l-i+1);
end

function f = horner(p, a)
% horner's rule: p(a)
length(p);
length(a);
eye(n);

= p@) * e
ori=2:d
f=f*a+ p() * e
end

d
n
e

f
f

Probieren Sie: Eingabe einer Matrix, dann Minimalpolynom éstimmen und die Matrix
dort einsetzen.

Die folgende Funktion erwartet als Parameter eine Zahl unte800, lad eine Bild-Datei
und zeigt eine komprimierte Fassung:

function clown(k)
s=load('clown’);
colormap(s.map)
hold on
image(s.X)
figure(1)

hold on
M=size(s.X);
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[U,S,V]=svd(s.X);

image(U(;,1:k)*S(1:k,1:kK)*V(:,1:k)"

hold on

disp(strcat('Kompressionsfaktor:',num2str((k*(M(1)+ M(2)+1))/(M(1)*M(2)))))

Einige netzliche Funktionen:

rref(a) reduced row echelon form

det(a) Determinante

inv(a) Inverse

poly(a) charakteristisches Polynom

[x, d] = eig(a) Eigenwerte und Eigenvektoren

eigpower(a) gp ter Eigenwert

[u, d, v] = svd(a) Singularwertzerlegung

pinv(a) Moore-Penrose-Pseudoinverse
45 |ATEX

In diesem Abschnitt soll kurz ein Texterstellungssystem vgestellt werden, das sich
besonders zum Schreiben mathematischer Texte eignet. Eineliebte Einfuhrung wird

in den Bechern von H. Kopka gegeben.

Heute ist auf PCs das Textverarbeitungssystem Word weitvbreitet. Hier hat man
Meneis, an denen man viele Verarbeitungseigenschaften (Sdgiib en usw.) einstellen
kann, und man hat eine Schreibache, auf der der Text so dargestellt wird, wie er
spater gedruckt aussieht. Derartige Textverarbeitungssystne machen aus dem PC eine
komfortable Schreibmaschine. Die Datei, die den gespeida® Text enthalt, enthalt
au erdem zahlreiche Formatierungsinformationen, oft in &rm nichtdruckbarer Zeichen.
Eine derartige Datei sollte man nig,von Hand\ verandern.

Demgegember ist TEX ein Programm, das einen Text als Eingabe erwartet und dar-
aus ein Ergebnis erarbeitet, das alle Informationen erdt, um fertige Druckseiten zu
erstellen. TeX erfullt also die Aufgabe eines Schriftsetzers; es ist als Pragnmierspra-
che eines Satzautomaten aufzufassergX wurde 1978 bis 1982 von Donald Knuth an
der Stanford University entwickelt. Einen weiten Anwendekreis hat es durch das von
Leslie Lamport gescha ene Werkzeug*TeX erhalten.

Es versteht sich, da dieser Text mittels ATEX (genauer: glatex von emteX) erstellt
wurde, das war vor 15 Jahren die beste Version.

Die Eingabedatei { eine reine Text-Datei (nur ASCII-Zeiche bis (char)255 sind er-
laubt) { stellt man mit Hilfe eines Editors her. Ein ,Wort\ ist eine Zeichenkette, die kein
Leerzeichen und kein Zeilenende-Kennzeichen ealth(dies sind Trennzeichen, die auf
die smteren Wortabstande keinen Ein u haben). Ein Absatz wird durch eine Leerzide
beendet, Zeilen- und Seitenumiarche werden automatisch durchgehrt. Innerhalb des
Textes konnen Befehle stehen, die entweder mit einem Backslasibeginnen oder ein
verbotenes Zeichen darstellen; verbotene Zeichen, diecaline besondere Bedeutung
haben, sind
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#! $1 &1 ~! 1 A) %! {) }-
Wenn ein# im Text netig ist, so mu man \# schreiben.
Befehle haben eventuell Argumente:

\befehl[optionall{zwingend}

Im Vorspann werden globale Eigenschaften des Texts festeg:
Papierformat,
Textbreite und -hehe,
Seitenl®pfe, Numerierung.

Unumganglich sind die folgenden Angaben

\documentstyle[Optionen}{Stiltyp} bzw. \documentclass
\begin{document}

Dann folgt der Text. Am Ende steht
\end{document}

Der Name der Eingabedatei mu auftex enden, z.B.text.tex, der Aufruf latex
text erzeugt die Dateitext.dvi , die den formatierten Text in druckerunablngiger
Form enthalt. DVI steht fur ,,device independent\, und das ist ernst zu nehmen: man
kann eine DVI-Datei am PC erzeugen und an Unix-Rechner ansualren. Zur Betrach-
tung ist unter Linux das Programm xdvi geeignet. Diese Datei wird schlie lich von
einem Treiber (z.B.dvips ) zu einer druckbaren Datei weiterverarbeitet; zur Umwand-
lung gibt es auchpdflatex und latex2html , beide, besondersatex2html , ergeben
aber nicht voll zufriedenstellende Ergebnisse, besser kioniert ps2pdf.

Eingestellte Optionen gelten innerhalb einer bestimmten tdgebung. Eine Umgebung
beginnt mit

\begin{umg}
und endet mit
\end{umg}.

Die Wirkung von Anderungsbefehlen (Zeichengre, Schriftart usw.) endet beim auf-
hebendenAnderungsbefehl oder am Umgebungsende. Beispiede mgebungsnamen
sind center, quote (beidseitig einricken), flushleft, flushright . Es gibt auch
namenlose Umgebungefy, z.B. {\textbf fetter Druck} erzeugtfetten Druck
Innerhalb der verbatim -Umgebung werden alle Zeichen (auch Leerzeichen und Zeile-
numbreiche) im tt -Format genauso gedruckt, wie sie geschrieben wurden.
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45.1 Maangaben

Als Ma einheiten kennen Zentimetercm Millimeter mmZzoll in, Punkte pt, Picaspc,
die Breite eines Gedankenstrichemund die Hohe des kleinen »ex verwendet werden.
Ein Zoll sind 72,27 Punkte, ein Pica sind 12 Punkte. Beispiel

\setlength{\textwidth}{12.5cm}
\setlength{\parskipH{lex plus0.5cm minus0.2cm}

\parskip bezeichnet den Absatzabstand, miplus und minus kann man Dehn- und
Schrumpfwerte angeben, die (wenn eglich) Anwendung nden; damit hat man , elas-
tische Ma e\. Besonders elastisch ist das Ma\fill , z.B. vergm ert man Abstande
mit

\hspace{\fill}

Der Parameter vonhspace kann auch negativ sein.
Sonderzeichen in speziellen Sprachen gibt es auch:

\pounds, \OE, \{o}, "A, "s, \today

Dies stellt$, ,0, A, , 23. April 2010 dar.

45.2 Stile

Man kann sich aus vorgefertigten Dateien Standard-Einstehgen laden:
\documentstyle[option, ...]J{stil}

Optionen beziehen sich jeweils auf einsty -Datei, z.B.

11pt, 12pt, twoside, twocolumn, bezier, german, a4

Als Stile gibt esbook, article, report, letter . Ebenfalls im Vorspann wird der
Seitenstil vereinbart:

\pagestyle{stil}

Als Stile kommen in Frage:empty (keine Seitennummern),plain  (Seitennummern),

headings (lebende Seitemberschriften). Den Stil der aktuellen Seite kann man abwei
chend festlegen\thispagestylestil . Abstande sind z.B.\baselineskip  (Zeilenab-

stand), \parskip (Absatzabstand) und\parindent (die Gre e des Einzuge der ersten
Zeile eines Absatzes). z.B.

\setlength{\parskip}{Ocm}
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4.5.3 Untergliederungen

\chapter, \section, \subsection

unterteilt in Abschnitte, \chapter gibt es nurin Bechern. Z.B. gibt man dem Abschnitt
.Gleichungssysteme\ die Seitasberschrift ,, Systeme\ durch

\section[Systeme]{Gleichungssysteme}

Die einzelnen Abschnitte werden automatisch durchnummerit. Das kann man auch
selbst beein ussen:

\setcounter{chapter}{-1}
Mittels
\tableofcontents

erstellt man ein Inhaltsverzeichnis. Wenn dies am Anfang deTexts stehen soll, mu
man BTEX zweimal denselben Text bearbeiten lassen, denn es wirdtstelie bisher
vorhandene Informationeiber das Inhaltsverzeichnis benutzt.

45.4 Schriftarten

Folgende Schriftarten stehen zur Vesfgung:

\textrm (Roman, 10pt, dies ist der Standard)

\textem (emphasize, kursiv)

\textbf  (fett)

\texttt  (Schreibmaschine)

\texts| (slanted, geneigt)

\textsc (small capitals)

\textsf  (sans serif).

Man scha t sich eine Umgebung, in der die gemhlte Schriftart gilt, mit \textem{Text...}
Dieser Textist jeweils(immer zwei Worte weise) mit den vorhandenen Schrift-
arten gesetzt worden.

.. Gree der Buchstabenist eineder fOIgenden:

\tiny, \small, \normal, \large, \Large, \LARGE, \huge, \Hu ge.

(1.8 bis 8 mm)
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455 Aufz ahlungen

\begin{itemize}
\item erstens
\item zweitens
\end{itemize}

ergibt
erstens
zweitens

Au erdem gibt es enumerate und description , dabei werden die Items numeriert bzw.
an Stichworten festgemacht. All das kann man auch verschaeln. Um die Markierung
zu andern, schreibt man z.B. in den Vorspann:

\renewcommand{\labelitemiii}{+}}

Dabei wird in der dritten Schachtelungsstufe als Marke ein werwendet.

45.6 Regelsatze

Hierunter versteht man die in mathematischen Texterubliche gleichartige Gestaltung
der Form

Satz 4.1 (Gau) Dies ist der Satz von Gau .
Satz 4.2 (Fermat) Dies ist der Satz von Fermat.

Man erreicht dies durch die Vereinbarung
\newtheorem{satz}{Satz}[chapter]

und den Aufruf

\begin{satz}[|Gau"s]

\end{satz}

Dabei istsatz der Bezeichner undsatz der zu setzende Titel; die Angabe voohapter
in der Vereinbarung hat zur Folge, da @itze innerhalb eines Kapitels durchnumeriert
werden. Wenn auch Lemmata, Folgerungen usw. gemeinsam duremeriert werden
sollen, so kann man

\newtheorem{lemma}[satz]{Lemma}
\newtheorem{folg}[satz]{Folgerung}

vereinbaren.
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45,7 K asten

Durch
\framebox[4cm][I{Text}

wird ein Kasten erzeugt, der linkskindigen Text| Text | enthalt.
Wenn anstelle von der Positionierungsangaleein r steht, wird der Text rechtbeindig
angebracht.| rechter Tex{ Ohne Angabe wird er zentriert.

4.5.8 Teilseiten (minipages)

Durch eine Vereinbarung wie
\begin{minipage}{pos}{breite} .... \end{minipage}

wobei pos die Ausrichtung an der aktuellen Zeile bestimmt und die Wed b, t, ¢
annehmen kann (bottom, top, centered), erstellt man einenektteil, der logisch wie
ein Wort behandelt wird; man kann also mehrere Teilseiten beneinander setzen (man
nennt dies auch mehrspaltigen Satz).

Ich mu te jedoch die Erfahrung machen, da innerhalb von mifpages die ansonsten
automatisch durchgetihrte Silbentrennung nicht funktionierte; hier mu man sebst
Hand anlegen: wennl- in die Silbenfugen eingefgt wird, entsteht dort eine megliche
Trennungsfuge.

459 Tabellen

\begin{Tab-Typ}[pos]{spaltenformat} ... \end{Tab-Typ}

Der Tab-typ kanntabular oderarray sein, #r pos kannt oderb stehen (Ausrichtung
an aktueller Zeile), alsspaltenformat sind meglich:

l, r, c . links- oder rechtstundig bzw. zentriert
| . senkrechter Strich

I . zwei Striche

“{5Hlc} ergibt |c|c|clc|c|

Die Zeilen einer Tabelle sind durch\ zu trennen, der jeweilige Spaltenanfang wird
durch & markiert (au er 1. Spalte; die Spalten werden richtig unteeinandergesetzt),
mit \\ \hline  wird eine waagerechte Linie eingeft.

45.10 Mathematische Formeln

1. In mathematischen Texten werden Variable stets in einemaderen als der Grund-
schrift gesetzt, normalerweise kursiv. Die Bezeichner vo&tandardfunktionen
werden jedoch steil gesetzt.
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2. Es gibt eine Vielzahl vorde nierter mathematischer Symble, wie

usw, die nur in einer Mathematik-Umgebung vorkommen wtfen. Es gibt zwei
derartige Umgebungen: eineef Formeln, die in der laufenden Zeile vorkommen,
und eine #Ir ,abgesetzte\ Formeln, die einen neuen Absatzeenen und zentriert
gesetzt werden. Als Umgebungsgrenzemrknen jeweils ein oder zwei Dollarzei-
chen genommen werden, z.B.:

Es qgilt $ \sum {i=1} *n i = \frac{(n+1)nH{2} $

P

ergibt Es gilt = [, i = 21

wahrend

$$ \sum _{i=1} *n i = \frac{(n+1)n}{2} $$
X . (n+Dn
2
i=1

ergibt.

Alternativ k ennen die Mathematikumgebungen mit( und\) bzw.\[ und\]
umschlossen werden, ein vergessenes Dollarzeichen gibtaArzu vielen Fol-
gefehlern. Ubersichtlicher wird der Quelltext, wenn man die Mathematkum-
gebung mit \begin{math} und \end{math} bzw. \begin{displaymath} und
\end{displaymath} einschlie t. Der Begrenzer$$ ist gar kein ATEX- Befehl,
sondern ein EX- Kommando, die Absiende zum umgebenden Text, das sollte
besser nicht verwendet werden (Kopka emint es in der neuen Au age gar nicht).

. Wir stellen die einige Mbglichkeiten zusammen,efr weitere mege man in entspre-

chenden Tabellen nachsehen.

Exponenten x~2, \; xMa+b} x?; xa*b
Indizes x_2, \; x {a+b} X2; Xa+b
Breiche \frac{cH{a+b} 5 n
Wurzeln sqrt{x}, \; sqrt[n}{x} bX; "X
Summe \sum R
Integral \int
Punkte \ldots \; \cdots \; \vdots \; \ddots ;
Funktionen \exp, \; \lim exp; lim
Striche etc. \overline{xxx}, \; \underbrace{yyy} n XXX, }r/{)ﬁ/
n
gro e Klammern | \leftf\matrix{1 & 2 \cr 3 &4} \right] é i
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45.11 Einfache Zeichnungen

Eine Bildumgebung wird durch
\begin{picture}(breite, hoehe)

eingerichtet; dabei bezeichnerreite und hoehe die Gre e des Bildes, das an der
aktuellen Stelle eingedgt werden soll. Die Ma zahlen beziehen auf die z.B. durch

\setlength{\unitlengthl{3cm}

festgelegte langeneinheit. Man stelle sich nun ein Koordinatensytem vpdessen Ur-
sprung in der linken unteren Ecke des Bildes liegt. Mit

\put(x,y){objekt}

positioniert man an der Stelle (x,y) ein Objekt, dabei ist esulassig, da x und y
beliebige Werte haben; es wird auch au erhalb des Bildes gézhnet.
Einen Text bringt man z.B. so an:

\put(x,y){text}
\put(x,y){\makebox(0,0){text}}

Aber eigentlich soll ja etwas gezeichnet werden.

\setlength{\unitlengthl{1cm}
\begin{picture}(4,4)
\put(0,1){\line(1,0){4}}
\put(3,0){\line(0,1){3}}
\put(0,0){\line(2,1){4}}
\put(4,4){drei Linien}
\end{picture}

drei Linien ‘

ergibt
Eine Linie zieht man mit dem Befehl

\line(x,y){proj}

]



76 4 PROFESSIONELLE SOFTWARE

Dabei ist y=x der Tangens des Anstiegswinkelseif x und y sind die Werte 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6 zulssig, sie mssen zudem teilerfremd sein. Der Wemroj gibt bei senkrechten
Linien die Lange, sonst die Bnge der Projektion auf die x-Achse an. Analog kann man
mit

\vector(x,y){proj}
einen Pfeil zeichnen, hier sind als Abszissen Werte zwisoh@ und 4 zugelassen. Mit
\circle{durchm}, \circle*{durchm}

kann man kleine Kreise bzw. Kreisachen (bis 1/2 Zoll Durchmesser) zeichnen. @rere
Kreise zeichnet man am besten mit Hilfe des Bezier-Stils: Mi

\bezier{punktzahl}(x1,y1)(x2,y2)(x3,y3)

zeichnet man eine Parabel durch die Punkte P1 und P3, derentsprechende Tangenten
sich im Punkt P2 schneiden; durch Zusammensetzen solcherrié¢en erhalt man glatte
Ubergange.

\begin{picture}(5,3)
\bezier{150}(0,0)(1,2)(5,3)
\thinlines
\put(0,0){\line(1,2){1}}
\put(1,2){\line(4,1){4}}
\end{picture}

Bilder kennen auch verschachtelt werden.

45.12 Eigene Befehle

Heau g wiederholte Befehlsfolgen nachte man vielleicht zu einem einzigen neuen Befehl
zusammenfassen, wobei evtl. noch Parametebergeben werden sollen. Die folgenden
Konstrukte scha en neue Befehle bzweiberschreiben alte:

\newcommand{\name}{parameterzahl]}{definition}
\renewcommand{\name}[parameterzahl]{definition}

Die Parameteranzahl kann zwischen 0 und 9 liegen. Der Aufraffolgt durch
\name{...}

Beispiele:
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\newcommand{\xvecnmath}{(x_1, \ldots , x_n)}
\newcommand{\xvecntext{$(x_1, \ldots , x_n)$}

Der Aufruf von \xvectmath ist nur im mathemematischen Modus raglich, der von
xvecttext nur im Textmodus, da eben Indizes,_\ in Texten nicht erlaubt sind. Als
Trick fur beide Modi kann man

\newcommand{\xvecnallgi{\mbox{$(x_1, \ldots , x_n)$}}

\newcommand{\vecallg}[3[{\mbox{$(#1_#2, \Idots , #1 #3  )$}}

Der Aufruf hierfur weirde

\vecallg{yKkXI}

lauten. Falls jeder Parameter nurein Zeichen enttalt, kann man auch \vecallgykl
schreiben, das ist (im Quelltext) aber schwer lesbar.

Eigene De nitionen von Befehlen, die man auch andernorts oh verwenden nachte,
schreibt man am besten in eine eigene Start-Datei, die man ahmfang des Dokuments
mit dem Befehl

\input eingabe

einliest.

Mittels % leitet man einen Kommentar ein, der bis zum Zeilemsle geht.
\symbol{60} ergibt das Kleinerzeichen < (oder auch nicht}sim ist eine Tilde ; es
gibt auch \smile *

Hier ist die Frakturschrift (\frakfamlily)

|o| 1[2]3][4[5[6]7|8]¢9
0
10
20
30 PI" | #$|%| &
410(1) 1 *[+]|,|-|.|1]01
50123456789 :|; . . X .
60l <| = ” AlslclplE Ein rundee * erhSlt man .mit
70|F|G|H|I |J|K|LIM|N|O
O|PIQ|IR|S|T|U|V|W|X|Y
O ZI[ [N~ _| |albjc
100/ dje|f|lg| h|i]j|k[I]]|m
11 nfo|plqg|r|s|tjujviw
120 x|y |z |{ || Y}l .
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Das Programmkile ist eine integrierte Entwicklungsumgebung efr IATEX; hier wird
einem geholfen, Syntaxfehler zu vermeiden, man kann vieleoistruktionen durch
Mausklick erzeugen® nende Klammern (auch \begin usw.) schlie en sich von selbst.
Man beginnt am Besten mit dem Anklicken vorfFile/Open , dann bekommt man schon
einen fertigen Rahmen vorgesetzt.

Schlie lich kann man mit IATEXrechnen:

\documentclass[12pt]{article}

\usepackage{german,calc}

\begin{document}

\newcounter{local}

\setcounter{local}{20}

\setcounter{local}{(\value{local} + 1) * \value{local} / 2}
Der Wert $\frac{(20+1)*20}{2}$ ist "\thelocal™.

\newcounter{hours} \newcounter{minutes}
\newcommand{\printtime}{%
\setcounter{hours}{\time / 60}%
\setcounter{minutesi{\time - \value{hours} * 60}%
\thehours\ Stunden und \theminutes\ Minuten }

Es ist \printtime\ nach Mitternacht.

\end{document}

ergibt

Der Wert #2220 jst 210\
Es ist 17 Stunden und 13 Minuten nach Mitternacht.

Zum ,Programmieren\ stehen solche Konstruktionen wie
\ifthenelse{test{wenn-code}{sonst-code} und \whiledo{testi{do-code}
zur Verfugung.

Dies \label{testref} ist eine
\ifthenelse{\isodd{\pageref{testref}}}{ungerade}{ge rade} Seite.

Dies ist eine gerade Seite.

Zum Abschlu fege ich meine Standard-Anfangsdatei arberlegen Sie, warum die
angegebenen De nitionen geahlt wurden und was sie bewirken.
Die Datei hg.sty mege folgenden Inhalt haben:

\catcode™ A=\active
\catcode a=\active
\catcode™ O=\active
\catcode @=\active
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\catcode™ U=\active
\catcode™ U=\active
\catcode™ =\active
\defa{"a}

\def{"0}

\defs{"u}

\def A{"A}

\def ©{"0O}

\def U{"U}

\def {"s}

Wenn diese Stil-Datei eingebunden wird, so kann man die dechen Umlaute direkt
im Text eingeben.

Besser ist es, im Vorspann

\usepackage[utf8{inputenc}

einzutragen.

\def\Bbb#1{{\bf #1}}
\def\square{\nfill \hbox{\vrule\vbox{\hrule\phantom{ of\hrule}vrule}}
\documentstyle[german,bezier,12pt,hg]{book}
\textwidth15.5cm
\textheight23cm
\oddsidemarginOmm
\evensidemargin-4.5mm
\topmargin-10mm
\pagestyle{headings}
\markboth{I}{r}
\setlength{\parindent{Opt}
\setlength{\unitlengthl{1cm}
\makeindex
\begin{document}
\newtheorem{satz}{Satz}[chapter]
\newtheorem{lemma}[satz]{Lemma}
\newtheorem{folg}[satz]{Folgerung}
\newcommand{\p}{\par \noindent}
\newcommand{\m}{\par \medskip \noindent}
\newcommand{\diag}[8]
{
$$
\begin{array}clclc}
& #1 & \stackrel{\displaystyle #2}{\longrightarrow} & #3 \ \
#4 & \Big\downarrow & & \Big\downarrow & #5 \\
& #6 & \stackrel{\displaystyle #7H\longrightarrow} & #8
\end{array}
$$

}
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\newcommand{\betq}{1]{\left] #1 \right|] "2}
\newcommand{\bet}[1]{\left] #1 \right|}
\newcommand{\pr}[2]{\langle #1, #2 \rangle}
\newcommand{\bi}{\begin{itemize}}
\newcommand{\jjK{\item}
\newcommand{\ei}{\end{itemize}}
\newcommand{\be}{\begin{enumerate}}
\newcommand{\ee}{\end{enumerate}}
\newcommand{\bs}{\begin{satz}}
\newcommand{\es}{\end{satz}}
\newcommand{\bl}{\begin{lemma}}
\newcommand{\el}{\end{lemma}}
\newcommand{\bfo}{\begin{folg}}
\newcommand{\efo{\end{folg}}
\newcommand{\de}{{\bf Definition: }}
\newcommand{\Pa}{\left\| }
\newcommand{\ap}{\right\| }
\newcommand{\eps}{\; \epsilon \;}
\newcommand{\la}{\longrightarrow}
\newcommand{\kreis}
{
\bezier{100}(1.707,1.707)(2,1.414)(2,1)
\bezier{100}(1,2)(1.414,2)(1.707,1.707)
\bezier{100}(0.293,0.293)(0,0.586)(0,1)
\bezier{100}(1,0)(0.586,0)(0.293,0.293)
\bezier{100}(1.707,0.293)(2,0.586)(2,1)
\bezier{100}(1,0)(1.414,0)(1.707,0.293)
\bezier{100}(0.293,1.707)(0,1.414)(0,1)
\bezier{100}(1,2)(0.586,2)(0.293,1.707)

4.5.13 IATEXund Farben

In den Beichern steht, wie man es machen soll:

\usepackage{multicol}
\usepackage[dvips]{color}

Das wird von ETEXzureckgewiesen, das Programm gibt folgenden Rat:
\documentclass[12pt,twoside,dvips){article}

\textcolor{farbe}{Text}
farbe = black, white, blue, green, red, yellow, cyan, magent a
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5 Komplexit at

Die E zienz von Algorithmen mit man an der verbrauchten Zeit und dem belegten
Speicherplatz. Wir behandeln hier die Zeit-Komplexitt.

Wenn verschiedenen Implementierungernvérschiedene Algorithme)) die ein und die-
selbe Funktion realisieren, mit denselben Eingabedaten dirauf denselben Rechner
verglichen werden sollen, gemt die Zeitmessungmit der eingebauten Rechneruhr,
z.B.t = B.zeit(t)

Wenn vom Rechner oder, allgemeiner, vorilaschinenmodellabstrahiert werden soll,
die Daten aber gleich sind, so kann man die Operationealden; der konkrete Zeitbedarf
hangt von den Auskhrungszeiten auf dem konkreten Rechner ab.

Wenn auch von denkEingabedatenabstrahiert werden soll, so berechnet man die Zahl
der Operationen in Ablangigkeit von der Anzahl der Eingabedaten.

Wenn ein Algorithmus fer die Verarbeitung vonn Daten 10 nlogn Rechenschritte
benetigt und ein anderer brauchtn? + 10n, welcher ist dann schneller? & n = 10
braucht der erste etwa 400 Schritte, der zweite nur 200. Ab&ar n = 100 braucht der
erste 8000 Schritte und der zweite 10000 undrfimmer gre ere Anzahlen schneidet der
erste Algorithmus immer besser ab. Wenn es um die E zienzbsimung bei gro en
Datenmengen geht, so nimmt man eine asymptotische Ab#&thung des Aufwandes
vor. Dabei sieht man von konstanten Faktoren ab: zwei Algdhmen, die Rechenzeiten
von einem bzw. zehn Jahren baigen, sind gleicherma en inakzeptabel.

5.1 E ektives und une ektives Rechnen, der Kreis

Die Aufgabe besteht darin, die Koordinaten der Punkte des Eheitskreises zu berech-
nen, z.B. um Kreise zu zeichnen.

1. Methode: naiv
Far =0; 1;::::359 berechne

X( )=cos(2 =360

y( )=sin(2 = 360)
Dafeir braucht man 720 Funktionsaufrufe.
2. Methode: e ektiver

Setze =2 =360 CB =cos ; SB =sin : Wennx( ); y( ) schon bekannt sind, so
ist
Xx( +1)=cos( + )=cos cos sin sin;

y( +1)=sin( + )=sin cos +cos sin:

Also:
x(0)=1; y(0) =0;
Far =1;:::;359:
CA=x( ) SA=y( ),
x( +1)= CA CB SA SB;



5.1 E ektives und une ektives Rechnen, der Kreis 83

y( +1)= SA CB+ CA SB:

In der Schleife ndet gar kein Funktionsaufruf mehr statt, der die Rundungsfehler
p anzen sich fort.

3. Methode: Beachten von Symmetrien

Wir lassen den Winkel nur von 1 bis 45 laufen und weisen neber;(y) auch ( x; y)
und ( y; x) die entsprechenden Werte zu. Man sollteberprafen, ob man wirklich
nur 1/8 der Zeit dafur braucht.

4. Methode: Tabellieren

Wenn viele Kreise zu behandeln sind (verschobene, mit vengadenen Radien), so kann
man die Daten des Einheitskreises tabellieren und neue Datdaraus berechnen. Bei
kleinen Kreisen braucht man evtl. nur jeden 10. Punkt anzugsen.

5. Ganzzahlige Kreiskoordinaten

Wenn Punkte auf den Bildschirm gezeichnet werden sollen, boaucht man ganzzahlige
Koordinaten; man kann also im Integer-Bereich rechnen, daght schnell.

Im Bereich zwischen 0 und 45 Grad ist der obere Nachbarpunkes Kreispunkts &;y)
entweder der Punkt ¢ 1;y+ 1) oder (x;y +1). Wir pr efen also, welcher der Werte

JOx 1P+ (y+D2 r®

und
px?+(y+1)? r?j
der kleinere ist. Wir berechnerx(y) in Abhangigkeit vony:
x[0] :==r

A=(xly 1]2+y? r?

wennabqgA) <abs(A 2x[y 1]+1)ist, so
setzex[y] = x[y 1],

sonstx[y] = x[y 1] 1.

Ellipsenpunkte berechnet man, indem man die Koordinatenpikte des Einheitskreises
geeignet mit Faktoren multiplipliziert.

Hier ist eine Animation: Ein Planet entfernt sich und kommt zireck.

import HUMath.Algebra.*;
import java.awt.*;
import java.awt.event.*;

public class kreis extends Frame

{
public kreis(String title)
{ superftitle); }
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public static int abs(int a)

{

if (a >= 0) return a; else return -a;

}

public static int[] berechne(int r)
{
int y, a, s = abs(707*r/1000+1), x[] = new int[s];
X[0] =r;
for (y = 1,y <s; y++)
{
a = Xy-1"x[y-1] + y*y - rr;
if (abs(a) < abs(a-2*x[y-1]+1))
X[yl = x[y-1];
else
} Xyl = x[y-1] - 1;

return X;

}

public void malen(Graphics Q)
{
int y, X[], r, mx, my;
for (mx = 1; mx < 600; mx++)
{
my = 5*(mx-300)*(mx-300)/1000 +100;
r = abs(30-mx/10);
X = berechne(r);
g.clearRect(0,0,600,600);
for (y = 0; y < x.length; y++)
{
g.drawRect(mx+x[y],my+y,1,1);
g.drawRect(mx+x[y],my-y,1,1);
g.drawRect(mx-x[y],my+y,1,1);
g.drawRect(mx-x[y],my-y,1,1);
g.drawRect(mx+y,my+x[y],1,1);
g.drawRect(mx+y,my-x[y],1,1);
g.drawRect(mx-y,my+x[y],1,1);
g.drawRect(mx-y,my-x[y],1,1);
}
try { Thread.sleep(20); } catch(InterruptedException e){ }
}
}

public void paint(Graphics Q)
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{ malen(g); }

public static void main(String args[])

{
kreis f = new kreis("Planet");
f.addwWindowListener(new WindowAdapter()
{ public void windowClosing(WindowEvent e) {System.exit(  0);}} );
f.setBackground(Color.white);
f.setSize(600,600);
f.show();

}

}

Nochmals Symmetrien: Die Diedergruppe Dy
u

(0,0 Ein Quadrat hat 8 Symmetrien: die Spiegelungen an den Achsen
w; s; d; uund die Drehungenr?;r;r?;r3 um Vielfache von 90. Die
Nacheinanderausfhrung zweier solcher Symmetrien ist wieder eine
Symmetrie, sie sind bijektive Abbildungen unddr die Komposition
S von Abbildungen gilt das Assoziativgesetz; die Symmetriebilden
die sog. DiedergruppéD 4. Es gilt
Ds=fe;rr%rds;rs = d;r’s= w;r’s = ug;

diese Gruppe wird also durch die Elemente s erzeugt (wobei wir anstelle vonrs ir-
gendeine Spiegelung einsetzemden). Durch die Rechenregel

sr=r 1!

S
sind bereits alle Produkte festgelegt.
Nun ist aber auch jede Drehung ein Produkt zweier (geeigneleSpiegelungen, etwa

r = wd:

Wir denken wieder an ein Koordinatensystem und wollen wissein welchen Punkt
(i;] ) bei der Drehungr mbergeht. Hier haben wir die Spiegelungew; d bevorzugt, da
diese Operationen am einfachsten zu implementieren sinde¢dKoordinatenursprung
ist links oben, das Quadrat mit der Seiteringen soll um seinen Mittelpunkt gedreht
werden):

d:(i;j) 7 (i)
wi(p) 7t (n i);
also
r=wd:(i;j) 7 (i) 70 (n jii):
Das folgendeDamen-Problem st als Ubungsaufgabe zu bearbeiten:
Auf einem Schachbrett sind 8 Damen so aufzustellen, da siécls gegenseitig nicht

bedrohen. Wieviele Stellungen gibt es? Diese Aufgabe wurde Jahre 1848 in ei-
ner Schach-Zeitung gestellt. Gau fand 72 é@sungen, im Jahre 1850 war die korrekte
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Lesungsanzahl (92) bekannt. Es ist klar, da eineedtige Damenstellung bei einer Dre-
hung oder Spiegelung des Schachbretts in eineltige Stellung ebergeht, aus einer
Stellung werden also acht. Nun ist 92 aber nicht durch 8 teidy { was nun?

5.2 Der gr e te gemeinsame Teiler

Den ggT zweier nawrrlicher Zahlen a; b berechnet man mit Hilfe des Euklidischen Al-
gorithmus:

r = b;

while (r '= 0)

{
r=a % b; Il'a=bq+r
a=b;

b=r

}

return a;

Wenn ggT(a; b = dist, so gibt es ganze Zahlen;v mit
d=u a+v b;

die Zahl d ist die betragsmaig kleinste (von Null verschiedene) Zahl, die sich als
Vielfachsumme vona und b darstellen & t.

Beim Lesen diophantischer Gleichungen ist es hilfreich, eine detige Darstellung von
d zu kennen. Man kann eine solche Darstellung erhalten, wennamdie Schritte des
Euklidischen Algorithmus reckwarts verfolgt.

Wir kennen aber einen der Faktoren auch gleich mitberechnen: Wéetzen

ro=ari=btg=0;t, =1;
es sej
o= CGurp + 2!

Im k-ten Schritt sei
e 1= Gkl + g+as

tk 1= Gtk + tesa,
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wobei wir das jeweiligegc in der ersten Zeile berechnen und in der zweiten Zeile zur
Berechnung vonty.; verwenden.
Wir setzen nun voraus, da der Termr,  bt, durch die Zahla teilbar ist; der Induk-
tionsanfang

k=0: a b 0=ag

k=1: b b1=0
rechtfertigt dies. Dann folgt aber auch, da
Mesp  Oler = Qe+ re 1 b (e 1 Gkty)

durch a teilbar ist, denn die beiden mittleren und die beidemu eren Terme sind durch
a teilbar (der Induktionsschritt geht von k 1 und k zu k + 1).
Am Ende ist alsod = rg+; und mit v = ty.q

au=d bv;

worausu berechnet werden kann.

Wir kennen die Zahleru; v auch parallel (gleichberechtigt) berechnen. Wir setzen

0 1 0 1 0 1
a b i

Wp = @]_A X Wy = @OA ; w; = @uiA
0 1 Vi

und
Wisp = Wi 1 Qe W Mit 41 =t =L
Dann ist in jedem Schritt
tt=u a+vi b

und t;  ist der ggT, fallst; = 0 ist.

5.3 Ausrollen von Schleifen

Schauen Sie sich das folgende Programm an. In beiden Schteifverden dieselben
Rechenoperationen durchgahrt. In der zweiten Schleife werden mehrere nacheinan-
derfolgende Operationen zusammengefa t und demBlindex entsprechend vergy ert.

import java.io.*;
import java.lang.Math.*;

public class ausrollen

{
public static int nn = 100 * 65536; // durch 8 teilbar !
public static byte a[] = new byte[nn];
public static int s;
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public static void init()

{
for (int i = 0; i < nn; i++)
a[i] = (byte)(Math.random() * 100);
}
public static int summel()
{
s =0
for (int i = 0; i < nn; i++)
s = s + ai;
return s;
}
public static int summe2()
{
s =0;
for inti=0;,i<nn-7,i=1+8)

s = s+aliJ+a[i+1]+a[i+2]+a[i+3]+ai+4]+a[i+5]+a[i+6]+
return s;

}

public static void main(String arg[])
{
long t = B.zeit(0);
init();
int s;
t = B.zeit(t);
s = summel();
t = B.zeit(t);
System.out.printIn(s);
s = summe2();
t = B.zeit(t);
System.out.printin(s + " "),
}
}

Es treten zwei E ekte auf:
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ali+7];

1. Die zweite Schleife bestigt bei Fortran nur etwa die Halfte der Rechenzeit; dies
trit bei sehr langen Schleifen auch bei Pascal zu. Bei Javest der Beschleu-
nigungse ekt auch zu messen, ich konnte ihn nur nicht so ddigh nachweisen.
Das liegt daran, da Felder nicht beliebig gro gemacht werdn kennen: Die In-
dizierung hat durchint -Zahlen zu erfolgen; wenn man ein Feld anlegen wilkrf
das der Speicher nicht ausreicht, esit man nicht etwa bei der®bersetzung eine
Fehlermitteilung, sondern beim Versuch, die Klasse abariben zu lassen,, ndet\
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Java die Klasse nicht.

Wenn ich wie oben ein Feld aus 10 Mio Bytes aufsummiere, bramienein Rechner

3 bzw. 2 Sekunden. (Allerdings dauerte die Initialisierungber eine Minute.) Da
float -Felder nicht so gro werden lennen, ergaben sich jeweils Rechenzeiten von
0 Sekunden.

Wenn allerdings in der Schleife kompliziertere Operatione(Funktionsaufrufe)
ausgetihrt werden, geht die Beschleunigung zerck.

2. Die Ergebnisse der Summation unterschieden sich bei Fan in der letzten De-
zimalstelle. Welches Ergebnis war wohl richtiger als das dere?

Hier sind alle Summanden positiv und innerhalb eines Achtielocks wahrschein-
lich unge®hr von derselben Go enordnung, so da die Zahl der abgeschnittenen
Stellen gering bleiben &nnte. Die Zahls wird aber standig gm er, so da sich s
bei kleineng; evtl. gar nicht verandert. Wahrscheinlich ist die zweite Rechnung
vorzuziehen. (Wenn die Summe der ersten'2naterlichen Zahlen im real*4 -
Bereich berechnet wird, so ist beim ersten Verfahren diarffte (von 6 bis 7)
Dezimalstellen falsch, beim zweiten richtig).

Wenn die Lange der auszurollenden Schleife nicht durch die Ausrolidte teilbar ist,
mu das Schleifenende nairlich nachbehandelt werden.

5.4 Komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl hat die Gestalz = a+ bi, wobei a; breell sind undi?2 = 1 gilt;
diese Darstellung mit Real- und Imagiarteil heit die kartesische Darstellung vonz.
Fur die Polarkoordinaten des Punkts &; b gilt

a=rcos

b= rsin’
dabei istr = jzj = P a2+ P2 und ' das Argument vonz. Bei der Berechnung des
Betrags kann ein®berlauf vorkommen, den man dadurch abfangen kann, da man
max(jaj ; jj) ausklammert. Das Argument bestimmt man am einfachsten doh ' =
arccosg@=r).
Wahrend sich die Addition und Subtraktion komplexer Zahlen ia einfachsten in der
kartesischen Darstellung durchfhren la t, sind die Multiplikation, Division, das Wur-

zelziehen oder allgemeiner die Potenzierung in der Polardtellung einfacher: bei der
Multiplikation multiplizieren sich die Betr age und addieren sich die Argumente.

5.5 Polynome
Werte berechnen

Fur das Polynomf (x) = apx" + a;x" 1+ a, 1X + a, soll der Wert f (b) berechnet
werden.
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Die naive Methode geht so (die Method&lath.pow hat als Argumente und Ergebnis
double-Zahlen):

W= a,

fari=1;:;n: w=w+ a, ; Math:pow(b;i)
Aufwand: Falls der Compiler p gerweise die Potenzberechmng inb b b verwan-
delt, also keine Potenzreihenentwicklung durckfrt, sind 1+2+ +n= @ n2
Multiplikationen n etig.

Das Schema von Horner (1819) betigt nur n Multiplikationen, denn wegen

f(M=( ((ab+ ar)b+ a)b+ a, 1)b+ a,

kann man so rechnen:
W= ap

Potenzieren

Dieselbe Idee kann man verwenden, um (gro e) Potenzen eiréahl zu berechnen. Um
X" zu berechnen, stellen wir den Exponenten im Bewsystem dar:

X
n=(b:::w)2= h2; hb2f01lg:

Wir sehen also, da n der Wert eines gewissen Polynoms an der Stelle 2 ist. Ein Sum-
mand (1) verlangt eine Multiplikation, ein Faktor (2) verlangt eine Quadrierung.
P .Y . Y .
Xn = X b 2' = XhZ' = X2'
b 60

y=1
W = X
solange n >= 0:
wenn n ungerade:
y=y*w
wenn n > 1:
W =w?*w
n=n/2
Das Ergebnis ist y

Dies entspricht der Auswertung des Exponenten mittels desdrher-Schemas: Wir stel-
lung uns die birar dargestellte Zahl als Polynom vor, dessen Koe zienten Nlen und
Einsen sind, in das die Zahl 2 eingesetzt ist.

Polynomdivision mit Rest

Seienf (x); g(x) Polynome, dann gibt es eindeutig bestimmte Polynomeg(x); r(x)
mit

1. f(x) = g(x)q(x) + r(x) und
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2. r(x) =0 oder deg() < deg(@).

Das Polynomq(x) heit der Quotient, r(x) der Rest der Polynomdivision.

Falls nun g(x) = x bein lineares Polynom ist, dann ist der Divisionsrest eine Ko
stante, und zwar gleichf (b), wie man aus

f(x)=(x bax)+r
durch Einsetzen vonx = b sieht.

Das ware eine neue Methode der Wertberechnung. Wie e ektiv istes?
Wir werden gleich sehen, da man mittels einer kleinen Modzierung des Hornersche-
mas den Quotienten und den Rest der Polynomdivision bereatm kann.

Sei wiederf (x) = agx" + a;x" 1+ a, 1X + a,. In unserem Fall hat der Quotient
den Gradn 1; wir machen den Ansatz

q(x) = bx" '+ + by X+ R KT 4y
und vergleichen in
f(x)=ax)(x b+ b
die Koe zenten der x-Potenzen (den Rest nennen wig, ; gelegentlich ist eine geschickte
Notation hilfreich):
a = by
x" 1 a=h hoib
Damit erhalten wir schrittweise die Koe zienten von q(x):

b = ag

und b, = f (b) ist der Divisionsrest. Der Rechenaufwand ist derselbe wileim Horner-
schema.

Wenn man eine reelle Nullstelld des Polynomd (x) bestimmt hat, so kann man dieses
Verfahren nutzen, um den Faktorx bausf (x) zu entfernen und kann nach Nullstellen
des Quotienten suchen.

Wenn a+ bi eine komplexe Nullstelle vorf (x) ist, so ist aucha bi eine Nullstelle von
f (x), d.h. f (x) ist durch das quadratische (reelle) Polynomx a bi)(x a+ bi)=
x? 2ax+ a’+ I? teilbar. Um diesen Faktor ausf (x) zu entfernen, verwenden wir eine
Verallgemeinerung des Hornerschemas (Collatz 1940):

Wir berechnen also den Quotienten und den Rest bei der Diwisi von f (x) durch
x? + px + t. Der Quotient sei

q(x) = x" 2+ bix" 2+ + by

der Rest sei

r(x)= by 1x+ by
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Der Koe zientenvergleich in f (x) = (x?+ px+ t)g(x) + r(x) liefert

a = b
ag = b+ phy
a = b+ ph oo+ th o k=2;::5;n 1
a, = thy 2+ b
also
by = @
bh = a ph
b = a phi1 th 2 k=2::::'n 1
bn = an tbn2

Um die vorgestellten Verfahren zur Nullstellenabtrennungutzen zu k®ennen, mu man
zuerst eine Nullstelle kennen. Im Buch vomBeresin und Shidkov, Numerische Metho-
den 2, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 197&ird auf S. 169 ein
Verfahren von Muller (1956) vorgestellt, mit dessen Hilfe dmplexe Nullstellen von
Polynomem berechnet werdeneénnen. Der Witz besteht darin, da (anders als beim
Newton-Verfahren) keine Anfangsaherung bekannt sein mu ; das Verfahren ist zwar
theoretisch nicht streng abgesichert, liefert aber in dermaxis gute Ergebnisse.

Fur das Verfahren von Grae e zur Bestimmung reeller Nullsté#n habe ich z.Z. nur die
Referenz aufZurmuhl, Praktische Mathematik ér Ingernieure und Physiker, Springer
1957, S. 62) Zur Bestimmung komplexer Nullstellen gibt es Verfahren vo Nickel
bzw. Laguerre, die z.B. befGander, Computermathematik, Birklauser 1992, S. 110
vorgestellt werden.

Verwenden Sie bitte diese Algorithmen, um Nullstellen zu bbechnen und abzutrennen.
Berechnen Sie z.B. die Nullstellen vor" 1, dies sind (bBir geeignetes) die Positionen
der Sterne im EU-Wappen.

5.6 Auswertung vieler Polynome

Wenn nicht der Wert eines Polynoms an einer Stelle, sonderiedNerte vieler Polynome

vom Grad n an denselben Stellerxg; X1;:::; X, berechnet werden sollg,n SO ist es
besser, sich zuerst d|e Potenzed bereltzustellen Far das Polynomp(x) = px gilt
dann: 1

1 Xo 0 e xn po p(Xo)

%1 oo x§§ AP B,

xn x2 iooxn Pn p(Xn)
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Umgekehrt kann man bei vorgegebenen Wertgs{x;) die Koe zienten des Polynomsp
durch Multiplikation mit der zu ( x!) inversen Matrix bestimmen. Dies mu nureinmal
berechnet werden.

Das vereinfacht das formale Rechnen mit Polynomen kollo$s&dm das Produkt (die
Summe) vonp(x) und g(x) zu bestimmen, berechnet man einfaclp(x;) q(x;) und
bestimmt die Koe zienten des Polynoms mit diesen Werten. Da lohnt sich natirlich
erst dann, wenn viele Operationen mit Polynomen durchgsirt werden: Am Anfang
wird jedes Polynom durch seinenWertevekton kodiert, am Ende werden die Koe -
zientenvektoren ermittelt.

Wenn fur die x; die (n + 1)-sten Einheitswurzeln! ' mit ! "* = 1 gewahlt werden, so
ist die Matrix (! ) zu betrachten; deren Inverse ist ganz einfach aufgebayt- (! ).
Dieses Verfahren hei t, Diskrete Fourier-Transformation\ (DFT).

5.7 Fibonacci-Zahlen

Dies ist die zweitlteste rekursive Folge:
fo=0;f1=1;fa =1, 1+, 2
Naheliegend ist eine rekursive Implementierung:

static int fr(int n)
{
if (n <=1)
return n;
else
return fr(n-1) + fr(n-2)
}

Es ist fr(10) = 55, fr(20) = 6755

Die Abarbeitung wird fer gro e n immer langsamer, da sich die Funktionefr jedes
Argument zweimal selbst aufruft, d.h. der Zeitaufwand wchst ebensoschnell wie die
Fibonacci-Zahlen selbst. Schlimm ist es, da zur Berechngnvon fr(n-1) ja auch
nochmalfr(n-2) berechnet wird.

Esistfi00 = 3:54 107, Forster (,, Algorithmische Zahlentheorie\) schatzt den Zeitbedarf
hierfur mit 10 000 Jahren ab:

Sei T, die zur Berechnung vonf,, benetigte Zeit, wir setzenT; = 10 ° sec, eine Na-
nosekunde. WegerT,, T, 1+ T, 2 ist Tigo  3:54 10?°. Ein Jahr hat 3:15 10
Sekunden, also 31510 Nanosekunden, also isT;o, 10* Jahre.

Besser ist eine iterative Berechnung:

static int fi(int n)

{
int fO =0, f1 = 1, temp, i;
if (n <=1)
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return n;
for (i = 1; i <= n; i++)
{

temp = f1,

f1 = f0 + f1;

foO = temp;
}

return f1;

}

Hier werden nur 31 Anweisungen ausgehrt, es wird kein Stack bemtigt, also geht es
schnell.

Es geht aber noch besser:

o 11 :
SeiA = 10 , dann gilt

Eine n-te Potenz kann man inlog(n) Schritten berechnen, eine Multiplikation von
2 2-Matrizen braucht 8 Zahl-Multiplikationen, allerdings werden die Zahlen schnell
wachsen (es sind ja die Fibonacci-Zahlen).

So kann man imebrigen mit beliebigen linearen Rekursionen
M =aafp 1+ 200+ &y«

verfahren, man verwendet hier die Matrix

0 1
a, a i

1 O
A= 1 0
1 0

Man kennte die Geschwindigkeit noch steigern, wenn man eine exjte Formel far A"
verfegbar hatte.

Das ist bei den Fibonacci-Zahlen der Fall: Die MatrixA ist symmetrisch, also diago-
nalisierbar, d.h. es gibt eine regare Matrix X mit

0

— 1 1 .
A=X 0, X,

die ; = %(1 pg) sind die Eigenwerte vonA; wie man diese und die MatrixX
bestimmen kann, lernt man in der Linearen Algebra.

Es qilt dann
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man braucht also nur dien-te Potenz vonZahlenzu berechnen. Insgesamt erhalten wir

n
fn= pl—g( 0 ]r;) ); =1:616:

Einen noch bessereren (weil ganzzahligen) Algorithmus e@thman aus dem

Satz 5.1 Fur die Fibonacci-Zahlenf (a) gilt
f(atbh=~f(a+1l) f(h+f(a) f(b 1):

Beweis durch Induktioneber b
Fur b=1 qilt
f(a+1)= f(a+1) f(1)+ f(a) f(0):

Nun betrachten wir b+ 1:
f(a+ b+1) = f(a+b+f(a+b 1)

f(a+Df(bh+ f(a)f (b 1)+f(a+1)f(b 1+f(af(b 2)
f(a+1l) f(b+1)+ f(a) f(b

O

Die folgende Implementation ist dem Pakebigal, http://www.jonelo.de von Jo-
hann Nepomuk ® mann enthommen:

/I Help method for calculating fibonacci(n)
private static Biglnteger[] _ fastfib(int n) {
if (n==1) {
Biginteger[] out = new Biginteger[2];
out[0] = Biginteger.ZERO;
out[1] = Biginteger.ONE;
return out;
}
inta=n/2;
intb =n- a
Biginteger[] in = __fastfib(b);
/Il fib(n) = fib(a+b) = fib(a+l) fib(b) +fib(a) fib(b-1)
Biginteger Fb = in[1]; // fib(b)
Biginteger Fbl = in[0]; // fib(b-1)
Biginteger Fa; // fib(a)
Biginteger Fal; // fib(atl)

if (@ == b) {

Fa = Fb;

Fal = Fb.add(Fbl);
} else {

I'a==Db-1
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Fa = Fb1l,;

Fal = Fb;
}
Biginteger[] out = new Biginteger[2];
out[1] = (Fal.multiply(Fb)).add(Fa.multiply(Fb1));
Biginteger Fa2 = Fal.subtract(Fa); // fib(a-1)
out[0] = (Fa.multiply(Fb)).add(Fa2.multiply(Fb1));
return out;

}

[* Returns a Biginteger whose value is fibonacci(n) */
/I recursiv, but fast implementation
/I author Tobias Wahl, Germany
public static final Biginteger fib(int n)
{ /I return fib(n, 0, 1);
if (n == 0) return Biginteger.ZERO;
if (n == 1) return Biginteger.ONE;
return __ fastfib(n)[1];
}

Zu bemerken ist noch, da zwei aufeinaderfolgende Fibonae&tahlen die denkbar schlech-
testen Kandidaten beim Euklidischen Algorithmus sind: Ak auftretenden Quotienten
sind 1, also langsamer kann der Abstieg nicht erfolgen.

5.8 Matrixoperationen

Wir wollen uns zurachst eberlegen, was zu tun ist, wenn auf die Komponenten eines

zweidimensionalen Feldes zugegri en werden soll. Dabellsaxx ein Datentyp sein, der
wBytes belegt.

xxx[][] = new xxx a[m][n];

Die Zahl der Spalten der Matrix istn, die Anfangsadresse sé& dann hat die Kompo-
nente a; (bei zeilenweiser Abspeicherung) die Adresse

s=b+(j] n+i) w;

zur Laufzeit werden also 4 Rechenoperationeneffden Zugri !) durchgefehrt.
Diesetberlegungen lbnnten interessant sein, wenn maneu g auf Teilfelder zugreifen
will und sich ein mehrdimensionales Feld selbst als eindim&onales organisiert.

Ein Beispiel: Matrixmultiplikation
Es seia eine (m; n)-Matrix und b eine (n; g)-Matrix. Die ( m; g)-Matrix ¢ wird jeweils
vorher als Nullmatrix initialisiert. Wir berechnen

X
Cj = ay g ;
k=1
wir benetigen je eine Schleifeefr i;j; K :
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for (k = ..) /I in der inneren Schleife
for j = ..) /I wird viermal dereferenziert
for (i = ...)

clili] = clili]l + afillk] * bK][T;

/I der letzte Term haengt nicht von i ab

for (k = ..)
for j = ..)
{
s = b[K][j]; /l dadurch wird etwa 1/6 der
for (i = ...) /I Rechenzeit gespart
} cfilil= clillil + alillk] * s;
for (i = ...)
for j = ...)
{
s = 0.0; /I dadurch wird etwa 1/3 der }
for (k = ..) /I Rechenzeit gespart }
s = s + ai]lk] * bK][;
} cfilil = s;

Die gesparte Rechenzeit ist eben die zum Dereferenzierenditegte. Die letzte Meglich-
keit ist aber nur bei der dort gegebenen Reihenfolge der Seifién meglich. Ein guter
Compiler optimiert allerdings den Rechenablauf neu und gananders, als man es ge-
dacht hat.

Wir wollen nun untersuchen, wie viele Additionen/Subtrakionen und Multiplikatio-
nen/Divisionen zur Lesung eines linearen Gleichungssystemstig sind. Gegeben sei
ein GleichungssystemAx = b, wobei A eine invertierbaren n-Matrix ist; das Glei-
chungssystem hat also eine eindeutig bestimmtenkung. Wir verwenden als bsungs-
verfahren die Gau -Jordan-Elimination und setzen der Eirdchheit halber voraus, da
dabei keine Zeilenvertauschungen durchggfrt werden meissen.

Durch Addition von Vielfachen einer Zeile zu anderen wird @i erweiterte Koe zien-
tenmatrix (A j b zunachst in eine Dreiecksform

1
1 a, i a
%O 1 ax i b2§
0O ::: O 1 b
und danach durch Rucksubstitution in die Form

0 1
TR
oE o an

0 1 b
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gebracht, dann ist das osungstupel sofort ablesbar.

Die folgenden elementarerberlegungen sind im Lehrbuch von H. Anton, Lineare
Algebra, Spektrum 1995 auf den Seiten 538 . ausfirlich erlautert.

Schritt Mult Add Bemerkung
1 n 0 Erzeugen der Anfangseins

n(n 1) n(in 1) Nullen inn 1 Zeilen unter der 1
2 n 1 0 Erzeugen der Anfangseins

(n D(n 2)|(n 1)(n 2)| Nulleninn 2 Zeilen unter der 1

n 1 2 0 Erzeugen der Anfangseins
2 2 Null in Zeile unter der 1
Reckwartsphase
1 n 1 n 1 Nullen inn 1 Zeilenuber der 1
2 n 2 n 2 Nullen in n 2 Zeilenuber der 1
n 1 1 1 Null in Zeile uber der 1

Somit erhalten wir als Anzahl der Additionen
xn , xn X1

i i+ i=n’=3+n?°=2 5n=6
i=1 i=1 i=1
und als Anzahl der Multiplikationen
X X1
i+ i=n°=3+n? n=3
i=1 i=1

insgesamt als can® Rechenoperationen.

Bemerkung: Wenn sofort aucheber den Einsen Nullen erzeugt werden, sin%{n3 n)
Additionen und Z(n3+ n?) Multiplikationen n etig, das ist ein umzn?® heherer Aufwand

().

Schlie lich geben wir einige Typen von Matrizen an, die lei¢ zu erzeugen sind und
wo fer die Determinante bzw. die Inverse explizite Formeln bekat sind. Damit kann
man eigene Algorithmen testen.

| Typ | Determinante | Inverse
Vandermonde ) O C ')
i<j
. . y+ j (X+ny)

kombinatorische §+ ; x) | x" 1 (x+ ny)

' Y o X(g+ny) 1

X XDy ) (Xj + Yi)(Xk + ¥i)
Cauchy 1 by % ky i §
Xi+ Y (Xi +Y;) X +y) 5 X)) 0 W)
i k6 j k&i

Hilbert I-l-j;l Spezialfall von Cauchy
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Die Inverse einer Hilbert-Matrix hat ganzzahlige Eintage; Hilbert-Matrizen werden
gern fur Tests genutzt, denn dieser Typ ishumerisch instabil

Nun wollen wir uns ein Verfahren ansehen, mit dem man das Prokt zweier 2 2-
Matrizen nicht mit 8, sondern mit 7 Multiplikationen berechnen kann. Dieses Verfahren
von Strassen (1969) gestattet es, durch Zerteilung vam n-Matrizen in Blecke der
halben Gm e die fur die Multiplikation notwendige Zeit von n® auf n?? zu verringern.

Wir betrachten das Produkt zweier 2 2-Matrizen:

a; a b b _ & ¢
a a b C3 Cs
und bilden
mi=(a as)(bs+ hy);
my = (ar + as)(by + by);
ms = (a1 as)(b + by);
my = (a + a)ly;
ms = (b hy);
me = ay(s  by);
m7 = (8 + as)by
. Dann gilt

CC=mi+my myg+ Mg
C= My + Mg
C3 = Mg+ My
=M, mz+ms my
Die gesparte Multiplikation ist durch 18 (statt 4) Additionen erkauft worden.

Dasselbe macht man nurefr 4 4-Matrizen, die in Zweierbbcke unterteilt werden, hier
brauchen wir 7 Blockmultiplikationen zu je 7 Zahlmultiplikationen, also 49 statt 64
Multiplikationen. F ur Matrizen mit n = s Reihen braucht man ¥ = 7'09(") = ploa(?
Multiplikationen.

Ich habe das Verfahren implementiert; eine Multiplikationzweier 128 128-Matrizen
dauerte 5 Sekunden, bei 256 256-Matrizen waren es 26 Sekunden, digewohnliche\
Matrixmultiplikation brauchte 0 bzw. 8 Sekunden.

Strassens Publikation von 1969 ist zwei Druckseiten langgsenthalt keinen Hinweis,
wie er diese Resultate erhalten hat. Es hat sich in den Folgéiren ein Wettlauf ent-
wickelt, wie schnell man (theoretisch) die Matrixmultiplikation ausfihren kennte, der
Weltrekord lag in den 80er Jahren ben?4°.

Das LAPACK-Paket nutzt diese schnelle Matrixmultiplikation.
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5.9 Zufallszahlen

Ein beliebtes Mittel, um einen Algorithmus auf Korrektheit zu ,testen\, ist es, ein
Zahlenbeispiel mit der Hand durchzurechnen und nachzuseheb das Programm das-
selbe Ergebnis liefert. Man kann auch viele Eingaben erzeusgund abwarten, ob der
Rechner abstirzt oder nicht. Wenn das aber bei einigen Eingaben korrektéauft und
bei anderen nicht, dann hat man ein Problem.

Es ist mitunter hilfreich, wenn man eine,zufallige\ Folge von Zahlen erzeugen kann,
deren Erzeugung aber wiederholbar ist.

Ein klassisches Verfahren stammt von J. v. Neumann (1946)ed, middle square\ -
Algorithmus . Wir rechnen mit 4-stelligen Zahlen, beginnemit einer Zahl, quadrieren
und entnehmen die mittleren vier Dezimalstellen:

x = (x?=100) mod 10000

Es kann allerdings passieren, da man in kurze Zyklen gatr z.B. ist 6100 eine we-
nig geignete Startzahl (6100, 2100, 4100, 8100, 6100). Wank man die Gute eines
Zufallszahlen-Generatoraberprefen?

SeiM eine endliche Mengef : M | M eine Abbildung undxy, 2 M ein Startwert.

Man bildet nun xj+; = f(X;). Wegen der Endlichkeit vonM kennen nicht alle x;

voneinander verschieden sein. Es sieht etwa so aus:

|
Xo Xm+1 = Xm

Xom

Es gibt also eine Periode, die bei einem WeK,,;m 0 beginnt und die Langel 0
hat. Es gilt also
Xi = Xj¢ furi m:

Der durch f gegebene Algorithmus ist,gut\, wenn desses Periodeahge gro ist, die
Lange der Vorperiode ist unerheblich. Wieénnen diese Daten bestimmt werden? Soll
man sie tabellieren? Dann mu jeder neue Wert mit jedem altemerglichen werden 2
Schritte). Die folgende Methode von Floyd (1967) braucht muO(m + |) Schritte und
(unabhangig vonm; |) beschenkten Platzbedarf:

Wir bemerken zuerst, da es eine Zahh gibt, fur die x,, = X, gilt (solch ein x hei t
idempotent).

Denn es istx; = X, gdw.r n = k | ein Vielfaches vonl und r > n m ist. Wir
suchen also das kleinstea mit n = kl, dann ist Xo, = Xn+x = Xn, dabei sind immer
nur 2 Werte zu vergleichenx, und Xzp.

Aus diesen Idempotenz-Indexr kennen nun die Werte vonm und | bestimmt werden:
Wenn wir die Vorperiode auf die Periodgaufwickeln\, so liegt deren Startpunkt gerade
bei x,,. Also suchen wir das kleinste mit X; = X,+i, dies ist unserm.

Wir suchen nun das kleinsta m mit X,+; = X,; wenn wir keins nden, so istl = n,
dies ist der Fall, wenn die Vorperiodem nicht um die Periode herumreicht k = 1),
andernfalls istl gleich dem kleinsteni mit Xp+j = X;.
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Ein einfacher Generator ist die Funktion
f(x)= x 5mod 97, alsax, 5";

er hat keine Vorperiode und die (maximal ragliche) Lange 96 (warum ?).

Wir suchen nacheinandei mit f'(x) = f ?(x), dann ist n = i; dann suchen wiri mit
fi(x) = f"*1(x); dann ist m = i; schlie lich suchen wiri mit f "(x) = f "*(x); dann ist
= i.

In Fortran sah das so aus@bertragung in Java ist eine®bungsaufgabe):

program rand

c Periode eines Zufallsgenerators: Vorperiode: m; Periode
integer m, f2n, s, h, x, i, n, |
parameter (h = 97)

dos=2h
print *, "s =" s
doi=1,h

if (f2n(x, s, h, i) .eq. f2n(x,s,h, 2*)) then
print *,  "ldempotent”, i, f2n(x,s,h,i), f2n(x,s,h,2*)
n =i
goto 1
end if
end do

1 doi=1h
if (f2n(x, s, h, i) .eq. f2n(x, s, h, n+i)) then
m =i
goto 2
end if
end do
2 print *, "Vorperiode ", m
print *, "x"m =", f2n(x, s, h, m)
doi=1m
if (f2n(x,s,h,n) .eq. f2n(x,s,h,n+i)) then
[ =i
goto 3
else
l =n
end if
end do

3 print *, "Laenge ", |
print *, "Kontrolle : "
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print *(i,":", f2n(x,s,h,i), i=1,50)
read *

end do

end

integer function f(x, s, h)
integer X, s, h

f = mod(x*s, h)
end

integer function f2n(x, s, h, n)
c f2n(x) = An(x)
integer x, s, h, n, i, r, f, y
y =X
doi=1n
r =fly, s, h)
y=r
end do
f2n = y
end

In der Klasse HUMath.Algebra.random ist eine Funktionf() bereitgestellt, die (wie
dort dargestellt) eberschrieben werden kann; diese Funktion ergibt Zufalkstlen.

5.10 Minust srme

Das folgende Herangehen eignet sich nicht, um Folgen von @ll§zahlen zu erzeugen.

Wir wahlen einen-stellige DezimalzahlA, deren Ziern nicht alle gleich sind (z.B.
mittels eines Zufallsgenerators). Dann werden die Zierna Gre e und der Kleine
nach geordnet; wir bilden daraus die grte darstellbare Zahl G und die kleinsteK .
Nun bilden wir deren DierenzD = G K, setzenA = D und beginnen von vorn.

Da es nur endlich vielen-stellige Zahlen gibt und immer dasselbe Verfahren (diebel
Funktion) auf A angewandt wird, wird die Folge derAs periodisch.

Nehmen wir zum Beispieln = 3 (vgl. Wittmann, M eller, Handbuch produktiver Re-
cherubungen (1991), Band 2, S. 38/39):
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6 7 8
8 6 7
- 6 7 8
1 9 8
9 8 1
-18 9
7 9 2
9 2 7
-2 7 9
6 9 3
9 6 3
- 3 6 9
5 9 4
9 5 4
-4 5 9
4 9 5

In diesem Beispiel wird die Folge nicht nur periodisch, soedn stationar. Wie kommt
das?

Die Einerstelle des Subtrahenderk ist gre er als die des MinuendenG und beide
Zehnerstellen sind gleich, also ensteht durdtibertrag in der Di erenz eine 9 an der
Zehnerstelle. Dies ist aber nun die grte (besser: eine der go ten) Zi ern und wird
zur letzen Stelle des achsten Subtrahenden. Das hat zur Folge, da die Einerstellder
nachsten Di erenz um 1 gw er wird als die vorhergehende. Die Quersummen vo@
und K sind gleich, also istG K mod 9. Wenn also die Einerstelle gleich 5 ist, so ist
die Hunderterstelle gleich 4, und nun treten wir auf der Stéd.

Man kann nachrechnen, da die lange der Vorperiode bchstens 4 ist.

Fer n = 4 ist die Folge auch statiorar, die Lange der Vorperiode ist bchstens 8 und
die Endzahl ist 6174. Das wre doch eine sabne Ubungsaufgabe!

Feur n =2 und n =5 ist die Folge nicht notwendigerweise statioar.

5.11 Permutationen

Wenn man eine Determinante nach der Leibnizschen Formel leehnen will, so mu
man alle Permutationen vonn Zi ern herstellen. Wie macht man das?

uns dann eine Permutation als Dezimalzahl vorstellen, undadhit haben wir eine ka-
nonische Ordung der Permutationen:
13542< 14253

Die kleinste Permutation von 1 2 3 4 5 ist 12345, die gtte ist 54321. Welches ist
nun der Nachfolger vonabcd® Wir suchen von rechts den maximalepAufstieg\, bei
13542 ist dies 542, dann vertauschen wir die letzte Zi er vatem Aufstieg (3) mit der



104 5 KOMPLEXIT AT

nachstgm® eren im Aufstieg enthaltenen und ordnen das Feld, das denufstieg enthielt,
in aufsteigender Ordnung: aus 13542 wird 14235.

[** Resultat ist true, wenn letzte Permutation erreicht ist */
public static boolean nextperm(int[] z, int n)
{
inti, k, s =n;
do
S
while ((s > 0) && (z[s] > z[s+1]));
if (s==0)
return false;
do
{
Z[s] = z[s]+1;
k = 0;
do
k++;
while ((z[k] !'= z[s]) && (k != s));
}
while (k < s);
for (i= s+1; i <= n; i++)
{
z[i] = O;
do
{
Z[i] = z[i]+1;
k =0;
do
K++;
while ((z[K] '= z[i]) && (k < i));
}
while (k <i);

}

S = n;

do
S--

while ((s > 0) && (z[s] > z[s+1]));

return (s==0);

public static void main (String[] arg)

{
int n =5, i, z[] = new int[n+1], j;
for (i = 1; i <= n; i++)
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z[i] =i
boolean b = false;

while (b)
{
b = nextperm(z, n);
Bwr(b + " ");
for (i = 1; i <= n; i++)
B.wr(z[i]);
B.wi();
}

}

Die Klasse DXstellt Polynome und Methoden zum Rechnen mit diesen bereit.B.
DX add(DX a, DX b), DX mult(DX a, DX b), DX lin(double d); letztere ergibt
das Polynomx d.

Das charakteristische Polynom einer MatrixA ist A(x) =det(A xE), das kann als

ein Objekt der Form DX[][] dargestellt und etwa wie folgt erzeugt werden:

DX[][] ¢ = new DX[z+1][z+1];
int i, j;
for (i=1; i<=z; i++)

for (=1, j<=z; j++)

{
c[ilj] = new DX();
\ clillil.co = afli]{;
for (i

=1, i <=z i++)
c[i]i] = DX.lin(&[i[i]);

(Besser: Das ist ein Objekt der Klass®XMind die Methode DXM.charmat(DM a)
macht genau das obige.)

Mit der Leibnizschen Formel zur Determinantenberechnungakin man nun das charak-
teristische Polynom berechnen.

5.12 Nochmal Rekursion: Beispiele
Binomialkoe zienten

Der Binomialzahl | ; x2 ;k2 sind wie folgt de niert:

X X(x 1) (x k+1)

k k!

(k 0);

fur k < O setzen wir sie gleich 0. (& naterliche Zahlenx sind lhnen diese bekannt.)
Dann gilt
x 1

k

X X
k = K

1y
1
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fur k 1 und es gilt die Vandermonde-ldentiat

X+y X X Yy

furn 0.
Beweis: Dies sind Polynome vom Grad und haben #r alle naterlichen Zahlenx;y
dieselben Werte, also stimmen die Polynome berein.

Stirlingsche Zahlen erster Art
Die Zahl s, ist die Zahl der Permutationen der Zahln, die ausk Zyklen bestehen,
z.B, ist s31 = 2; Sz = 3; sz:3 = 1. Es gelten die Rekursionsformeln

Snk = Sn 1k 1+(n  1)s, 1;k-

Stirlingsche Zahlen zweiter Art
Die Zahl S, ist die Zahl der Zerlegung einen-elementigen Menge irk Blecke; z.B.
Ss.2 = 15. Hier gilt die Rekursionsformel

Snk = Sp 1k 1t kSh 1k

Die Tschebysche -Polynome  T,(x) = cos(narccosk)); ( 1 x 1) erfullen die
Rekursionsformel
Tn+1 (X) = 2XTn (X) Tn 1(X):

Berechnen Sie diese Polynome mittels dieser Rekursiongiiet.

Die Bernsteinpolynome n-ter Stufe sind durch die Formeln

gegeben nud e#fllen die Rekursionsformeln
BI(X)=(1 x)B{" (x)+ xB[ {(x)

mit BJ(x) = 1:

Berechnen Sie diese Polynome mittels der RekursionsformBberprefen Sie die Rela-
X

tion Bi'(x)=1:
i=0

Die T urme von Hanoi

Es stehen einige Scheiben der &e nach auf einem Platz gestapelt, sie sollen auf
einen anderen Platz gebracht werden, wobein freier Platz zur Verfagung steht und
in jedem Schritt eine Scheibe auf eine grere gelegt werden darf.

Leungsalgorithmus: Die Zahl der Scheiben sei

Al: Ubertrage die Scheibe auf einen freien Platz.
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A2: Ubertrage zwei Scheiben auf einen freien Platz (zuerst diéelne auf einen, dann
die gro e auf den anderen, schlie ich die kleine auf die gre).

usw. bis

An

A(n +1): Ubertrage mittels An die oberenn Scheiben von links in die Mitte, lege die
verbliebene ge te von links nach rechts, schlie lich kennen dien Scheiben aus der
Mitte mittels An auf die gro e (rechtskbertragen werden.

Damit haben wir einen Induktionsbeweisr die Lesbarkeit des Problems gegeben.

import HUMath.Algebra.*;

public class hanoi

{
public static void han(int n, String a, String b, String c)
{
if (n > 0)
{
han(n-1,a,c,b);
B.wl("von " + a + " auf " + b);
han(n-1, c, b, a);
}
}
public static void main(String[] arg)
{
han(3, "A", "B", "C");
}
}

Hier wird ausgegeben, welcheeije zu machen sind.
Uungsaufgabe: Zeigen Sie diedge in Pseudogra k, eine Konstellation knnte wie folgt
aussehen:

*%* *kkk *

*k%k

*kkk *
**k%k

*%*

Dazu mu man sich die Hbhen der drei Turme und deren, Belegung\ merken.
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SeiZ, die Anzahl der Zige, um einen Turm der hen zu verlegen. Wir lennen dien-
te Scheibe nur bewegen, wenn ein Platz frei ist, also die dggienn 1 richtig sortiert
sind. DannistZ, =1und Z,=2Z, ;+1,dasergibtZ, =2" 1.

5.13 Geometrische Zahlen

Dreieckszahlen

Wir legen aus gleichgro en Dreiecken @rere, dazu ahnliche:

Dies ist ein Beispiel der Geo e 3, es besteht aus 9 kleinen
Dreiecken. Aus wie vielen kleinen Dreiecken besteht ein
Dreieck der G® e n? Wenn eine neue Reihe angelegt

alsoaus 1+3+5+:::+(2n

Klasse 3.

wird, braucht man immer 2 Dreiecke mehr, als in der
letzten Reihe liegen. Das Dreieck der ®re n besteht

1) = n? Dreiecken. Das
war leicht, es ist eine Knobelaufgabe im Primo-Lehrbuch

Wir kennen, wenn die gesuchte Anzahl ein Polynom in ist, solche Formeln durch
die folgende, polynomiale Methode\ erhalten: Wir ahlen fr ein paar Werte n; die
Anzahlen z; aus und bestimmen das Polynonp(x) mit p(n;) = z. Das geht mit der

Methode von Lagrange (1877):

[** Lagrange-Interpolation: lagrangel(i, x[i]) = 1, lagra
*/
public static DX lagrangel(int i, double[] x)

{
DX p = new DX();

p.co = 1.0;
int j;
for j = 0; J < x.ength; j++)

if (g !'=1)

{

p = mult(p, lin(x[));

\ p = zmalp(1.0 / (x[i] - x[), p);

return p;

}

[** Lagrange-Interpolation: lagrange(x,y) hat bei x[i] de
*/
public static DX lagrange(double[] x, double[] y)
{
DX p = null, h;
int i
for (i = 0; i < x.length; i++)

{

ngel(i, x[j]) = 0

n Wert yJi]
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h = lagrangel(i, x);
h = zmalp(y[i], h);
p = add(p, h);

}

return p;

}

In den folgenden Produkten fehlt jeweils der-te Faktor:

(x x1) (X Xn)

_X‘
L= N T )

i=1

Die Lagrangeschen Interpolationspolynome haben die erstdiche Eigenschaft, da sie
ein Polynom minimalen Grades ergeben, das zu den gegebenesrtéh pa t; wenn wir
mehr passende Werte vorgebemndert sich die Koe zienten des Polynoms nur um
Rundungsfehler ab der 12. Nachkommastelle.

Wir versuchen auf diese Weise die Anzahlen der Dreiecke inrdg@gur zu bestimmen,
die unten spitz sind.

Eingabe:double a[] = {1.0,2.0,3.0}; double b[] = {0.0,1.0,3.0}; Ergebnis:
+0.5x72-0.5x"1

Fenf- und Sechseckzahlen

Wir beginnen mit einem Farbkleks und umschreiben ihn mit 5 Kdcksen zu einem
Fenfeck der Seiterdnge 2; dies umschreiben wir mit 5 2 Klecksen zu einem knfeck

der Seiteninge 3, usw. Analog geht es bei Sechsecken. Die Gesamtzahlkdeckse

beim Fenfeck mit der Seitenange n ist die Fenfeckzahl F,,, analog seiS, die n-te

Sechseckzahl. Hier ist der Falh = 3 abgebildet, es istF; = 16 und S; = 193.

o o o
® e o o o
¢ ¢ o ® o 0 o o
e o 0 o o
c o o o o o o o
o o o o o o
6 Suchen

Komplexit at

3Die hier betrachteten Funfeckzahlen sind nicht die Pentagonalzahlen von Conway/Gy; unsere
Sechseckszahlen hei en dort hex-Zahlen.
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Sortieralgorithmen reagieren unterschiedlich, wenn di@izsortierende Menge mehr oder
weniger vorsortiert ist. Es kommt also bei der Bewertung voAlgorithmen nicht auf die
Laufzeit bei einer konkreten Eingabe, sondern auf die maxate oder auch die mittlere
Laufzeit bei beliebigen Eingaben der Gre n an. Die Laufzeit eines AlgorithmusA

ist also eine FunktionL, : N ! N, fur die man eine obere bzw. untere Schranke
bestimmen nechte.

De nition:

Eine Funktion f : N ! N ist eine obere Schrankeeff die Funktionenmenge

O(f)=fg:N! Nj esgibtc>0undng mit g(n) c¢ f(n)furallen>ngg:
Eine Funktion f : N ! N ist eine untere Schrankeefr die Funktionenmenge
U(f)=fg:N! N j esgibtc>0undngmitg(n) c f(n)furallen>ngg:

Eine Funktion f : N ! N ist eine exakte Schrankeefr die Funktionenmenge
E(f)=fg:N! N | esgibtc> 0 undng mit %f(n) g(n) cf(n) fur alle n>ngg:

Ein Algorithmus A heit linear zeitbeschrankt, wenn L, 2 O(n) ist, er heit polyno-
mial zeitbeschankt, wenn eink 2 N existiert, so da L, 2 O(nX) ist, und er heit
exponentiell zeitbescheinkt, wenn eink existiert, so da L, 2 O(k") gilt.

Wir werden uns bei konkreten Algorithmen auchefr ihre Zeitkomplexitat interessieren.
In der Praxis sind bei gro en Datenmengen nur Algorithmen eisetzbar, die lochstens
polynomiale Zeitschranken haben, und dabei mu der Exponémoch ,klein\ sein.
Bedenken Sien = 3:5 10° (die Zahl der Transistoren auf einem modernen Mikrochip)
und k = 4 ergibt n* =1:5 10, aber 137 Nanosekunden sind 3 Jahre.

Die Entwicklung der letzten Jahrzehnte verlief so, da allel0 Jahre 100mal mehr
Speicher zur Verigung stand und die Rechengeschwindigkeit verhundertfacivurde.
Welche Auswirkung hat das auf die Ga e der bearbeitbaren Probleme?

Ein Algorithmus habe polynomiale Komplexiat: O(nP) C nP. Wenn ein neuer
Computer eingesetzt wird, der um den Faktok besser ist, so kann man Probleme der
Gre e kn bearbeiten. Dazu sind dannC(kn)P Operationen retig, die Rechenzeit ist
dann also

C(kn)P=k = CkP *nP:

Wenn alsop gre er als 1 ist, hat man Probleme.
Als Beipiele betrachten wir einige Suchalgorithmen.
Lineares Suchen

Wenn ein Wert W in einer ListeL der Langen, uber deren Inhalt nichts weiter bekannt
ist, gesucht werden soll, so mu man die Liste sequentiell dthlaufen:

setze i = 1
solange i <= n und L[i] = W ist, erhoehe 1.
Wenn i <= n ist, so wurde W gefunden.
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Aufwand: Wenn W nicht in der Liste vorkommt, sind n Schritte netig, wenn W vor-
kommt, sind maximaln 1 Schritte notwendig, im Durchschnitt werden e§‘2—1 sein.
Der Zeitaufwand ist linear.

Man kann das Zeitverhalten noch verbessern:

setze i = 1

L[n+1]= W

solange L[i] = W ist, erhoehe i.

Wenn i <= n ist, so wurde W gefunden.

Man hat den Test, ob die Feldgrenze erreicht ist, eingespaiDieser Test ist retig, wenn
man nicht wei, ob W in der Liste vorkommt.

Bin ares Suchen

In geordneten Strukturen geht das Suchen schneller.

Beispiel: Ich denke mir eine nadrliche Zahl zwischen 0 und 100. Wenn man fraggist
esl,istes 2,...?\, so hat man sie nach einiger Zeit auf allalle gefunden. Wenn man
fragt: ,Ist es kleiner, gleich oder go er als 50?7\, so hat man in Abhangigkeit von der
Antwort die zu durchsuchende Menge in einem Schritt halbierEine Zahl unter 100
errat man also in hechstens 7 Schritten.

Dieses Verfahren hei t birares Suchen, es ist ein Beipiedif das Prinzip des Teilens und
Herrschens. Wir implementieren den Algorithmus zuerst reksiv suchl und betrachten
den Zeitaufwand: Bei jedem neuen Aufruf vosuchl halbiert sich der Aufwand. Wenn
2m 1<n 2™ so sindm = log, n, Schritte netig. Mit gleichem Zeitaufwand arbeitet
die sequentielle Prozedusuch2; wir beschleunigen sie durch den Trick, in jeder Schleife
nur eine Abfrage durchzuiihren:

import java.io.*;

public class suchen
{
public static int nn = 92;
public static long a[] = new long[nn];
public static long s;
/I Die Position des Werts s soll im geordneten Feld a gefunden werden.

public static void init()

{
al0] = 1; a[1] = 1;
for (int i = 2; 1 < nn; i++)
ali] = a[i-2] + a[i-1]; /I insbesondere afi] > a[i-1]
}
public static int suchl(int links, int rechts)
{

int i
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}

System.out.print("+");
if (links <= rechts)
{
I = (links + rechts) / 2;
if (afi] > s)
return suchl(links, i-1);
else if (afi] < s)
return suchl(i+1, rechts);
else
return i; // gefunden !
}
else
return -1; /I nicht gefunden !

public static int such2()

{

}

int links = 0, rechts = nn-1, i;
while (links < rechts)
{
System.out.print("*");
i = (links + rechts) / 2;
if (@[i] < s)
links =i + 1;
else
rechts = i;
}
if (a[rechts] == s)
return rechts;
else
return -2;

public static void main(String arg[])

{

}
}

init();

s = 13;

int i

i = suchl(0,nn-1);
System.out.printin(i);
i = such2();
System.out.printin(i);

Hashing

/I nur 1x testen

6 SUCHEN
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Das Suchen in bimren Baumen entspricht dem Au nden der richtigen Antwort durch
ja/nein-Entscheidungen. Komplexere Entscheidungenekinen aber evtl. schneller zum
Ziel fuhren: Die Telefonnummer unserer Sekretin, Frau Zyska, weirde ich nicht suchen,
indem ich das Telfonbuch zuerst in der Mitte aufschlage, sdarn am Ende.

Also: Wir legen fir jeden Eintrag einen Schissel fest, der die ungehre Position in der
Tabelle festlegt.

In Suchbaumen oder Listen ist die Zuordnung: Eintragung’! Standort injektiv. Wir
betrachten nun eine Hash-Funktionh : fEintrageg ! f  Indizegy, die nicht notwendi-
gerweise injektiv sein mu, #ir die aber die Urbildmengenh (i) fur alle i ungeghr
gleich gro sein sollen.

Wenn die zu verwaltenden Daten (kleine) Zahlen sind, so kamman sie selbst als Index
in einem Feld verwenden und der Zugri ist trivial. Wenn die Hntr age aber Zeichen-
ketten aus den Buchstaben a, ..., z sind und die Wosthge auf 16 festgelegt ist, so gibt
es 26° = 4 107 Meglichkeiten, es gibt aber nur 1®vernenftige Worte, man hatte also
einen 10’-fachen Aufwand betrieben. (Man veranschauliche sich dier&enordnung:
das Weltall existiert seit 13° Sekunden; dabei sind diesihgeren Schaltjahre noch gar
nicht bereicksichtigt.)

Bei Kollisionen (h(s) = h(t);s 6 t) reicht es nicht aus, in einer Tabelle die zg gelwori-
ge Information abzulegen, man braucht auck selbst, um eine aufgetretenen Kaollision
erkennen zu lennen. Au erdem mu man eine Strategie zur Kollisionsauesung entwi-
ckeln.

Es folgen einige Beispielef Hash-Funktionen zur Verwaltung von ZeichenketterZ =

P
1. h(z) = :‘zl(pi (int)(z) mod n), wo p; die i-te Primzahl und (int)(A) der
ASCII-Index ist. Diese Funktion erzeugt wenig Kollisionenist aber sehr rechen-
aufwendig.

2. h=(int)(z,); Ersetzeh := (256 h+(int)(z)) mod n fur i = 2 bis k. Dabei sollte
ggT(n; 256) = 1 sein. Die Multiplikation mit 256 ist einfach eine Veschiebung
um 8 Bit und derfte schnell sein.

3. Wir verwenden einzelne Zeichen und diesinge vonz:
h(z) =(7 (int)(z))+11 (int)(z 1)+ 19k) mod n.

Listen enthalten, die die zu speichernden Informationen #ralten, innerhalb dieser
(ho entlich kurzen) Listen kann man dann suchen.

Teilen und Herrschen

Dies ist eine oftmals e ektive losungsmethode.

Sei ein Problem der Ge e n zu lesen. Wir suchen eine obere Schrankgn) fer die
benotigte Laufzeit. Wir nehmen an, das Problem lasse sich inTeilprobleme desselben
Typs zerlegen, diese Teilprobleme egen die Gp e T haben und zum Zerlegen und
Zusammenetigen sei der Zeitaufwana(n) netig. Wir haben also folgende Rekursion zu
bearbeiten:
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_c(n) n=1
L(n) = t L(2)+ c(n) sonst

X n
Satz 6.1 Fur n= sk gilt L(n) = t'c(g).

i=0
Beweis: Wir fuhren die Induktion mber k. Fer k = 0; alson =1 ist L(1) = c(n) geltig.
Weiter gilt:

_ Ky — n _Xli% _K1i+1 n _X(in.
L(n) = L(s") = tL(g)+ c(n) = ti=0 tc(§)+ c(n) = i=o t c(Si+1 )+c(n) = » tc(g).

O
Satz 6.2 Wenn ¢(n) = ¢ n gilt, so ist

8

< O(n) t<s
L(n)2 O(nlogn) t=s

" O(n'°%sY)  t>s

Im letzten Fall ist die Komplexiat polynomial, denns;t sind konstant.

Beweis: Es gilt also

X( . n X( t .
L(n) = tex==nc ()"
1=0 S i=0 S

Fur t < s ist die Summe durchK = 1 -

L(n) ¢ K n2O0(n). Furt=sgilt L(n)=cn(k+1) 2 O(nlogn). Fur t>s qilt

beschankt (geometrische Reihe), also ist

wl—~

Xk t (L)k+1 t
L(n) = cn (5)' = cn-St——— 2 O(s"(g)") = O(t'°% ") = O(n'°%"):
i=0 S
Die letzte Identitat erkennt man, indem man auf beiden Seiten lQdoildet. O

7 Einfache Datenstrukturen und ihre Implementa-
tion

Die einfachste Datentruktur ist eine lineare Liste. Wir halenn > 0 Eintrage x[0], x[1],
.11, X[n-1]. YUber die Struktur der gespeicherten Daten machen wir uns kes Gedanken.
Die Grundaufgaben zur Bearbeitung solchen Listen sind dielfienden:

Zugri auf den k-ten Eintrag, Auswertung, Anderung.

Vor dem k-ten Eintrag ist ein neuer einzugigen.
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Leschen dek-ten Eintrags.

Zwei Listen sollen zu einer vereinigt werden.

Eine Liste ist in zwei Teillisten zu zerlegen.

Eine Kopie einer Liste soll erstellt werden.

Die Lange einer Liste ist zu bestimmen.

Die Eintrage einer Liste sollen geordnet werden.

Eine Liste soll nach speziellen Einrgen durchsucht werden.

In Abhangikeit davon, welche Operationen im Einzelfall mehr odeweniger hau g
auszubhren sind, gibt es unterschiedliche Darstellungen von lten in Rechnern, die
fur eine Operation mehr oder weniger e ektiv sind.

Fur Listen, wo der Zugri (Einf mgen, Streichen) immer am Anfang oder am Ende der
Liste statt ndet, gibt es spezielle Namen:

Stack (Stapel, Keller): Einfigen und Streichen stets am Ende ( lo),

Queue (Warteschlange): Alle Einigungen an einer Seite, alle Entnahmen an der
anderen Seite ( fo),

Deque (double-ended queue): alle Zugri e an den Enden.

Typische Anwendungen eines Stacks sind die folgenden: EMenge wird durchforstet,

evtl. relevante Daten werden einstweilen beiseite (in deneller) gelegt, um sie sater

zu verarbeiten. Beim Aufruf eines Unterprogramms werden eliRegisterinhalte auf
einem Stack gerettet, das Unterprogramm kann die Registeelbst nutzen, nach dem
Verlassen des Unterprogramms werden die Daten aus dem Stackeickgeholt.

Oder nehmen wir ein Abstellgleis. Es kommen vier Wagen in d&eihenfolge 1, 2, 3,
4 an und sollen in der Reihenfolge 2, 4, 3, 1 abfahren. Wagenahrt aufs Abstellgleis,
Wagen 2 auch, é&hrt aber gleich wieder runter. Nun fahren 3 und 4 aufs Abstgleis, 4
fahrt wieder runter, dann verlassen zuerst 3 und dann 1 das @&e

Kann man 123456 in 32564fiberfahren? Und in 1546237

Es kann nie die Situationi <j <k und px <p; <p; eintreten.

Wenn die Eintrage in einer Liste alle die gleiche Anzahl C von Bytes belegd@mnn
man die Liste sequentiell abspeichern, dann gilt:

Addr(x[i+1]) = Addr(x[i]) + C

Wenn X einen Stack realisieren soll, so braucht man sich nured aktuellen Index
des Endes (den sog. stack pointer) zu merken, beim Bigien ist er zu erwhen, beim
Streichen zu senken.

Wenn ein Unterprogramm aufgerufen wird, rnassen aktuelle Variable des aufrufenden
Programms gerettet werden. Dies betrit insbesondere dienhalte der Register des
Prozessors, die Rcksprungadressen enthalten oder Standardaufgabenedign. Dazu
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werden diese Werte in durchdachter Reihenfolge auf einena8k gelegt push und
zu gegebener Zeit in umgekehrter Reihenfolge makgeholt (pop). Weahrend des Pro-
grammlaufs wird der Stack, der ja einen Teil des Arbeitsspaiers belegt, go er und
kleiner, er hat aber keine,Lecken\. Zur Verwaltung des Stacks ist eine einzige Varia-
ble, der, Stack-Pointen\, netig, deren Wert (in PCs) in einem eigens daf reservierten
Register gehalten wird.

public class stack
{
public int inh;
public stack next;

public stack()

{
this.inh = 5;
this.next = null;

}

public static void write(stack s)

{

while (s instanceof stack)
{
B.wr(s.inh);
S = s.next;
}
}

public static stack push(stack s, int i)
{
stack anker = new stack();
anker.inh = i;
anker.next = s;
return anker;

}

public static stack pop(stack s)

{

}
}

return s.next;

Bei einer Warteschlange mssen wir uns zwei Indizes A, Elir Anfang und Ende merken
(besser: den ersten freien Platz nach dem Ende). Wenn A = E gjibo ist die Schlange
leer. Wenn stets am Anfang gestrichen und am Ende einggt wird, so bewegt sich
die Schlange in immerbhere Speicherbereiche,alirend die unteren ungenutzt bleiben.
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Es ist dann besser, die Warteschlange als Ring zu organisier Wenn nun nach dem
Streichen A = E gilt, so ist die Schlange leer. Wenn aber nacheth Einfugen A = E
ist, so ist die Schlange voll.

Wenn man in einer leeren Liste streichen will, dann hat man meén Fehler gemacht.
Wenn man in eine volle Liste noch etwas eimfien will, dann ist wahrscheinlich die zu
bearbeitende Datenmenge zu gro geworden. Solclberlaufe mu man abfangen.

public class queue
{
public int inh;
public queue next, last, end;

public queue()

{
this.inh = 5;
this.next = null;
this.last = null;
this.end = this;

}

public static queue push(queue s, int i)
{

queue anker = new queue();

anker.inh = i;

anker.next = s;

anker.next.last = anker;

anker.end = s.end;

return anker;

}

public static queue pop(queue s) // Streichen am Anfang nur b  ei deque noetig

{

a.next.last = null;
return s.next;

}

/I Streichen am Ende: im Wesentlichen
s.end = s.end.last;

/I Einfuegen am Ende:
s.end.last.next = neu
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end )
S i

| | | |

| | |

Eine andere Mbglichkeit besteht darin, da sich zwei Stacks den Speichégilen:

Listel | l Liste2

Anfangl Endel Ende2 Anfang2

Ein Uberlauf tritt hier erst ein, wenn der Platz far beide Listen nicht mehr ausreicht.
Wenn mehrere Stacks zu verwalten sind, dann geht das nicht.dbennoch kann es
neitzlich sein, den vorhandenen Speicher gemeinsam zu nutzeer i-te Stack liegt
zwischen A[i] und E[i], wenn zwei Stacks zusammensto en,rgehiebt man die Stacks.
Dies wird in Knuth's Buch (Band 1) auf den Seiten 245 und 246 Isehrieben.

Guido Kreger (S.307-312) implementiert eine eigene Queue-Klasse

Bei Java gibt es eine Implementation einer linearen Liste:iel Klasse Vector.

Der Konstrukteur ist Vector() , es gibt Klassenmethoden wie
boolean isEmpty(),
int size(),
addElement(Object obj),
insertElementAt(Object obj, int index) ;
der Zugri kann durch
Object firstElement(),

.. lastElement(),

. elementAt(int index) erfolgen. Man mu dazu natrlich wissen, was #ir ein Ob-
jekt man denn da entnimmt. (Meine wenigen Versuche im Umgang mitector ergaben
aber, da man nur mit String vertragliche Objekte sammeln kann.)

Aus der KlasseVector ist die KlasseStack abgeleitet, dort gibt esObject push(Object

item), peek(), pop(), boolean empty(), int search(Object o bj) .

Einige hau ge Anwendung eines Stacks ist die Auwsung rekursiver Funktionsaufrufe.
Man kann z.B. n! folgenderma en berechnen:

public static int fak(int n)
{
if (n == 0)
return 1,
else
return n * fak(n - 1);

}

Als allgemeines Schema zur Awsung der rekursiven Aufrufe kann folgendes gelten:
Man richtet sich einen Stapel (stack) ein, in dem bei jeden Breduraufruf Daten
eingetragen und beim Verlassen der Prozedur gestrichen den. Jedem Prozeduraufruf
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wird ein Fach (frame) auf dem Stapel zugeordnet, der die fagden Informationen
enthalt:

head Ubergabeparameter von anderen Prozeduren

head - 1 aktuelle Parameter

head - 2 lokale Variable

head - 3 nach au en zwbergebende Parameter (Ergebnisse)
head - 4 Rucksprungadresse

Diese Facher sind gleichgro und liegen aufeinanderfolgend auf mleStapel; die Ver-
waltung geschieht einfach durch einen Zeiger (stack poimjeauf die Stapelspitze. Jedes
Fach enthalt die Informationen fur einen Prozeduraufruf.

Sei A die aktuell arbeitende Prozedur, dann sieht der Stapsb aus:

Fach fers Hauptprogramm

Fach fur die Prozedur, die A gerufen hat
Fach fur A

Wenn nun A die Prozedur B (oder sich selbst mit neuen Paramet® aufruft, dann
machen wir folgendes:

1. Ein neues Fach wird auf die Spitze des Stapels gelegt. Déejt man (in einer
Reihenfolge, die B bekannt ist) folgendes ab:

(a) die Adressen der aktuellen Parameter von B (wenn ein Pareeter ein Aus-
druck ist, wird er zuerst ausgewertet und die Adresse des Etgnissesiber-
geben; bei Feldern geagt die Anfangsadresse),

(b) leerer Raum #ir die lokalen Variablen von B,
(c) die Nummer der Anweisung, die A nach dem Aufruf von B durctufehren
hat (Recksprungadresse).

2. Nun werden die Anweisungen von B ausg#frt. Die Adressen der Werte aller
Parameter von B ndet B durch Abzahlen von der Stapelspitze aus gickwarts).

3. Wenn B beendet ist, wird wie folgt die Kontrolle an Aebergeben:

(a) Die Recksprungadresse steht im B-Fach.
(b) Ggf. steht ein Funktionswert an der A bekannten Stelle.

(c) Das B-Fach wird entfernt, indem einfach der Zeiger auf diStapelspitze um
die passende Gy e zureickgesetzt wird.

(d) Die Arbeit von A wird an der richtigen Stelle fortgesetzt

Fur die folgende Fakulatsberechnung beatigen wir nicht alle diese Informationen.
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import java.io.*;
import java.lang.Math.*;

public class fak

{
public static int nn = 100;
public static int a[]] = new int[nn]; // der Stack
public static int x, h;

/I X! soll gerechnet werden, h ist der Stack-Pointer

public static void init() /l Stack einrichten
{

h =5;

alh-1] = x;

h=h+5;

alh-4] = 1;

alh-1] = a[h-1-5];
}

public static void rechne()
{

alh-5] = a[h-3];

h =h-5;

alh-3] = a[h-1] * a[h]; // Stack abbauen
}

public static void main(String arg[])
{
X = 5;
init();
while (true)
{
if (afh-1] == 1)
{
a[h-3]
break;

}

else

{
h=h+5; /I Stack aufbauen
alh-4] = 3;
alh-1] = a[h-5-1] - 1;

}

}
I/l rechne();

1
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while (a[h-4] = 1)
rechne();
alh-5] = a[h-3];
System.out.printin(x + "l = " + a[h-3]);
}
}

Man kann eine Rekursion auch mit Hilfe einer rekursiven Datestruktur realisieren:
Zur Berechnung vonn! erstellen wir ein FeldF mit Komponenten F (k; 1) und F (k; 2)
und belegen den Anfang mit 1§; 0).

1. WennF(k;2) > O und k > 1, so schreibeF (k;2) F(k;1) in F(k 1;2) und setze
k = k 1; andernfalls ist das Ergebnis gleick (1;1) F(1;2).

2. Wenn F(k;2) = 0 und F(k;1) > 1 ist, so erzeuge-(k + 1) und belege es mit
F(k+1;1)=F(k;1) 1;F(k+1;2)=0;setzek = k+1.

Sonst setze=(k 1;2)=1; k=k 1.

Lineare Listen

Wir stellen uns eine Liste einfach als eine Folge (z.B. von igken) vor; es seien die
folgenden Operationen implementiert:

first(al,a2,...an) = al
rest(al,az2,...an) = (az2,...,an)
vor(c,(al,...,an)) = (c,al,...,an)

zus((al,...,an),(b1,...,om)) = (ai,...,an,bl,....om)

Hieraus konnen wir eine Methode herstellen, die die Reihenfolge deslenglieder um-
kehrt:

list inv(list a)
{
if (@ == null)
return null;
else
return zus(inv(rest(a)),first(a));

}

Speicherverwaltung

Als erstes betrachen wir verbundene Listen:

WA [ [ R

Jeder Eintrag enthalt die Adresse des nachfolgenden Eintrags. Hier ist folgas zu
beachten:

1. Es wird zustzlicher Speicher éir die Adresse des Nachfolgers betigt.
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2. Das Streichen und Eindigen ist einfach: X[2] wird entfernt, indem der bei X[1]
beginnende Pfeil auf X[3] gerichtet wird, und X[4] wird zwishen X[1] und X[2]
eingekigt, indem der Pfeil von X[1] auf X[4] gerichtet wird, v@hrend er von X[4]
auf X[2] zeigt.

3. Der Zugri auf die k-te Komponente ist langsamer als bei der sequentiellen Lest
Das schadet aber dann nichts, wenn ohnehin die ganze Listerchdlaufen werden
soll.

4. Das Zusammenfassen zweier Listen und die Teilung einestei sind leicht.

Zur Implementierung derartiger verbundenen Listen bestigt man zwei Felder, wir
nennen sie INFO, INFO[p] entmlt den Inhalt, der zu speichern ist, und NEXT, dabei
enthalt NEXT[p] die Adresse der mchsten Zelle. Eine Speicherplatzzuweisung realisiert
man wie folgt: Man hat eine als Stack organisierte Liste NEXTer verfigbaren freien
Adressen, die Variable AVAIL zeigt auf die Spitze dieser Ltis. Neuen freien Speicher
holt man mit

X = AVAIL; AVAIL = NEXT(AVAIL)
Speicher gibt man mit

NEXT(X) = AVAIL; AVAIL = X
zureick.

Der Aufruf von

static void insert(int item, int free, int position)
{

info[free] = item;

next[free] = next[position];

next[position] = free;

}

fugt item nach position ein.

Schlie lich kann man noch doppelt verkettete Listen herstéen, wo jedes Element seinen
Vorganger und seinen Nachfolger kennt, oder ringfmig verkettete Listen, damit kann
man z.B. cknn besetzte Matrizen e ektiv abspeichern (Es werden (fagtur die von
Null verschiedenen Eintage gespeichert).

Der vom Programmcode und vom Stack nicht genutzte Speichetekt fer Programm-

vaiable zur Verkigung. Ein einfacher Editor reserviert sich beispielsweisin Feld von
64 kByte (ca. 32 Druckseiten) und tagt dort die Zeichen ein, die von der Tastatur
eingegeben werden. Der Speicherbedarf solcher Programstekonstant und von vorn

herein bekannt. Der Norton-Editor bekennt ggf.,Die Datei ist zu gro zum Bearbei-
ten\.

Leider verfigen einige Programmierspracheaber gar keine Moglichkeiten zur privaten
Speicherverwaltung, oder der Nutzer ist mit den geliefente Verfahren unzufrieden.
Dann mu man sich eine eigene Verwaltung scha en.
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Wir beginnen mit dem einfachen Fall.
Konstante Blockgr ee

Wir wollen mit verbundenen Listen arbeiten. Dazu vereinbam wir ein sehr gro es Feld
memin dem wir unsere Daten unterbringen, ein Feldvail , das die Indizes der freien
Felder enthalt, ein Feld link , das bei jedem Listenelement auf dessen Nachfolger zeigt,
und einen Zeigerff (rst free), der das erste freie Feld angibt. Diese Variable sollen
nicht als Parameter an Unterprogramme weitergegeben werdesondern global gltig
sein.

Es folgt eine einfache Implementation.

public class memory

{
public static int nn = 10000;

public static char a[][] = new char[nn][8]; // der Speicher

public static int link[] = new int[nn]; /I Nachfolger
public static int avail[] = new int[nn]; Il Freistellen
public static int ff; Il erste Freistelle
public static char leer[] = {#,#'# # # '# # JHY
public static void init() /I einrichten
{
ff = 1;
for (inti = 1; 1 < nn; i++)
{
afi] = (char[])leer.clone(); // nicht einfach " a[i] = leer; "
link[i] = O;
availli] = i;
}
ausgabe();
}
public static int neu()
{
int n = avail[ff];
avail[ff] = 0;
link[ff] = O;
ff++;
return n;
}
public static int freil(int i)
{
ali] = leer;

ff--:
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int h = i;

i = link[i];
avail[ff] = h;
return i;

}

public static void frei(int i)
{
while (i > 0)
i = freil(i);
}

public static boolean lies(int sp)
{
String s = B.readstr();
if (s.charAt(0) == "#)
return false;
for (int i = 0; i < s.length(); i++)
alsp][i] = s.charAt(i);
return true;

}

public static int eingabe()
{
int alt = -1, sp, spp;
boolean ok;
spp = neu();
Sp = Spp;
ok = lies(sp);
while (ok)
{
alt = sp;
link[sp] = neu();
sp = link[sp];
ok = lies(sp);
}
freil(sp);
link[alt] = O;
return spp;

}

public static void ausgabe(k)

{
for (int i = k; i < 10; i++)

System.out.printin(i + " " + afi] + " "

+link[] + " "

+ avail[i]

);
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}

public static void main(String arg[])
{
init();
spp = eingabe();
ausgabe(spp);
}
}

Variable Blockgr ee
Schwieriger wird es, wenn Ricke variabler Lange zu verwalten sind.

Beispiel:

Ein Integer-Feld der Langen kann im binaren Zahlsystem als ganze Zahl interpretiert
werden, deren maximaler Absolutwert " 1 ist. Stellen wir uns vor, jemand latte
Prozeduren gescha en, die arithmetische Operationen miokhen Zahlen realisieren.
Die Summe zweierm-Bit-Zahlen ist maximal eine (m + 1)-Bit-Zahl, minimal aber
gleich Null. Ein Produkt zweier m-Bit-Zahlen belegt maximal 2n Bit. Es ist also bei
umfangreichen Rechnungen wenig sinnvolkif jede lange Zahl einen Block konstanten
Gre e zu reservieren. Somit sind an eine Speicherverwaltungldende Aufgaben zu
stellen:

1. Speicheranforderung: &r eine neu zu scha ende Variable soll ein freier (zusam-
menhangender) Speicherblock gefunden werden.

2. Blockverschmelzung: Benachbarte freie &tke sollen zu einem @reren verschmol-
zen werden.

3. Speicherbereinigung (garbage collection): Nicht mehebetigte Blecke sollen als
frei erkannt und wieder zur Vertigung gestellt werden.

Wir vereinbaren wieder ein ge es Feld memaus , Zellen\ konstanter Lange, ein an-
zufordernder Block ist dann ein zusammergmgender Bereichmemoli..j] . Wir haben
weiter eine ListeBELder belegten und eine Listé&-RElder freien Blcke, wir vermerken
dort jeweils den Anfangsindex und die Go e des Blocks.

Methoden der Speicherplatzanforderung:

1. rstt

Wir suchen in der Frei-Liste den ersten Eintrag, in den der ganschte Block
hineinpa t.

Vorteil: Man mu nicht die gesamte Liste durchlaufen.
Nachteil: Von gro en freien Blecken wird evtl. nur wenig genutzt.
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8

8 EIN PAAR BEISPIELE

best t

Wir suchen den Kleinsten Block in der Frei-Liste, in den dereywinschte Block
hineinpa t.

Vorteil: Der Speicher wird bestnoglich genutzt.
Nachteil: Evtl. lange Suchzeiten.

Blockspaltung:

Wir verwenden eine der vorigen Methoden, melden aber den Iniocverbrauchten
Rest als frei.

Nachteil: Nach einger Zeit haben wir viele kleine freie Btke, in die nichts mehr
hineinpat (dies ist bei best t besonders zu erwarten). (Skeweizer Kase).
rotating rst t

Wir organisieren die Frei-Liste zyklisch und suchen nichtam Anfang, sondern
von der zuletzt vergebenen Stelle aus.

Blockverschmelzung: Um die Fragmentierung des Speickeru begrenzen, ist es
sinnvoll, bei der Freigabe eines Blocks in den beiden Nachbbocken nachzusehen,
ob einer davon frei ist, und den vereinigten gro en Block zwickzugeben. Dazu
sollte FRElals doppelt verkettete Liste organisiert werden.

Ein paar Beispiele

Die folgenden Beispiele sind dem Buch von Solymosi enthomme

Das Halteproblem

Es gibt Routinen, die nach endlicher Zeit ein Ergebnis liefie (und halten), andere tun
dies nicht.

void haltWennGroesserl(int n)

{

while (n !'= 1)

}

n = n/2;

void evtl(int n)

{

while (n !'= 1)

if (n % 2 == 0)
n = n/2;

else
n = 3*n + 1;



127

Wir suchen einen Algorithmus, der folgendes entscheidet:

Die Eingabe bestehe aus zwei Zeichenkettggrogrammund eingabe. Es soll true
ausgegeben werden, werprogrammein Java-Quelltext mit einem geforderten Einga-
bestring ist und der Parametereingabe so bescha en ist, da programm(eingabe)
halt, andernfalls (wenn es kein Java-Text vorliegt oder dasrBgramm nicht halt) soll
false ausgegeben werden.

Behauptung: Es gibt keine Implementierung der obigen Funktion.

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, eslie eine solche Implementierung, etwa
boolean goedel(String programm, String eingabe)
Dann implementieren wir die folgende Methode:

void programm(String s)

{
if (goedel(s,s))
while (true); /I Endlosschleife
else
; /I Halt
}

Wir rufen sie (in main) wie folgt auf:

program(“void program(String s){ if goedel(s,s)) while (t rue); else ;}");

1. Fall: Wenn Goedel (1931) mittrue antwortet, so kommt das Programm in eine
Endlosschleife, also ist die Antwort falsch.

2. Fall: Wenn die Antwort false ist, so halt das Programm an, also ist die Antwort
falsch.

Maximale Teilsummen

Gegeben ist eine Folge von positiven und negativen Zahlera;, gesucht ist die Teilfolge
aufeinanderfolgender Glieder der éngel, wo

At A1+ IIIF e
maximal ist.
1. Lesung (naiv):

max = Integer.MIN_VALUE;
for (von = 0; von <= n; von ++)
for (bis = von; bis <= n; bis++)
{
s = 0;
for (i = von; i <= bis; i++)
s = s + ai];
max = Math.max(s, max);
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Da drei for-Schleifen zu durchlaufen sind, werden etwa& Schritte netig sein.
2. Lesung: Zeit #ir Raum (O(n?)):

Wir sammeln in einer Tabelle schrittweise Teilsummen deredngek, die wir aus Teil-
summen der langek 1 berechnen: zuerst alle von 0 bis 0, dann von 0 bis 1, von O
bis 2 usw. Wir setzen

s[O][bis] = s[O][bis - 1] + a[bis]; /[Teilsumme vom Anfang

s[von][bis] = s[von - 1][bis] - a[von - 1]; Teilsumme &ngt weiter rechts an
und suchen dann das Maximum.

3. Lesung: Teilen und Herrschen@(n logn))

Wir teilen die Folge in der Mitte, dann be ndet sich die maxinale Teilfolge an einer
von drei Stellen:

]|
hier oder hier

oder hier

Wir messen also sowohl maximale Teilsummen suchen, die innekhder Folge liegen,
als auch welche, die am linken bzw. rechten Rand ansto en. We dies #ir beide Teile
geschehen ist, erhalten wir die maximale Teilsumme der gagan Folge als
max(Innen(links), innen(rechts), rechterRand(links) + | inkerRand(rechts))
Aber auch hier wird wie oben jedes Element mehrfach angefa t

Besser al®(n) kann es nicht gelingen, aber wir &nnen diese Go enordnung erreichen.

4. Lesung:

Die maximale Teilsumme liegt am rechten Rand einer gewisskmks beginnenden Teil-
folge. Hier wird jedes Element nur einmal angefa t:
for i = 0; i <= n; i++)

{

randMax = Math.max(0, randMax + a[i]);
max = Math.max(max, randmax); /Ivergroessert worden ?

}

Wenn eine Teilsumme negativ ist, so vergessen wir diese ggatandMax = 0.

Solymosi schreibt dazu; die 4. Losung ist leichter zu verstehen, hat#rzeren Text, ist
schneller als die vorigen. Das ist untypisch\

Textsuche

Wie suchen in einenthar[] text nach einemchar[] muster . Solymosi (s.d., S. 72 )
gibt einen naiven und einen von Knuth/Morris/Pratt stammenden Algorithmus KMP
an, dabei wird der Fragezeichenoperator verwendet:

a?b:c

Wenn a == true, so wird b ausgefuhrt, sonstc.
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/I Suchen.java

/[ Algorithmen und Datenstrukturen, Kapitel 4.1
/I Autor: Prof. Solymosi, (c): APSIS GmbH

/[ Datum: 21. April 1999

public class Suchen {
int suchen(final char[] muster, final char[] text)

{
for (int i = 0; i < textlength - muster.length + 1; i++)
{
boolean erfolg = true; // Versuch, ab text[i] muster zu finde n:
for (int j = 0; j < muster.length; j++)
if (text[i + j] '= muster]j])
erfolg = false; /I nicht gelungen
if (erfolg) /I gelungen
return i; /I vorzeitiger Abbruch der au eren Schleife
}
return -1; /I kein Versuch ist gelungen
}
int[] nextTabelle(final char[] muster)
{ /I next-Tabelle far muster
final int anfang = -1; /I vor dem ersten Index in muster
int[] next = new int[muster.length];
next[0] = anfang; I/l Marke
int tablndex = O, /I indiziert die aufzubauende next-Tabell e
ruecksprung = anfang; /I Index im muster, wohin zumckgesp rungen wird
while (tablndex < muster.length - 1)
if (ruecksprung == anfang || muster[tabindex] == muster[ru ecksprung])
{
/I Anfang des Musters oder Ubereinstimmung
tablndex++; Il weiterschreiten
ruecksprung++;
next[tabindex] = ruecksprung; // so weit Ubereinstimmung

[* Verbesserter kmp-Algorithmus : */
next[tablndex] =
muster[tabindex] !'= muster[ruecksprung] ?
ruecksprung :
next[ruecksprung];
[* . Verbesserter kmp-Algorithmus */

}

else

ruecksprung = next[ruecksprung]; // Racksprung so weit ne otig
return next;
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int kmpSuchen(final char[] muster, final char[] text)

{
/I stellt fest, ob muster im text vorkommt und falls ja, ab wel chem Index
final int anfang = -1, /I vor dem ersten Index in muster
final int[] next = nextTabelle(muster); // next-Tabelle fe ur muster
1-->
System.out.printin("next-Tabelle fuer " + new String(mus ter));
for (int i = 1; i < nextlength; i++)

System.out.print(" " + next[i]);
System.out.printin("™);
l<--
int textindex = anfang, musterindex = anfang; // Anfang der S uche
do

if (musterindex == anfang || text[textindex] == muster[mus terindex])
{
textindex++; Il weiterschreiten
musterindex++;
}
else
musterindex = next[musterindex]; /Il Racksprung nur im Mus ter
while (musterindex < muster.length && textindex < text.len gth);
return musterindex >= muster.length ?
textindex - muster.length : /I gefunden
-1; /I nicht gefunden
}
I -->
public static void main(String[] args) {
Il 3 Testhlle:
final char[] textl = {'b', 'a', 'b', 'a’, 'b, 'b', b, 'b', ' a', 'b, 'a', 'a, b, b,

final char[] musterl = {'b', 'a’, 'b', 'a’, 'a’, 'b', 'b', 'b’ }; /I "babaabbb"”
final char[] text2 = {a', 'a', 'a’, 'a’, 'b', 'a, 'a’, 'b};
final char[] muster2 = {a’, 'a’, 'b'};

final char[] text3 = {a, 'a’, 'a', 'a', b, 'a\, 'a, b, ' b},

final char[] muster3 = {'a', 'a’, 'b’, 'b'};

Suchen s = new Suchen();

char[] text = textl,

char[] muster = musterl,

System.out.printin("Suchen " + new String(muster) + " in " + new String(text));
System.out.printin("quadratisch: " + s.suchen(muster, t ext));
System.out.printin("kmp: " + s.kmpSuchen(muster, text)) ;
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text = text2;

muster = musterz2;

System.out.printin("Suchen " + new String(muster) + " in " + new String(text));
System.out.printin("quadratisch: " + s.suchen(muster, t ext));
System.out.printin("kmp: " + s.kmpSuchen(muster, text)) ;

text = text3,;

muster = muster3;

System.out.printin("Suchen " + new String(muster) + " in " + new String(text));
System.out.printin("quadratisch: " + s.suchen(muster, t ext));

System.out.printin("kmp: " + s.kmpSuchen(muster, text)) ;

try {
System.in.read();

} catch(Exception e) {}

9 Sortieren
SeiM eine Menge, der eine Relation gegeben ist. kir folgende Eigenschaftenefren
wir Namen ein:

1. Reexivitat: Furallea2 M gilt a a.

2. Antisymmetrie: Ausa bundb afolgta=h
3. Transitivitat: Ausa bundb cfolgta c.

4. Vergleichbarkeit: Far a;b2 M gilt a boderb a.

Eine Relation heit Ordnung (manchmal auch Halbordnung), wenn die Eigerchaften
1 bis 3 er#llt sind, sie hei t totale Ordnung (manchmal auch Ordnung) wenn zustzlich
4. gilt. Beispiele #ir Ordnungen (welcher Art ?):

1. Wir betrachten die Mengen , oder mit der gewshnlichen Kleiner-Gleich-
Relation.

2. Wir betrachten die Menge der nadirlichen Zahlen und wahlen als Vergleichsrela-
tion die Teilbarkeitsrelation. Hier ist 4. nicht erfellt.

3. SeiM = P(X) die Menge aller Teilmengen der MengX , als Vergleichsrelation
nehmen wir die Inklusion

4. SeiM = X die Menge aller Worteeuber dem (geordneten) AlphabetX, wir
ordnen sie wie im Wérterbuch:

Man nennt dies die lexikographische Ordnung.
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Die hau gsten Anwendungen sind:
Das Zusammenbringen zusammengetiger Dinge,
das Finden gleicher Elemente,
das Suchen eines bestimmten Elements.

Das Suchen ist in geordneten Mengen leichter als in ungeoeten.

Ein Sortieralgorithmus kann mit Hilfe eines bimren Entscheidungsbaums dargestellt
werden. Wir betrachten das BeispieM = fa;b; .

Die minimale Anzahl der zum Sortieren notwendigen Vergldie ist gleich der Tiefe des
Entscheidungsbaums

Satz 9.1 E, sei ein bimarer Entscheidungsbaum, unm Elemente zu sortieren. Dann
ist die Tiefe von E,, mindestensO(n logn). (D.h. es gibt eine Konstantek, so da
die Tiefe mindestens gleictkk n logn ist.

Beweis: Die Anzahl der Bétter ist mindestensn!, da es ja soviele Anordnungseglich-
keiten fur n Elemente gibt. Ein binarer Baum der Tiefed hat aber hechstens 2 Blatter,

also gilt farn 4
29 nl;d log(n);

n! |'1(n ]E):ZZ::: n:? %

log(n') g Iog(g):% (logn 1) %IognZO(nlogn)D

n=2
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Die zu sortierende Menge:

sortiert:

Solche Bildschirmfotos macht man miksnapshot, man bindet sie mit

\begin{center}
\includegraphics[height=5cm]{Bildschirmphoto13}
\end{center}

in ein KTEX-Dokument ein. Dazu mu das richtige der folgenden Paketemportiert
werden:

\usepackage{german,bezier,ifthen,flegn,amssymb,epic ,eepic,bbm,epsf,
yfonts,picins,pstricks,pst-all,isolatinl,float,nofl oat,graphicx}

Wir kommen nun zu einigen speziellen Sortiervervahren.

Im Band 3 des Buchs von D. Knuth werden etwa 25 Sortierverfaén diskutiert. Einige
davon sollen hier vorgestellt und sgter im Praktikum implementiert werden. Es sollen
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9.1 Sortieren durch Z ahlen

Die Idee ist folgende: Dejj -te Eintrag in einer geordneten Liste ist go er als genau
] 1 andere Eintmge (WennR gre er als 27 andere ist, so muR an Stelle 28 stehen).
Wir vergleichen also jedes Objekt genau einmal mit jedem aeacen und ahlen, wie
oft es das ge ere ist. In einem Feld count speichern wir die neuen Stellen, die diRs
einnehmen; die neue Stelle voR; soll count[j] + 1 sein.

1. count[i]:= O fur alle i.

2. Fari=N; N 1;:::;2 gehe zu 3.
3. Furj =1 1;i 2:::;1gehe zu 4.
4

. WennR; < Rj ist, so setze count[j] = count[j] + 1, sonst setze count[i] = ocunt][i]
+ 1.

Die benstigte Zeit ist proportional zu N 2. Wir bemerken, da die Objekte eigentlich gar
nicht sortiert wurden, aber in count steht, wie sie richtig angeordnet werden mssen.

9.2 Sortieren durch Verteilen (Vorsortieren)

Wir sortieren die R; anhand ihrer ,Schkissel K;. Wir setzen voraus, da #r den

SchhisselKi vonRjund1 i Nggiltu K; w.
1. count(u) = 0, count(u+l) = O, ... , count(v) = 0
2. Furj =1;:::5;N

count( K;) = count( Kj)+1
Jetzt ist count(i) gleich der Zahl der Schissel, die gleich sind.

3. Fari = u+l, ... , v
count(i) = count(i) + count(i-1)
Jetzt ist count(i) gleich der Zahl der Schissel i, insbesondere istount(v)
=N
4. Furj = N;N  1;:::;1: (Sammeln zusammengeiniger Satze)
i = count( K;), S =R, count( K;) = i-1

Hier werden der Reihe nach die meistgefragtesten Objektesgesucht. Die Folge
Si;'S,; 1 i1 ist nun vorsortiert.

Beispiel:

R:2431243124

C: 25710 nun wird sortiert:
9 Stelle von 4 ist 10

4 2 ist 5
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6
8

F QRN

1122233444 am Ende

Hier ist eine Fortran-Implementierung:

program distsort
c Knuth, I, p. 79
integer n, i, j, m
parameter (n = 80, m = 23)
integer c(m), r(n), k, s(n)
real rr
do i=1, n
call random(rr)
k = int(rr * 10000)
r(i) = mod(k,m) + 1
end do
print * 'r'
print *, r
doj=1n
c(r()) = c(r@))+1
end do
doi=2m
c(i) = c(i) + c(i-1)
end do
doj=n1, -1
= c(r())
s(i) = r()
c(r@) =1i-1
end do
print *, s
end

In Java sieht das etwa so aus:

import HUMath.Algebra.*;
public class distsort

{

public static void main(String[] arg)
{

int k, i, , m =2, n = 41;

int c[] = new int[5];

int r[] = new int[n];

135
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int s[] = new int[n];
for (i = 1; i < n; i+4)

{
rfi] = m;
m=(2*m) % 5;
}
for i = 1; i < n; i++4)
B.wr(r[i] + " ");
B.wi();

for = 1, < n; j++)
c[ri]l = c[rl]] + 1;

for j =1, < 5; j++)
B.wr(cf]] + " ")

B.wi();

for j = 2; ] <5; j++)
cfi] = cfi] + c[j-1J;

for j = 1;] <5; j++)

B.wr(c[j] + " ");
B.wl();
for = 1, < n; j++)
{

i = c[r[]];

sfi] = r[il;

c[rfil = i-1;

for (k = 1; k < 5; k++)
Bwr(clk] + " ")

B.wl();

}

for (i = 1; i < n; i++4)

B.wr(s[i] + " ");

B.wi();
}
}
9.3 Sortieren durch Einf egen
Wir gehen davon aus, da die ObjekteR;;:::;R; 1 bereits an der richtigen Stelle
stehen, bevorR; bearbeitet wird. Nun vergleichen wirR; mit R; 1;R; 2;:::, bis wir

die Stelle nden, wo es hingeért: zwischenR; und Rj;; . Dann wird von der Stellei +1
alles hochgehoben un&; anstelle vonR;,; eingetgt.

Man kann das Vergleichen und das Verschieben kombinierendem manR; mit jedem
gre eren vertauscht; es sinkt dann bis zur richtigen Stelle.

1. Furj =2;3;:::;N gehe zu 2.
2.i=] 1, R=R.
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3. WennR R;j ist, gehe zu 5.
4. Ri+1 = Rj; i:=1 1;,wenni> 0 ist, gehe zu 3. (alles weiter hoch)
5. Ris1 = R.

Der Zeitbedarf ist ebenfalls ungefhr N 2.
Eine Variante ware folgende: Wenn Vergleichsoperationen langsam sind, sdet man
durch binares Suchen schnell die richtige Eim§estelle und verschiebt danach den Rest.

9.4 Sortieren durch Verketten

Eine verkettete Liste vereinfacht das Eirdgen, hier sind keine Verschiebungenetig.
Wenn die zu sortierenden Objekte sequentiell in einem Felagpeichert sind, so baut
man sich wahrend des Sortierens eine Verkettungsliste auf.

Lo = N; Ly = 0. Wenn p die Permutation mit Rp) it Ry ist, so wird
Lo = p(1);Lpqy = p(i +1); Ly =0 sein.

1. Fuhre die Schritte 2 bis5érj = N 1, N 2;:::;1 aus.

2.p=Lo;, 9:=0; R:=R;.

Als nachstes wird &r R; seine richtige Stelle inL gefunden, indemR mit den
vorangehenden Eintagen verglichen wird; dabei zeigep und g auf die aktuellen
Platze der Liste; es istp= L, d.h. q liegt vor p.

3. WennR <R ist, gehe zu 5 (dannisRq; R Ry).

4. q:=p;, p:= Lq. Wennp > 0 ist, gehe zu 3.

Die Zeigerp; qwerden weitergesetzt. Wenrp = 0 ist, so ist R der gre te bisher
gefundene Eintrag, geért also ans Ende der Liste: zwischeR, und Ry.

5. Lg:=j L;:=p
R; wird an der richtigen Stelle eingedgt.

Welcher Aufwand ist netig? (N ?)
Verfeinerung:

Die Schhissel mogen zwischen 1 un& liegen; wir teilen das Intervall inM Teilintervalle
[1:::K=M ];[K=M +1:::2K=M ];:::; (M 1DK=M:::K ]

und legen #r jedes Intervall eine VerkettungslisteL; an. Wenn der SchiisselK; ins

Intervall [rK=M::: ] pat, verwalten wir ihn mit der Liste L, nach dem obigen Algo-
rithmus. Wenn die Schussel halbwegs gleich verteilt sind, werden die Listen déich

kerzer.
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9.5 Sortieren durch Tauschen, bubble sort

Dies ist eigentlich das einfachste Sortierverfahren: Vorben beginnend vertauschen
wir jeweils zwei Objekte, wenn sie nicht in der richtigen Rbenfolge stehen. Die gro en
Elemente steigen dann wie Blasen nach oben (daher der Name).

1. SetzeSchranke= N (die hechste Stelle, wo die Liste noch nicht geordnet ist).
2.t:=0,furj =1;2;:::;Schranke 1 gehe zu 3. Gehe danach zu 4.

3. WennR; > Rj.1, vertauscheR; und R;j.; und setzet = j.

4. Wennt = 0 ist, so sind wir fertig. Andernfalls setzeSchranke =t und gehe zu 2.

Welcher Aufwand ist retig? (N?) Alles oberhalb des zuletzt bewegten Elements ist
schon in der richtigen Reihenfolge und mu nicht mehr beachkt werden.

Die durchschnittlich Zahl der Inversionen einer Permutatn ist (n? n)=4. Bei bubble
sort sind so viele Vertauschungen etig, wie die entsprechende Permutationen Inver-
sionen besitzt.

Eine Verbesserung der Laufzeit ist beim cocktail shaker saregeben: Wir durchlaufen
die Folge abwechselnd auf- und almnts.

Wenn wir weniger alsO(N?) aufwenden wollen, dirfen wir uns nicht auf das Ver-
tauschen benachbarter Objekte bescanken. Die leistet der folgende Algorithmus von
Batcher:

1. Seit die kleinste Zahl mit 2 N setzep = 2t.
2.9=2'"%r=0;d=0p
3. farallei; 0 i<N miti &p =r:

(Der Operator & ergibt das bitweiseAND zweier Zahlen.)
4. wennRi;1 > Rj;g¢+1: tauscheRj+1 und Riy g+1;
5. wenng6 p: setzed=qgq p; q= g=2; r = pund gehe zu 3.
6. p= p=2, wennp > 0, so gehe zu 2.

9.6 Quicksort

Dies ist das schnellste bekannte Sortierverfahren. Der Grdgedanke ist, da der Tausch
zweier Feldelemente dann den besten Fortschritt bringt, waa diese neoglichst weit
voneinander entfernt sind. Wir wahlen zusllig ein Elementa aus der Mitte des Feldes
und laufen vom linken Rand nach rechts, bis wir ein ElemenR; gefunden haben,
das g er als a ist. Gleichzeitig laufen wir vom rechten Rand nach links, Isi wir ein
Element R; gefunden haben, das kleiner ala ist. Nun vertauschen wirR; und R;
und fahren fort, bis sich die Indizes getro en haben. Nun ham wir zwei Teilfelder,
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deren Elemente alle kleiner (bzw. @rer) als a sind. Wir haben die Aufgabe in zwei
Teilaufgaben zerlegt. Im Idealfall sind beide Teilfelderlgich gro , im schlechtesten Fall
(aist ein Extremwert) ist ein Teilfeld leer, im zweiten Fall hdben wir n? Arbeitsschritte,
das ist nicht gerade,quick\. Aber im , Durchschnitt\ reichen nlogn Schritte aus.

Ein einfacher, rekursiver Algorithmus ist der folgende:

Quicksort(S)

Wenn jSj > 1 ist, dann wahle zukllig eina 2 S.

SetzeS; = fx2 Sjx<agS,=fx2Sjx ag.

Quicksort(S;)

Quicksort(S,)

SetzeS[i] = Sqfi] furi =1;:::;jSj=m;S[]=S[] m 1]furj=m+1;:::;n.
Einen cleveren (nichtrekursiven) Algorithmus ndet man béKnuth, Band 3, Seite 114,
er stammt von C.A.R. Hoare (1962). Wir wollen dies hier kurz arstellen.

Es sollenRy;:::Ry 2 Z sortiert werden. Wir setzenRg = 1 ; Ry+1 = 1 . Als das
Element, das an seine enddtige Stelle gebracht wird, lennen wir R; wahlen. Alle Ver-
gleiche innerhalb eines Zyklus beziehen sich auf diesesnigtet; es ist vermnftig, eine
Extra-Variable mit dem Wert von R(1) zu belegen, denn Operationen mit (normalen)
Variablen sind schneller als welche mit indizierten Varidbn.

Um die Grenzen von noch zu sortierenden Teilen zu speichegeregen jeweils zwei
Variable, die auf dem Stack abgelegt werdeneknen. Dabei werden die Grenzen des
jeweils g eren Teils gemerkt und der kleinere Teil wird bearbeitetTeilstrukturen der
Lange M werden unsortiert gelassen, damit wird am Ende aufgaumt.

1. WennN M, gehe zu 9. Sonst: Erzeuge leeren Sta¢k=1; r := N.

2.i:=1;j] =r+1;R := R,. (Neuer Durchgang: Wir sortieren nunR;;:::;R,, es
giltr 1+M; R 1 R¢ Ry furk=1::0r).
3. (VergleicheR; mit R) i := i +1, solangeR; <R ist.

4. (VergleicheR mit R;) j :=j 1, solangeR <Rj ist.

5. Wennj i ist, so vertauscheR, mit R; und gehe zu 7. (Die Indizes haben sich
getro en.)

6. VertauscheR; und R; und gehe zu 3.

7. Wennr j j |I>M,solege|+1; r)aufden Stack, setze = 1, gehe

Zu 2.

Wennj I>r |j>M ist,solegel;j 1)aufden Stack, setzé = j +1, gehe
Zu 2.

Wennr j>M j list, setzel = j +1, gehe zu 2.

Wennj [I>M r jist, setzer = 1, gehe zu 2.

8. Wenn der Stack nicht leer ist, so holel{ r) vom Stack und gehe zu 2.
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Rj; i:=] 1, wiederholeR;;; := R;; i:=1i 1,bisR; Rist. SetzeR;;; = R.
(Wir lassen R; sinken.)

Das folgende Programm realisiert diesen Algorithmus, zeizlich wird das Sortieren
gra sch veranschaulicht.

import HUMath.Algebra.*;
import java.awt.*;

import java.text.*,

import java.awt.event.*;
import java.util.*;

public class quicksort extends java.applet.Applet /Ihg, 1 9.6.07
{

public static int N = 1000;

public static int stack[] = new int[N / 2];

public static int R[] = new int[N+2];

public static int quick[]] = new int[N];

public static int i, j, r, I, st, rh, hh, tausch,

z = N/500; /I fuer grosse Felder
public static boolean rekursiv, fertig = false;

public static void initial() /I einrichten
{
int I;
Random generator = new Random();
for (I = 1; | <= N; I++4)
R[] = generator.nextint(N);
R[O] = -Integer.MIN_VALUE;
R[N+1] = Integer.MAX_VALUE;
for (I = 0; I < N; I++)
quick[l] = R[I+1];

}

public static void s1(Graphics Q) /I Stack einrichten
{I=1;r:N;st:O;32(g);

}

?ublic static void s2(Graphics Q)

int k;
g.clearRect(0,0,N/z,N/z);
for (k = N-1; k > 1; k--)
g.drawLine(k/z, R[k]/z, k/z-1, R[K]/z+1);
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}

try { Thread.sleep(20); }
catch(InterruptedException e){}

i=1j=r+1;, rh = R[l]; s3(9);

public static void s3(Graphics Q)

{

}

i++;

while (R[i] < rh) i++;
-

while (th < R[j)) j-;
if (<= i)

{

hh = R[I]; R[] = R{]; R{] = hh; s7(g);

}

else

{
hh = RIi]; R[] = R[]; R[] = hh; s3(g);
}

public static void s7(Graphics Q)

{

if ((r-j >= j-1) && (-1 > 1))
{
stack[st+1] = | + 1,
stack[st+2] = r;
st = st + 2;
r=j-1;
\ s2(g);
else if (-1 > r-j) && (r-j > 1))
{
stack[st+1] = I;
stack[st+2] = - 1,
st = st + 2;
Il =]+ 1
\ s2(9);
else if ((r-j > 1) && (1 >= j-I)
{
=]+ 1
s2(9);
}

141
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else if ((-1 > 1) && (1 >= r)

{
r=j-1,
s2(g);
}
else if (st > 0)
{

r = stack]st];
| = stack[st-1];

st = st - 2;
s2(g);
}
else fertig = true;
}
public void paint(Graphics Q)
{
if (fertig)

return;
g.setColor(Color.red);
if (rekursiv)
quick_rek(0, N-1, g);
else
s1(9);
}

public static void quick _rek(int a, int b, Graphics Q)
{

int k;

g.clearRect(0,0,N/z,N/z);

for (k = N-1; k > 1; k--)

g.drawLine(k/z, quick[k]/z, k/z, quick[k]/z);
try { Thread.sleep(20); }
catch(InterruptedException e){}

int i = a; // untere Grenze
int j = b; // obere Grenze
if (b == N-2)
fertig = true;
int mitte = quick[(a+b)/2]; // Mitte des Feldes bestimmen
/I Aufteilung
while (i<=j)
{
while (quick[i] < mitte) i++;
while (quick[j] > mitte) j--;
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if (i <=))

{
tausch = quick[i]; // Zahlen vertauschen, wenn nicht auf ric htiger Seite
quick[i] = quick]j];
quick[j] = tausch;
i++;
T

}

}

/I Rekursion
if (a <))
quick_rek(a,j, 9);
if i <b)
quick_rek(i,b, g);
}

public static void main(String arg[])
{
initial ();
B.wr("rekursiv: 0, Hoare: 1");
int r = B.readint();
rekursiv = r == 0;
Frame f = new Frame("sort");
f.setBackground(Color.white);
f.addwWindowListener(new WindowAdapter()
{public void windowClosing(WindowEvent e){ System.exit(  0); }});
quicksort m = new quicksort();
m.init();
m.start();
f.add("Center", m);
f.setSize(N, N);
f.show();

9.7 Bin ardarstellung der Schl wssel

Dies ist eine Variante von quick sort, die die Bitdarstellug der Schuissel (-Zahlen)
nutzt. Wir sortieren nach dem hochstwertigen Bit: zuerst alle mit 0, dann alle mit 1.
also:

Suche den am weitesten links stehenden SesselR; mit fuhrendem Bit = 1;
Suche den am weitesten rechts stehenden SiddelR; mit fuhrendem Bit = 0.
TauscheR; und R;, erhehei, senkej, bisi>j ist.
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SeiFg = f Schhissel mit fthrendem Bit = 0 g,
seiF; = f Schhkissel mit lhrendem Bit = 1 g.
Nun sortieren wir Fg und F; durch Vergleich des zweiten Bits, usw.

Im Einzelnen ist folgendes zu tun: (Wenn maX{(;) < 2™ ist, so brauchen wir einen
Stack der Gme m 1 fur m-Bit-Zahlen.)

1.
2.

10.

9.8

leeren Stack erzeuger,=1; r = N; b= 1 (links, rechts, Bithummer)

Wenn| = r ist, so gehe zu 10. Sonst setie= |; j = r (Neuer Durchgang: wir

. Wenn Bit bvon R; gleich 1 ist, gehe zu 6.

i=i+1;wenni j:gehezu3
sonst gehe zu 8

. Wenn Bit bvon R;+; gleich 0 ist, gehe zu 7

.J =] 1,wenni j:gehezub

sonst gehe zu 8

. TauscheR; und R; .1, gehe zu 4

b= b+ 1; wenn b > m: gehe zu 10
Wennj <| oderj = r: gehe zu 2 (Alleb-Bits waren gleich)
Wennj = I, setzel = | + 1, gehe zu 2 (nur einb-Bit ist 0)

Lege das Paarrb) auf den Stack (wir merken uns die rechte Grenze, wo noch
Bit b geprft werden mu ), setzer = j; gehe zu 2

(Stack leeren) Wenn der Stack leer ist, sind wir fertig.dst setzel = r + 1, hole
(r% 1) vom Stack, setzer = r% b= P und gehe zu 2.

Sortieren durch direkte Auswabhl

Wir suchen den kleinsten Schissel, geben den entsprechenden Datensatz aus und er-
setzen den Schissel durchl . Wir wiederholen dies, bisN Satze bearbeitet sind.

Also: Die zu sortierende Liste mu vollsandig vorliegen, die Ausgabe erfolgt sequentiell.
Dies ist genau das umgekehrte Vorgehen wie beim Sortierenrctu Einfegen: dort ist
die Eingabe sequentiell, Ergebnisse athh man erst ganz zum Schlu .

Bei jedem Durchgang sindN 1 Vergleiche mtig. Besser ist es, den ausgahlten
Satz an,seine\ Stelle zu bringen (Tausch mit dem Inhaber) und sger nicht mehr zu
betrachten:
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Furj = N;N  1;:::;2:
seiR; = max(Ry; 1115 Ry)

Sind fer die Bestimmung des Maximums vofN Zahlen wirklich N 1 Vergleiche mtig,
ist die Komplexitat also immer nochO(N 2)?

Besser: Wir zerlegen die Daten irliJ N Gruppen zu pW Elementen, suchen in jeder
Gruppe das Maximum und bestimmen das Maximum der Gruppenées; dieses wird
dann entfernt. Dazu sind etwa N + N Vergleiche retig.

Wenn das iteriert wird, koennen wir in O(N P N) Schritten sortieren. Man nennt jeses
Verfahren ,quadratische Auswahl. Es ist auch eine kubische Auswahl mMO(N ~ N)
Schritten denkbar, wir mhern uns langsam der magischen Schrank€n log(n)).

9.9 tree selection

Diese Schranke wird wie bei Tennisturnieren im k.o.-Systesrreicht. Wenn 2' Kandi-
daten antreten, ist der Sieger nacim Runden ermittelt. Wer aber ist der Zweitbeste?
Es ist einer dern Spieler, der gegen den Sieger verloren hat.

Wir belegen die Bhtter eines biraren Baums mitN Blattern durch die SchhisselR;
und belegen jeweils den Vaterknoten durch das Maximum der iden Sshne. In der
Wurzel haben wir also den Erstere. Um den zweiten zu nden, ersetzen wiE wberall
durch 1 und bilden entlang der Astfolge vom ehemaligen E-Blatt zur \Wzel wieder
die Maxima (nur hier ist was zuandern!), die Lange dieses Weges istwlkhstens gleich
log(N) und wir haben den Zweiten gefunden; usw. Insgesamt sind @ldl log(N)
Vergleiche retig.

Dies ist das Peter-Prinzip: Jeder steigt in der Hierarchieosweit auf, bis er sein Niveau
der Inkompetenz erreicht hat.

9.10 heap sort

Eine FolgeRy;:::; Ry heit Halde (heap), wennRi=, R; fur allei ist, also

Ri Rz, R1 Rs Ry Ryt

Man veranschaulicht sich das am besten an einem kiren Baum: der Vater ist go er
als die beiden 8hne.

Es gelte
Ri-» R;farl<j=2<j N;

dies ist fur | = N=2 trivialerweise er#illt (es gibt kein j ). Diese Heap-Bedingung wollen
wir schrittweise fur kleinerel erhalten. Wir formen die Eingabeliste zu einer Halde um.

1. setzel = N=2+1; r=N
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2. (I oderr verkleinern)
wennl> 1ist, setzel =1 1, R=R;;
sonstsetzeR=R,; Rr=Ry;r=r 1
Wenn nunr =1 ist, setze R; = R und beende.

3. (Wir haben eine Halde ad und Ry hat fer r <k N den richtigen Platz; wir
wollen eine Halde alk mit k = 1=2.)

setzej = |
4. (ab hieristi = j=2)
Setzei = |; | = 2i
wennj <r ist, gehe zu 5
wennj = r ist, gehe zu 6
wennj >r ist, gehe zu 8
5. wennR; <Rj.; setzej = | +1 (nde gr e eren Sohn)
6. wennR  R; ist, gehe zu 8
7. (hochheben) setz®k; = R;, gehe zu 4
8. (speichereR) setzeR; = R, gehe zu 2

Die Komplexitat ist garantiert N log(N ), denn in Schritt 4 wird das Intervall halbiert.

9.11 Sortieren durch Mischen (merge sort)

Hier haben wir zwei sortierte Folgen, die zu einer Folge vengyt werden sollen. Wir
verleichen die beiden Minima, geben das kleinere aus, entien es und beginnen von
vorn. Wenn eine der Listen leer ist, so ist die andere Liste dRest.

Seien also
X1 Xp il Xpundy; Yo il Y,

gegeben.
1.i=1;j=1;k=1
2. wennx; Yj, so gehe zu 3

sonst gehe zu 5

3. setzezy = xi; k=k+1;i=i+1

wenni  m ist, gehe zu 2

4. Setze &;:::Zm+n) = (Yj;:::Ya) und beende.
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5. setzezy = yj; k=k+1;j=j+1

wennj nist, gehe zu 2

Der Aufwand ist m + n, d.h. Mischen ist leichter als Sortieren. Dies ist eines dersten
auf Rechnern implementiertes Sortierverfahren (J. v. Neuamn, 1945).

public class MergeSorter

{
private int[] a;
private int[] b; /I Hilfsarray
private int n;

public void sort(int[] a)

{
this.a=a;
n=a.length;
/I je nach Variante entweder/oder:
b=new int[(n+1)/2]; b=new int[n];
mergesort(0, n-1);
}
private void mergesort(int lo, int hi)
{
if (lo<hi)
{
int m=(lo+hi)/2;
mergesort(lo, m);
mergesort(m+1, hi);
merge(lo, m, hi);
}
}
void merge(int lo, int m, int hi)
{
int i, j, k;
i=0; j=lo;
/I vordere Halfte von a in Hilfsarray b kopieren
while (j<=m)

bli++]=alj++];

i=0; k=lo;
/Il jeweils das machstgm te Element zumackkopieren
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while (k<j && j<=hi)
it (b[i]<=alj])
alk++]=Db[i++];
else
alk++]=alj++];

/Il Rest von b falls vorhanden zundackkopieren
while (k<j)
alk++]=b[i++];

}

} /I end class MergeSorter

Die Methode sort ist nicht-statisch, der Aufruf erfolgt so:

MergeSorter s=new MergeSorter();
s.sort(c);

9.12 Nat wrliches Mischen

Wir schauen uns die Eingabefolge von beiden Seiten an. EjiAufstieg\ ist eine Folge
e I - 78

Die Gesamtfolge ist eine Folge von Aufstiegen, die je durcinen Abwartsschritt ge-

trennt werden. Wie gesagt betrachten wir die Folggon links und von rechts

Beispiel (die markierten Abschnitte stellen jeweils Aufé¢ge dar):

503 703 76%61 612 908154 275 426 26}15{ 897 &}slog 17{07677 }5|12 8{7
P05 25 T4 92 qisa 27s, 3

Wir mischen nun den am weitesten links stehenden Aufstieg hmlem am weitesten
rechts stehenden Aufstieg zu einem neuen linken Aufstieg durentfernen die alten.
Dann mischen wir die beiden achsten Aufstiege zu einem neuen Aufstieg rechts, usw.

Das Ergebnis des ersten Durchgangs ist in unserem Beispiel

W Z H {
87 503 513,677 703 o854 275, 426 e}é{% 908 897 612 509 170 61
z

dessen Anfangsinhalt irrelevant ist.

1.s=0

s =1 umgekehrt.)
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2. wenns=0ist, setzei=1;j=N; k=N+1;1=2N
wenns=1ist, setzei= N+1;j=2N; k=1;1=N
d=1; f =1 (Ausgaberichtung; noch ein Pa ?)

3. (Schritte 3 bis 7: Mischen)
wennR; > R;: gehe zu 8
wenni = j: setzeRy = R;, gehe zu 13

. setzeR, = R;; k=k+ d

. (Abwartsschritt?) i = i+1; wennR; ; R;: gehe zu 3

o o1 b

. setzeRy = R;; k=k+d

7. (Abwerts?)j =) 1,wennR;;; R;:gehe zu 6
sonst gehe zu 12

8. (Schritte 8 bis 11 sind dual zu 3, ..., 7) setzBy = R;; k=k+d
9. (Abwarts?)j =] 1, wennRj.; R;:gehe zu3
10. setzeRy = R;; k=k+d
11. (Abwarts?)i=i+1, wennR; ; R;: gehe zu 10
12. (Seiten vertauschen) Setze =0;d= d, tauschek $ |, gehe zu 3

13. (Tausche unten und oben)
wennf =0, setzes=1 s, gehe zu 2
Sonst sind wir fertig. Wenns = 0 sein sollte, ist noch der Hilfsspeicher nach unten
zu kopieren.

Verbesserung: Wir legen fest, da beim ersten Durchgang allAufstiege die lange 1
haben (d.h. wir prefen nicht, wo die Aufstiege enden). Dann haben aber beim ztean
Durchgang alle Aufstiege die Bnge 2, beim dritten die lange 4 ...

Leider ist der Speicheraufwand mit R recht gro , wobei stets die Halfte des Speichres
ungenutzt ist. Besser wre es, mit verbundenen Listen zu arbeiten.

9.13 list merge sort

Wir stellen eine Link-Liste L1;:::; Ly bereit, wo Zahlen zwischen N 1 undN +1
stehen lonnen; zustzlich nutzen wir Lo; Ly+1; Ro; Rn+1:

Am Ende ist Ly der Index des kleinsterR; und Ly ist der Index des Nachfolgers von
Rk, oder Ly = 0, falls Ry maximal ist. Ro und Ry+1 sind die Listenkopfe. Wenn ein
Link negativ ist, so ist das Ende einer geordneten Teillisterreicht.
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Wir verwenden die Funktion SIGN folgenderma en:SIGN(p, L); dabei behalt L sein
Vorzeichen bei und erhklt den Wert p oder-p, also

jpjfar L 0O

SIGNP:L) = i i fur L < 0

1. setzeLo=1; Ly+1 =2; Ly 1= Ly =0
fari=1;:::N 2:Lj= (i+2)

(Wir haben zwei Teillisten Ry; R3; Rs;::: und Ry; R4; Re;::: und die negativen
Links bedeuten, da jede geordnete Teilliste einelementiigt.)

2. (neuer Durchgang;s ist die letzte bearbeitete Eintragung,t ist das Ende der
vorher bearbeiteten Liste,p; g durchlaufen die Liste)
setzes=0;t=N+1; p=Ls; gq= L. Wennqg= 0 ist, sind wir fertig.

3. wennR, > R: gehe zu 6

4. setzeLs = SIGN (p;Ls); s= p; p= Lp;, wennp > 0: gehe zu 3

5. (Teilliste fertigstellen)
setzeLs=(q; s=1t
wiederholet = ¢; g= Ly bisqg O
gehe zu 8

6. setzeLs = SIGN (p;Ls); s= Q; q= Lq
wennq > 0: gehe zu 3

7. setzeLs=p; s=t
wiederholet = p; p= L, bisp 0

8. (Durchgang fertig, d.h.p 0;q 0)
setzep= p; g= q
wennq=0: setzeLs = SIGN (p;Ls); Ly =0, gehe zu 2
sonst gehe zu 3
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10 Codierung und Kryptographie

Bei der Codierung geht es darum, Nachrichten bei ihrébermittlung gegen Sbrungen
zu sichern. Man langt also einer zu sendenden Nachricht den Wert einer Konthoink-
tion an. So kann man Fehler erkennen und evtl. sogar beheben.

Pr wfzi ern

Alle Produkte, mit denen in g erem Rahmen gehandelt wird (Lebensmittel, Bcher
usw.) werden seit Ende der 60er Jahre mit einer weltweit eirdtigen Nummer ver-
sehen, der EAN (europische Artikel-Nummer), die ist eine 13stellige Zahl, die ab
Herkunftsland (2 Zi ern), den Hersteller (5 Zi ern), den Artikel (5 Zi ern) bestimmt
und eine Pmifzi er enth alt.

Schhissel einiger lander:

40/41 Deutschland

00-09 USA/Kanada (nicht euromisch)

30-37 Frankreich

80/81 Italien

Beicher werden au erdem mittels einer 10stelligen ISBN (inteationale Standard-Buch-
Nummer) versehen, die den Sprachraum,

3 deutsch

2 franzesisch

0 englisch
den Verlag, den Titel kennzeichnet und ebenfalls eine #fzi er enth alt. Die EAN eines
Buchs wird aus der ISBN durch die vorangestellten Zi ern 978ebildet.
Der Vorteil einer derartigen Standardisierung ist nicht zwbersehen (Stichworte: Kas-
sierung im Supermarkt, Bestandskontrolle (wie viel wurdeimgekauft, wie viel wurde
verkauft), Preisanderung ohne Umetikettierung); alles kann einem Computerberlas-
sen werden.

Aber das Leben zeigt, dass Fehler entstehen:

die Kassiererin vertippt sich,
der Scanner ist verschmutzt,
das Etikett ist verformt,

bei telefonischen Bestellungen werden Zahlen vertauscld34( 43).

Um solche zuélligen Fehler zu erkennen, wird die Rifzi er angefeigt. Dabei sind die
Prefungsverfahren, die bei der EAN und der ISBN angewendet vaen, unterschiedlich
streng. Mancher kann vielleicht damit leben, anstelle von ifhbeerjoghurt Erdbeerjo-
ghurt berechnet zu bekommen (jeweils 44 cent), aber ob maredMEGA (Marx-Engels-
Gesamtausgabe) oder den BildbangBurgen und Schésser am Niederrhein\ bekommt,
ist schon ein Unterschied.

Die EAN-Prefzi er wird wie folgt bestimmt: die ersten 12 Zi ern werden abwechselnd
mit 1 und 3 multipliziert und die Ergebnisse aufaddiert, diePrefzi er (13.) ist die
Di erenz zur nachsten Zehnerzahl, z.B. Iglo-Schlemmer-Filets (nach Paerg)
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405610004221
ergibt 43, die Pmifzi er ist also 7.

Beim Prufen der Eingabe der Kassiererin werden alle 13 Zi ern mit 1zw. 3 mulipliziert
(die 13. mit 1) und festgestellt, ob die Pafsumme durch 10 teilbar ist. Wenn dies der
Fall ist, kennte die Eingabe richtig sein, wenn nicht, ist sie auf jedefall falsch.

Welche Eingabefehler &nnen mit Sicherheit erkannt werden?

Wenn eine Zi er falsch ist, so andert sich die Pefsumme um 1, 2, 3, ..., 9 bzw. um 3,
6, 9, 12, ..., 27 (je nach der Position), ist also nie durch 1@itbar.

Wenn zwei Zi ern falsch sind, kann das unbemerkt bleiben, uhwenn die 3. und 7. Zi er
vertauscht werden, kann das gar nicht erkannt werden. Auchemn sich benachbarte
Zi ern um 5 unterscheiden und vertauscht werden, bleibt die unerkannt:

(a;a+5) ! a 1+(a+b) 3=4a+15;

(a+5;a! (a+5) 1+a 3=4a+5;
beide Prfsummen sind kongruent modulo 10.

Bei der ISBN (wie auch bei Kontonummern, wo Fehler noch krigicher sind), wird
ein aufwendigeres Pafverfahren verwendet: Die Pufzi er (10. Stelle) wird berechnet,
indem die Ziern mit 10, 9, 8, ... , 2 multipliziert und wieder die Summe gebildet
wird; die Prufzi er ist dann der Abstand zum nachsten Vielfachen von 11. Da diese
Di erenz auch den Wert 10 haben kann, wird dann das Zeichen Xewvendet. Bei der
Uberprufung einer Eingabe wird nun die Teilbarkeit der Pafsumme aller 10 Ziern
durch 11 gepsft (die 10. Stelle wurde mit 1 multipliziert). Das hatten wir schon: die
Querdi erenz muss null sein.

Folgende Fehler werden damit erkannt:
eine falsche Zier,
Vertauschen von zwei Zi ern,
nicht: mehr als zwei falsche Ziern.

Beispiel: Gerhard Roth, Das Gehirn und seine WirklichkeitSurkamp 1997, ISBN 3-
518-28875-X.

ISBN 3 51 8 2 8 8 7 5 X
Faktor 10 9 8 7 6 5 4 3 2
Produkt 30 45 8 56 12 40 32 21 10

Die Summe ist 254, wegen 281 = 264 ist die Prifzi er gleich X. Die Prufsumme ist nun
gleich 264 und wird akzeptiert. Wenn das Buch iremlich dem englischen Sprachraum
zugeordet werden wrde, so er@be sich als Pasumme 224, die nicht durch 11 teilbar
ist.
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Strichcode

Zusatzlich zur EAN wird auf einem Produkt ein Strichcode aufgedickt, der von einem
Scanner zuvemssig gelesen werden kann. Dazu werden den Ziern 0, 1, ...je9vell
eine Folge von 5 Strichen zugeordnet, davon 2 breite und 3 stdle. Der Abstand
zwischen den Strichen ist irrelevant. Um Platz zu sparen, wden die wei en Leicken
zwischen den schwarzen Strichen auch als Striche interpegt, und zwar als Code der
folgenden Zier. Es gibt also breite und schmale éicken. Damit kann man 2 Zi ern
auf 14, Stellen\ verschkisseln.

Das war jedenfalls der Stand der Technik um 1995; heute werd8 Strichbreiten ver-
wandt.

Kryptographie

Wir wollen an einen Partner einen Text verschicken, der keem Fremden bekannt
werden soll. Wir sind uns der Tatsache bewusst, dass es Legibt, die Telefongespache
abheren, Briefe® nen, e-mails mitlesen usw., ohne dass jemand das merkt.s&lwerden
wir die Nachricht verschkisseln.

Caesar

Seik eine xierte Zahl; jeder Buchstabe wird umk Stellen verschobenf,(x) = x +
k mod 26. Caesar whlte k = 3.
Entschlesseln Sigt

NRPPH PRUJHQ DFKW XKU (komme morgen acht Uhr)

Vigerere

Wir fassen z.B. 3 Buchstaben zu einer Gruppe zusammen undwenden ein Schissel-
wort der Lange 3. Dem Schisselwort AUSentsprechen die Zahlen 0, 20, 18. In jeder
Gruppe wird der erste Buchstabe um 0, der zweite um 20, der tte& um 18 Stellen
verschoben.

Entschlusseln Sie

KIE MYE OLY EHS CBL UBJ

A ne Abbildungen

Zunechst kodieren wir den Text durch Zahlen. Um nicht aus der Binstabenhau gkeit
den Text erraten zu lassen, fassen wir jeweils 10 Buchstabemsammen und ordnen
der Gruppe eine Zahl zu. Wenn wir ein Alphabet aus 100 Zeichererwenden, reichen
20stellige Zahlen als Codes aus.

Wir betrachten Abbildungenf :Z=nZ ! Z=nZ der Form

fap(x)) = ax+ b:

Dann ist
fao()=a'ly a'b

4lhringer, Kapitel IV
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d.h. a mu modulo n eine Einheit sein. Man kanna * mithilfe des Euklidischen Algo-
rithmus berechnen.

Attacken

Um einen verschdisselten Text unbefugt zu entschisseln, ist es gnstig, wenn man einen
langen Text vor sich hat. Hier kann man die relative Buchstaénhau gkeit nutzen: In
deutschen Texten (Umlautea = ae usw, nur Kleinbuchstaben, Angaben in Promille)
sieht das so aus:

95, 42, 58, 111, 382, 33, 46, 100, 160, 4, 24, 84, 61, 215, 540,135, 130, 90, 85, 16,
45,1, 1, 13.

Ich wei nicht mehr, welcher Quelle ich diese Daten entnomnnehabe, sie lennen aber
nur ungemhr richtig sein:

1. Die Summe der Zahlen ist 1912.

2. Dar Leerzeichen als é&u gstes Zeichen fehlt.

Fur englische Texte siehe http://deafandblind.com/letter_frequency.html

Also: wir untersuchen einen langen Text (769911 Zeichen)erdim Internet erhaltlich
ist, die 5 Becher Mose; ich habe aus der HTML-Datei alle Sonderzeichentfernt und
darauseinen String gemacht (10 Minuten Rechenzeit). Das folgende Pragnm zahlt
die Zeichen.

import HUMath.Algebra.*;
public class zeichen

{

public static void main(String[] arg)
{
int zeichen[] = new int[256], i, zahl= 0, k;
String s[] = B.liesDatei("mose.txt",0,1);
for (i=0; i < s[0].length(); i++)
{
k = (int)(s[0].charAt(i));
if (k==32) /I Leerzeichen
zeichen[32]++;
else if (k < 97) /I Gro buchstaben
zeichen[k+32]++;
else
zeichen[k]++;
zahl++;
}
B.wl("32" + " " + zeichen[32] + " " +((zeichen[32]*1000)/za hl));
for (i=97; i < 123; i++)
B.wl(i+" "+(char)i+" "+zeichen[i]+" "+(zeichen[i]*1000 )/zahl);
}
}

Die Ausgabe sieht so aus:
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_ 174
ab3b15c19d54e 144110921 h42i58j)2 k7129 m 22
n86 o024 p5 g0 r5 s59t43u38ve6 wil2x0yO0O z8

Wenn also in einem Text die Null am lau gsten und die Eins am zweitlmu gsten
vorkommt und wir vermuten, da ein a nes Verfahren gewahlt wurde, also

dann haben wir inZ,5 das Gleichungssystem
4da+ b=0

13a+ b=1
zu lesen. Man ndet leichta=3; b= 14, also
f(x)=3x+14
und damit
f Yy)=9y+4:
Wenn unsere Vermutung stimmte, ist der Code geknackt.

Bigramme

Jeweils zwei aufeinanderfolgende Zahlen werden gemeinsarschkisselt; dann ist eine
statistische Attake schwieriger: 26 = 676.
Wir verwenden als Schissel eine 2 2-Matrix A und einen Spaltenvektor; fer x 2 Z2,
sei

fap(X) = Ax + b:

dies ist ein zweidimensionales a nes Verfahren.
Um decodieren zu knnen, mu die Matrix A modulo 26 invertierbar sein, etwaA =

23 .. 14 11
7 g MLAT= 17 10
RSA

Wir zeigen ein Verschdisslungsverfahren, dass
schnell arbeitet,
die Schhissel leicht wechselnelsst,

einem Bosewicht keine Chancesisst, in einer verminftigen Zeit den Text zu ent-
schkisseln.

Zur Schnelligkeit: Wir lassen unseren Computer nicht in Taéllen nachsehen, sondern
lassen ihn rechnen (das kann er).

Fur einen Text xieren wir zwei Zahlenk; N; dies ist unser Schissel. Wenn wir den
Text t durch die Zahlc = t“modN verschkisseln, so kanrc wirklich schnell berechnet
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werden: Fur die Berechnung vonx® = (( x?)?)? braucht man 3 Multiplikationen, zur
Berechnung vonx'%?4 braucht man 10 Multiplikationen usw.
Wenn wir eine Zahlm kennen, so da #r alle x

xK™  x mod N

gilt, also ¢c™ = (t*)™ t, so kwnnen wir dasselbe Verfahren (Potenzierung) zur Ent-
schkisselung verwenden.
Wenn die ZahIN eine Primzahl ist, so gilt

xN' 1 1(modN)
(dies ist der kleine Satz von Fermat), wir bnnen also eirm mit
m k 1(modN 1)

nutzen, denn

mk — X1+n(N 1) —

X =x (X X

N 1)n
fer ein geeignetes.
Bei diesem Verfahren sind die Zahlek und N streng geheimzuhalten. Dies ist urens-

tig, wenn der Schbissel oft gandert wird, was zu empfehlen ist.

Es gibt aber ein Verfahren (Rivest, Shamir, Adleman), bei de die Werte von k; N
sowie der kodierte Text vee entlicht werden kennen, ohne dass ein &ewicht etwas
damit anfangen kann.

Wir wahlen zwei gro e (100stellige) Primzahlemp; q (so etwas ist leicht zu bescha en)
und bilden N = p g. Dann gilt

x(P 1 1) 1( mod N)

und man kann wie oben zWk ein geeignetesn nden. Dazu muss man aber die Zahl
M =(p 1) (g 1)kennen, die kann man aber nur berechnen, wenn man die Zahfe q
kennt (diese sind dem Partner bekannt), oder man muss die ZaN in Primfaktoren
zerlegen. Nun ist es aber extrem schwierig, eine gro e Zahlkaktoren zu zerlegen: der
Besewicht hat keine Chance.

Ich habe die Zahl
2147483647214748367 = 461168606352454449

mit dem Fermat-Verfahren zerlegt, das dauerte 1010 Minuteralso uber 16 Stunden.
Mithilfe von Probedivisionen, beginnend bei der Wurzel, dgerte es 16 Minuten. Die
Zahlen sind ja auch noch nicht,gro ".

Beispiel: Wir wahlenp=13; q=19,dannistn =247, m=(p 1)(q 1)=216=
2% 32, also sollk eine ungerade, nicht durch 3 teilbare Zahl sein, etwa= 5. Dann ist

1= 43 5+216=173 5+( 4) 216
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alsol =173. Nicht in , enthalten sind die Vielfachen von 13 und 19, eswhknen also
210 Zeichen verschisselt werden.

Da ein Zeichen immer denselben Code el bleibt die Hau gkeit erhalten, was At-
tacken erleichtert. Wir verandern deshalb vor der Verschisselung die Kodierung der
Zeichen in Abhangigkeit vom Text:

Nun kennen wir RSA anwenden; die Entschkselung geht so:

a=b;a=8h (B 1) '= (h )" *

11 Primzahltest und Faktorisierung ganzer Zahlen

Eine Zahl p ist genau dann eine Primzahl, wenn sie keinen Primteiler P p besitzt.
Um also gro e Zahlen auf Primali&t zu untersuchen, sind Tabellen kleiner Primzahlen
neitzlich.

Wenn wir zum Beispiel alle Primzahlen zwischen 100 und 200cken, so nussen wir
aus diesen Zahlen alle Vielfachen von 2, 3, 5, 7, 11 und 13 wegshen, was ganz
einfach ist; es bleiben 21 Zahlenbrig.

Lehmer hat 1909 eine Tabelle aller Primzahlen unter 10 Mitinen als Buch veo entlich,
und in einem zweiten Buch sind die kleinsten Primteiler allezahlen unter 10 Millionen
enthalten, die nicht durch 2, 3, 5 oder 7 teilbar sind. Damitst eine vollsendige Fak-
torisierung dieser Zahlen maglich. Man sollte aber bedenken, da ein Computer eine
solche Zahl schneller zerlegen kann, als man in einer Takeflachschlagen kann.

Fur ein Sieb-Programm braucht man nicht viel Speicherplatanan repmsentiert jede
Zahl durch ein Bit (die i-te Zahl durch dasi-te Bit), setzt alle Bits auf 0, geht fur alle

relevanten Primzahlenp in per Schritten eiber die Bits und setzt Einsen. Die restlichen
Null-Bits reprasentieren Primzahlen.

Wenn aus irgendeinem Grund alle Primzahlen nacheinander hforstet werden nus-
sen, so sollte many p; 1)=2 tabellieren, hierbir reichen 6 Bit fur p < 1P, also
braucht man insgesamt 59 KByte, die Primzahldi erenzensfr p < 10° passen in 8 Bit,
dafur braucht man insgesamt 51 MByte, und ér p < 10'? benetigt man 12 Bit (72
GByte).

Die Anzahl (x) der Primzahlen unterhalb einer gegebenen Schrankeberechnet sich
nach Lagrange (1830) wie folgt (alle Brche sind als ihre ganzen Teile zu verstehen):

X X X

o+ -
pi P (x) : pi<pj P (x) PR

1+ 0= ¢ G+ x

P
Hie’g,ist x gleich der Zahlen x, pi ist die Zahl der Zahlen x mit dem Primteiler
pi, ﬁ ist die Zahl der durch zwei Primzahlen teilbaren Zahlen usw.
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Nach dem Ein- und Ausschlu prinzip wird die Zahl der Vielfaben kleiner Primzahlen
weggenommen, die der Vielfachen zweier kleiner Primzahleimzugekigt usw.

(100)= (10)+100 50 33 20 14+16+10+7 O0+1=25

Lagrange berechte so die Zahl der Primzahlen unteré8u 78.526; eine damals aktuelle
Primzahltabelle enthielt 78.492 Eintege, der richtige Wert ist 78.489.

Meisel hat 1885 (10°) = 50.847.478 berechnet, dies sind 56 Zahlen zu wenig, wigvo
Lehmer erst 1958 bemerkt wurde.

Ein Primzahltest ist eine BedingungP (n) 2 f 0; 1g mit P(n) = 1 genau dann, wennn

eine Primzahl ist. Demgegewber ist ein Kompositionstest eine BedingundK, so da

ausK (n) =1 folgt, da n zusammengesetzt ist, d.h. wenn eine Primzahl ist, so gilt
stetsK (n) = 0, es ist aber auchK (xy) = 0 meglich.

Der kleine Satz von Fermat besagt: Isp eine Primzahl und ggTé; p) = 1, so gilt
al 1 (modp):

Wenn also
a¥ 161 (modN)

gilt, so ist N zusammengesetzt.

Allerdings kann dieser Test versagen: 341 = 1131, aber 2*° 1  (mod 341), jedoch
wird die Zahl 341 entlarvt, wenn wira= 3 wahlen: 34 56 (mod 341). Man sagt:
341 ist eine Fermatsche Pseudoprimzahl zur Basis 2.

Von Lehmer (1936) stammt eine Liste aller Pseudoprimzahlerur Basis 2 zwischen
10’ (dem Ende damaliger Primzahllisten) und 1%) die keinen Faktor 313 haben.
Pomerance, Selfrigde und Wagsta ves entlichten 1980 eine Liste von 1770 Zahlen
unter 25 10°, die pseudoprim zu allen Basen 2, 3, 5, 7 sind. In diesem Beregenigen

alsovier Fermat-Tests als Primzahltest. Man bedenke, da zur Bereclung vona"; n

10° = 230 jeweils nur 60 Multiplikationen und MOD-Operationen retig sind.

Leider gibt es Zahlen, die pseudoprim zu jeder Basis sind,ede hei en Carmichael-
Zahlen ; die kleinste ist 561 = 3 11 17, es gibt etwa 100000 unter 18

Der Fermat-Test kann durch weitere Tests emgnzt werden, #ir die wir im folgenden die
theoretischen Grundlagen legen.

De nition:  Es seiggT(a;n) =1, dann heit a ein quadratischer Rest modulam, wenn
x? a (mod n) fur ein x gilt, anderenfalls heit a quadratischer Nichtrest. Wennp
eine ungerade Primzahl ist, so ist das folgende Legendreatyol de niert:

a 1, aquadratischer Restpmodp

p 1; a Nichtrest

Lemma 11.1 1. Die Menge der quadratischen Reste modufoist eine Untergruppe
von (Z=nZ) .

2. Wenn (Z=nZ) zyklisch ist (z.B. wennn eine Primzahl ist), dann gibt es gleichviele
Reste wir Nichtreste und das Produkt zweier Nichtreste istneRest.

3.Wenna b (modm),soist & = B2,

m
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Beweis: 1. Sek? a; y* b;dannist (xy)?> ah

2. Wenn (Z=nZ) = hgi ist, dann sind 1, g% ¢*::: quadratische Reste undy; ¢°;:::
sind quadratische Nichtreste. Schlie lich ist das Produkizweier ungerader Potenzen
eine gerade Potenz. |

a b _— ab
Folgerung 11.2 b P T 5

Satz 11.3 (Euler) WennggT(a;p)=1;p6 2 ist, so gilt 2 a® V2 (mod p).

Beweis: SeZ=pZ = hgi. Es seig® 1. Dann istg® = 1, also ist 2s ein Vielfaches von
p 1,dennord(g)=p 1. Also sind #ir s nur die Werte 0, (p  1)=2; p 1 meglich.

Im ersten und dritten Fall ist aber g° = +1, also folgt g® Y=2 1. Sei nuna = ¢,
dannistaP Y72 = gie D=2 (1) also ista genau dann quadratischer Rest, wenh
gerade ist, und genau dann gila® Y= 1. O

Ohne Beweis geben wir das folgendguadratische Reziproziatsgesetz\ an:

Satz 11.4 Seienp; qungerade Primzahlen, dann gilt

q Y

Wir kennen dies anwenden, um das Legendre-Symbol schnell zu blenen:
4567 ist eine Primzahl.

123 _— 3 41 — 4567 2283 4567 202283 — 1 16 —
e - mer wmer - s U T (D) =3(Dx%=1
Das folgende Jacobi-Symbol verallgemeinert das Legen@&gmbol:

qj
De nition:  Sein = Qp;"‘i,wir setzen & = Q =

Satz 11.5 Wenn a;b;n ungerade sind undggT(a;n) = ggT(b;n) = 1 ist, so gilt
a b — ab 0

n n n
Wenn alsoa ein quadratischer Rest ist, so gilt £ = 1, aber die Umkehrung gilt nicht.
Wir kommen zureck zum Primzahltest.

Wenn N ungerade undggT(a;N) = 1, aber az 6 1 (modN) ist, so ist N
zusammengesetzt, denn nach dem Eulerschen Satz ist diesernT im Primzabhlfall
gleich dem Legendre-Symbol.

Falls abera™z 1 ist, so berechne man das Jacobi-Symbof- mit Hilfe des qua-

dratischen Reziproziatsgesetzes. Wenn nua'z 6 5 ist, soistN zusammengesetzt,
denn wennN eine Primzahl ware, so varen Jacobi- und Legendre-Symbole gleich und

man wendet den Satz von Euler an.

Eine ZahIN mit a"= 5 heit Euler-pseudoprim zur Basisa.
Einige Carmichael-Zahlen werden durch Euler entlarvt, z.B1729, denn 18%* 1

(mod 1729), aber 2% = 1.



160 11 PRIMZAHLTEST UND FAKTORISIERUNG GANZER ZAHLEN

Pinch (1993) hat festgestellt, da so bekannte Computeraéhrasysteme wie Mathema-
tica, Maple V und Axiom einige bekannte Carmichael-Zahlenlg Primzahlen passieren
lassen.

Der folgende Satz von Lucas und Lehmer kehrt den Satz von Featrum:

Satz 11.6 SeiN 1= Q o die Primzahlzerlegung. Wenn eira existiert, so da
aN V%8 6 1  (modN) fur alle i
aber
a¥'l 1 (modN);
dann ist N eine Primzahl.

Beweis: WennN prim ist, so existiert in Z=NZ ein Element der OrdnungN 1, und
sonst nicht, da dann' (N) < N ist. Nach Voraussetzung ist die Ordnung vora ein
Teiler von N 1. Jeder echte Teiler vorN 1 ist ein Teiler von N 1)=q, diese sind
aber nicht gleich der Ordnung vora, also ist die Ordnung vona gleichN 1. O

Fer die Auswahl dieser Zahla sollte man keine mit & = 1 nehmen, denn diese
kennen keine Erzeugenden sein.

Z|

Schlie lich erwahnen wir den Lucas-Primzahltestdr die Mersenne-ZahleM,, = 2" 1.
Diese Zahl ist genau dann prim, wenneff die rekursive Folge

Vo=4;vi Vv, 2 (modM,)
gilt:

Vo 2 0 (modM,)

gilt.
Wir wollen uns nun mit der Faktorisierung von Zahlen besdftigen. Als Beispiel #ir
die Schwierigkeiten, die hier zu erwarten sind, beginnen mmit den Fermatzahlen

Fo=2% +1;

diese Zahlen sind #fr kleine Werte von n Primzahlen: 3, 5, 17, 129F, = 65537 ist
die gre te bekannte Primzahl unter den Fermatzahlen. Repin hat @zeigt:F, ist genau
dann eine Primzahl, wenn

37" 1 (modF,)
ist. Die kleinste Fermatzahl, wo die Zerlegbarkeit unklarst, ist F,, = 105M°; die Zahl
F14 ist seit 1963 als zusammengesetzt bekannt, aber man kenntrlen Faktor.

Die Feststellung, ob eine Zahl eine Primzahl ist, ist relatischnell zu machen. Faktori-
sierungen sind schwierig und langwierig. Deshalb solltenen Faktorisierungsalgorith-
mus nur auf eine Zahl anwenden, von der man wei, da sie zegbar ist.

Ein erstes Beispiel der Zerlegung einer wirklich gro en Zakvurde durch Cole (1903)

gegeben:
267 1 100 10
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1. Als erstes sollte man Probedivisionen durch kleine Primzen machen, die als
Tabelle vorliegen oder on-line erzeugt werden.

Besser ist es, nicht nur durch Primzahlen zu teilen, sondedurch alle Zahlen der Form
6k 1 (sowie durch 2 und 3), dann braucht man in keiner Tabelle nhzuschlagen. Die
Zahlen dieser Form erzeugt man sich, indem man= 5 und d = 2 als Anfangswerte
wehlt und dannz:= z+ d; d:=6 d iteriest.

Die Grenze der Probedivision liegt bez > = N, also wennz > N=z ist, man braucht

also keine Wurzel zu berechnen, atrrede der Quotient sowieso berechnet werden mu .
Man achte darauf, da jeder gefundene Faktor sofort wegdidiert werden mu und da
Primfaktoren auch mehrfach auftreten lnnen.

2. Wir fassen Produkte von Primzahlen blockweise zusammen:

Y
Po = P 10¥
2 p 97
Y
P = P 10
101 p 199
Y
Po = P 10%
907 p 997

Der mit dem Euklidischen Algorithmus berechenbarggT(N; p;) teilt N.
3. Fermatsche Methode

Wir versuchen,pdi_e ZahiN = a bin der FormN = 2_y2 = (x+y)(x vy)darzustellen.
Dabei ist x > = N, wir beginnen also mitm = b Nc+1, setzenz = m? N und
eiberprafen, ob dies eine Quadratzahl ist. Wenn nicht, so eefnen wirm um 1, d.h. die
nachste zu testende Zahl isg +2m + 1.

Es sei nebenbei bemerkt, da man Quadratwurzeln wie folgt bechnen kann (eine Zahl
ist dann eine Quadratzahl, wenn sie gleich dem Quadrat ihréurzel ist): zunachst
gibt es ein Iterationsverfahren

oder man verwendet die binomische Formel

1
L+x)7=1+ 2 x+

2
X+
1

N NI

Schlie lich kann man es einer Zahl schnell ansehen, da sieike Quadratzahl ist, denn
die letzten beiden Dezimalstellen einer Quadratzahl habetie Form

uu; g1; g4, 25; u6; g9;

wobeiu eine ungerade undy eine gerade Zahl bedeutet.
4. Legendre
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Wir suchenx 6 y mit x2 y?> (mod N). Dann ist

2 y2 0 (x+y)x y)( (modN);

also k+ y)(x y)= tN. Also sind die Primteiler vonN auch inx y vorhanden, man
berechne also ggMN;x ).

Aber wie soll man solchex;y nden? Die Antwort gibt das quadratisch Sieb von Po-
merance (1981), es funktioniertefr Zahlen mit bis zu 110 Dezimalstellen.

Wir suchen fur xierte ,kleine\ Primzahlen p; folgende Kongruenzen zueken (es sei
n="Nundxg=(n+k? N; k klein):

X

Xt ( Dop pi (mod N):

xXo
ax(egk;:iiremk)  (05:::;0);
k=1
also
xXo
A (€ok; 175 mk) = 2( Vo i1 Vm)
Q k=1
Wir setzen dannx = ~ xg*; y=( 1)°p vm . es gilt

Y Y
X2 — (Xi)ak — ( ( l)eok pilk pﬁqu )ak
P axe P Ak €1k P axe
= (1) *p Pm ™

= (1P P
2.

= y .
Beispiel:n = 1909; P n 43, 44 = 1936, also probieren wir:
A4 3 3 3 (modn) 1)
45 2 2 29 (modn) (2)
46 3 3 23 (modn) (3)
47 2 2355 (modn) (4)

Wenn wir nur die Primzahlen 2, 3, 5 betrachten, so sind die Exentenvektoren der
ersten und der letzten Zahl (0, 3, 0) und (2, 1, 2), also modu gleich. Damit ist

(44 477 907

und ggt(rl4_A{Z_9?, 1909) = 23 ist ein Teiler.
1978

Moderne Faktorisierungsmethoden wie die von Pollard, aufiel wir aber hier nicht
eingehen, haben ihre Leistungsgrenze bei 120 bis 150 Detstedien.
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Da eine Zahl N durchschnittlich InIn N verschiedene Primfaktoren hat, wollen wir
einmal hinnehmen. Wie gro aber sind diese?
Wir ordnen die Primteiler von N der Gre e nach:

N = Ps(N)Ps 1(N)  Pz(N)P(N);

wobeiP (N) der gre te sei. Dann hat N=P(N) nochs 1 verschiedene Primteiler, also

s 1 Inln Inln N InP(N))

P(N)
InP(N)
InN

INP(N),
InN );

alsoIn(1 PNy 3 dh 1 RPN Ligis0 InP(N) (1 1)InN =0;632InN
und somit

IniIn N +In(1 )

s+In(1

P(N) N%

Primzahlen und Krytographie

Bei der Krytographie geht es darum, zuachst einer Zeichenkette eine Zafl zuzuord-
nen, die mittels einer Verschdsselungsfunktionf zu einem CodeC = f (t) chiriert
wird. Der Code C wird an den Empfanger gesandt, dember die Inversef ! der Ver-
schkisselungsfunktion vesigen mu , um den Originaltext lesen zu lbnnen.

Die Funktionenf und f ? sind im einfachsten Fall Tabellen. Besser sind Funktionen,
die von einem Parameter ab&ingen (einem Schissel), diesen Schksel sollte man kau g
wechseln.

Ein erfahrener Verschil ler geht davon aus, da dem unberechtigten Mitherer seiner
Nachricht der Verschhkl lungalgorithmus bekannt geworden ist, (ho entlich) nicht aber
der jeweilige Schiissel.

Ein einfacher Schiissel, der schon von Caesar benutzt wurde, besteht im Versdhen
der Buchstaben um eine konstante ZahlIC = T + k. Durch Rivest, Shamir, Adleman
ist nun Codierungsverfahren mite entlichem Schlessel entwickelt worden, das RSA-
Verfahren. Dabei ist

C=TX (modN); alsoT = EW (mod N);

die erste Operation ist schnell durchgehrt, die zweite ist schwierig, fallsN eine zu-
sammengesetzte Zahl ist.

Wir verfahren wie folgt: Wir suchen ZahlerN; k, so da eink®mit T = oLy (mod N)
existiert, d.h. a° a (mod N) fur alle a, und es soll schwer sein, eine Zabklmit
a a (modN) zu bestimmen.

Fur die Eulersche Funktion' gilt a ™) 1 (modN), falls ggT(a;N) = 1 ist.
Die Carmichael-Funktion ist wie folgt de niert:

= @=1;, ¥h=2
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2Y=2" 2furr> 2
M=p"* (P frp>2r>0
(P ioop = kgV( (P (PY))
(n) ist das kleistem mit a 1 (mod n) fur alle a mit ggT(a;n) = 1.
Der Funktionswert (N) ist ein Teiler von' (N), und es gilt

a®™ 1 (modN);

fur alle a, falls N ein Produkt verschiedener Primzahlen ist. Wenp 6 g Primzahlen
sind, dann gilt
_ (P 1@ 1)
T CRECREY

Dann gilt a° a (mod N) genau dann, wennkk® 1 (mod (n)): Wir setzen
alsoN = pqgqund suchen einm mit

= kgV(p 1,9 1)

m (N)+1=k k°

indem wir am Bestenk vorgeben und die Kongruenzn (N)+1 0 (modK) lesen.
Wenn (N) nicht bekannt ist, kann ein Unbefugter die Zahlk® nicht bestimmen.

Wir bestimmen dannC = f(T) = T (mod N) und versenden diesen Code. Dabei
sollte k nicht zu klein sein, damit T > N wird und tatsachlich eine  (modN)-
Reduktion vorgenommen wird.

Der Empfanger berechnet

c THC MM T (mod N):

Die SchhkisselN und k kann man als Zeitungsinserat ver entlichen. Der unbefugte
Entschle ler mu die Zahl (N) berechnen, dazu mu er die ZahN zerlegen, und das
schat er nicht in einer vernenftigen Zeit, wennp und q gro sind.

12 Boolesche Algebren und Boolesche Funktionen

De nition:
Eine MengeB mit drei Operationen + : B B ! B, :B B! B und
: B! B sowie zwei ausgezeichneten Elementenl® B heit Boolesche Algebra,

wenn fir a; b;c2 B folgende Rechenregeln et sind:

at+(b+tco=(a+tb+c a(bo=(ab c (Assoziativitat)
a+ b= b+ a; a b=>b a (Kommutativit at)
a+a= a; a a=a (Idempotenz)
at(b ¢=(a+tb (a+ o); a (b+c=a b+ac (Distibutivit at)
a+(a b= a; a (a+bh=a (Absorbtion)
O+a= a; 0 a=0

l+a=1, 1 a=a

a+a=1, a a=0
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Manchmal schreibt man anstelle von + auch_oder [ und nennt diese Operation
Disjunktion, Vereinigung oder Supremum;#r schreibt man dann™ oder\ und nennt
es Konjunktion, Durchschnitt oder In mum. Die Operation h ei t Komplementierung

oder Negation.

Das einfachste Beipiel einer Booleschen Algebra ist die AlyyaB = f0; 1g, wo sich die
De nition der Rechenoperationen schon aus den obigen Regeargibt.
Ein weiteres Beispiel ist die Potenzmeng(M) = fU j U Mg einer MengeM
mit Durchschnitt und Vereinigung sowie Komplemmerdirmengenbildung als Rechen-
operationen. Da, wie man oben siehtpf die Addition und die Multiplikation genau
dieselben Rechenregeln gelten, ist es egal, ob wir den Dwaimitt als Addition oder
als Multiplikation au assen.

Schlie ich sind die numerischen Typen von Java (z.Bint ) Boolesche Algebren:
wenn wir eine Zahl als Bitfolge au assen, so sind die bitweia Operatoren | & ~ die
richtigen.

import HUMath.Algebra.*;
public class bool

{

public static void main (String[] arg)
{
int a = 1024, b = 345, ¢ = 567;
B.wl(a|(b&c));
B.wl((a]b)&(alc)); // das additive Distributivgesetz
B.wl((~a)&a);
B.wi((~a)la);
B.wl((~1)&a);
B.wl((~0)0);
B.wi((~1)[1);
B.wl((~0)&0);
B.wl((~1)&1);
B.wi((~1)la);
B.wi(~(-2));
}
}

Wenn B und C Boolesche Algebren sind, so i C mit komponentenweise de nier-
ten Rechenoperationen ebenfalls eine Boolesche Algebresbiesondere also auch jede
kartesische PotenZB" von B.

Von nun an bezeichneB stets eine Boolesche Algebra.

Fur die Komplementierung gelten die folgenden DeMorgansech&egein:

Satz 12.1 X y=x+Yy, X+y=Xx Y.

Beweis: Wenna das Komplement vonx y bezeichnet, so haben wir{ y)+ a=1 und
(x y) a=0 nachzuweisen:
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(X Y+H(x+y)=(x+x+y) (y+x+y)=1 1=1;
(xy) (x+y)=(xy x)+(x y y)=0+0=0:
Der Beweis der anderen Regel verft analog. O

Die soeben benutze Beweismethodgafhalog\) ist typisch fer die Arbeit mit Booleschen
Algebren: Man vertauscht die Rechenoperationen miteinaed und wendet die analogen
Regeln an; dies nennt marDualisierung\.

Lemma 12.2 (K wrzungsregel) Fur Xx;y;z2 B gelte (1)x y=x zund (2) x+y =
x + z. Dann folgty = z.

Beweis: Zur ersten Gleichung wird sowoht als auchz addiert:

y=(x y)+y=(x+y) (y+y)=(x+y)y
nach der Absorbtionsregel; wegen (1) ist dies
=(x )+ y=(x+ty) (z+Yy);
z=(Xx 2)+z=(x+2) (z+2)=(x+y) z
=(x y)+z=(x+2) (y+2)
und die beiden letzten Terme jeder Gleichung stimmen wegef)(eberein. |
Wir kennen inB wie folgt eine Ordnung eindihren: a b genau dann, wenm b= a
gilt.
Lemma 12.3 a bgdw.a+ b= b
Beweis: Essea Db danngitb=(a+ b b=a b+ b b= a+ b:
Die Umkehrung beweist man durch Vertauschung voa; b und Dualisierung. |

De nition:
Seiena b2 B, dann heit die Mengefx ja x bg=[a; das durcha und b
bestimmte Intervall von B.

Wir bemerken, da [a; [ beziglich der Addition und Multiplikation abgeschlossen sind
Wenn wir a als Nullelement undbals Einselement au assen und die Komplementierung
in [a; 1 relativ zu diesen durchéihrt (was auch immer das hei en mag), so wirdd; bj
wieder eine Boolesche Algebra.

Eine Abbildung zwischen Booleschen Algebren, die mit derweiligen drei Rechenope-
rationen vertraglich ist, hei t Homomorphismus Boolescher Algebren. Eitbijektiver
Homomorphismus hei t Isomorphismus.

Nun beweisen wir einen Struktursatz, der ein®bersicht eiber alle endlichen Boolschen
Algebren ergibt.

Satz 12.4 Wenn B eine endliche Boolesche Algebra ist, so git = B" fur eine
naterliche Zahln.
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Beweis: Wir fuhren die Induktion eber jBj. Wenn jBj = 2 ist, so ist nichts zu zeigen.
Sei also die Behauptungeir , kleine\ Boolesche Algebren schon bewiesen.
Wir wahlen ein Elementa 2 B; a 6 0;1: Wir setzen

X,=f(a bjat bhjb2 Bg;

dies ist eine Teilmenge von [@] [a;1]; denna b a, weil (a b) a= a bist.
Hier ist ein Bild, das das Intervall [A; B] und eine inB gelegene Meng& darstellt.

a2

Wir wberlegen, wie wir die Mengé& aus seinen beiden Teilen rekonstruierermknen:
Der kleinere Teil istA\ X, der Restist A[ X)\ A.

Nun seif : B ! X, folgende Abbildung:f(b) = (a b;a+ b). Nach der obigen
Kerzungsregel isf injektiv. Wir zeigen die Vertraglichkeit mit den Rechenoperationen:

f(b g=(a (b c;a+(b q);

f(bh f(c)=(a bja+t b (a c;a+ )
=(a a bcj(atb (a+ )
(komponentenweise Operation)

=(a b c;a+(b 0);
das ist die Behauptung; die Gleichung
f(b+c)=f(bh+ f(c

zeigt man analog.

Beim Komplement mussen wir aufpassen: Wir zeigen zaohst, da a b das Komple-
ment vona bin [0; a] ist.

a b+ta b=a (b+bh=a l=aistdasg®mte Elementund(a b (a h=a 0=0
ist das kleinste.

Analog: a + b ist das Komplement vona + bin [a;1], daa+ b+ a+ b= 1 und
(a+ b (a+b=a+(b b= a+0= aistdas kleinste Element.

Nun folgt f () =(a b;a+ b= (a b;a+ b = f(b:

Nun ist aber das Bild vonf gleich ganz [Qa] [a;1], denn #r (x;y) 2 [0;a] [a;1]
setzen wirb=y (a+ x),dannistf(bh=(a y (a+x);a+(y (a+x))=(ay a+
ay x;(a+y)a+ a+ x)); der erste Term ist Null, der zweite wegerx a vy gleich
X, der dritte Term ist gleich (a+y) (a+ a+ x)=(a+y) 1=y.
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Also ist f ein Isomorphismus Boolescher Algebren.
Da nun sowohl [Qa] als auch f;1] weniger Elemente al88 haben, gilt fur sie die

Induktionsvoraussetzung: [fa] = B¥; [a;1]= B™, alsoB = BkK*™, O
Die MengeB" ist isomorph zur Potenzmenge der Menggl; :::; ng, wir ordnen dem
Tupel (i1;:::;1,) die Menge derk mit iy 6 0 zu. Dies ist mit den Operationen ver-
traglich.

Folgerung 12.5 (Stonescher Darstellungssatz) B = P(M) fur eine endliche Men-
geM. O
Folgerung 12.6 Zwei gleichmachtige endliche Boolsche Algebren (m#f' Elementen)
sind isomoprh (zuB"). )
Wir betrachten nun n-stellige Abbildungen der Formf : B" !  B. Wenn f;g zwei

solche Abbildungen sind, soénnen wir f g)(x) = f (x) g(x); (f + g)(x) = f (x)+ g(x)
und (f )(x) = f (x) setzen und es ist nicht schwer nachzuweisen, da die Mengg(B) =
ff :B" 1 Bg so eine Boolsche Algebra wird.

(2) wenn p und q Boolesche Polynome sind, so sind aucip)(+ ( g);(p) (g) und (p)
Boolesche Polynome.

Ein Boolesches Polynom ist also einfach eine Zeichenkets, gilt X; + X, 6 X, + Xj.

so kennen wir eine Funktionf :B" ! B durchf (by;:::;k) = f(by;:::; k) kon-
struieren, indem wir dieh einfach inf einsetzen und den Wert ausrechnen. Dann gilt
naterlich (x; + X2) = (X2 + Xy) :

De nition:
Zwei Boolsche Polynomd; g heien aquivalent (f  g), wenn die zugebrigen Funk-
tionen auf der AlgebraB gleich sind.

Zur Vereinfachung tihren wir folgende Schreibweisen eix! = x;x = x.

Satz 12.7 Jede Funktionf : B" ! B ist aquivalent zu einer, disjunktiven Normal-
form\ X
fa(Xq;:ii%Xg) = iy, X{¢ il xin”; di,.i, 210; 1g:
i1;nin2f 1;1g
Jede Funktionf : B" ! B ist aquivalent zu einer, konjunktiven Normalform\
Y _ :
(X oo X)) = (Kipoi, + X3+ 100+ xM); ki, 21 0; 10
ki;unkn2f  1;1g

verschiedenend sind jeweils iraquivalent. Nun ist aber die Anzahl der disjunktiven
Normalformen gleich 2", also gleich der Zahl aller FunktionerB" |  B.
Die zweite Aussage ergibt sich durch Dualisierung. O
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dazu einen Summanden, wir nehmen dor, auf, wenni, = 1 ist, und nehmenXy auf,
wenni, = 0 ist.

Die Mehrheitsfunktion f (a) = 1 gdw. in a mehr Einsen als Nullen stehen, hatir n = 4
folgende Tupel mit 1-Wert:

P ORERR
PR OR R
PR P OR
PR RPRRPO

also die Normalform
X1XoX3Xg + X1X2X3Xg + 1 i1+ X1X2X3X4:

Beispiel: f = (( X1 + X2) X1) + (X2 (X1 + Xp)), dann ist f(0;0) = f(1;0) = 0 und
f(0;1) = f(1;1) = 1; die disjunktive Normalform von f erhalten wir, indem wir in
der Wertetabelle die Stellen aufsuchen, wo der Wert 1 anganmen wird. Wenn hier
ein Argument gleich 0 ist, so ist die entsprechende Variabi®i komplementieren, sonst
nicht. Also f  x3X, + X;1X,. Dies kann weiter vereinfacht werdenf — (X;+ X,) X, =
1 X5 = Xo.

Wir mberlegen nun, wie man eine Darstellung von Polynomen vertachen kann.

Noch ein Beispielf = x; + X, die Normalform ist x;X, + X1X» + X1X», die vereinfacht
sich zuxi + X1X», ist das aber wirklich einfacher als<; + x»?

De nition  Es seienp und g Boolesche Polynome; wir sagen, dgp das Polynomq

b 2 f 0;1g. Das ist genau dann der Fall, wenp+ q= q gilt.

Wir bezeichnen ein Polynom algProdukt\, wenn es kein +-Zeichen entfalt.
Das Polynomp heit Primimplikant von ¢, wenn gilt

1) p ist ein Produkt,

2) p impliziert q,

3) kein Teilprodukt von p impliziert qg.

Sei zum Beispielq = X1X2X3 + X1XpX3 + X1XoX3 und p = X;X3, dann wird g von p
impliziert, dennp =1 gilt nur fer x; = X3 =1 und esistq (1;X2; 1) = (X2 + X2+0)
1, aber z.B.x; impliziert g nicht, da g (1;X»; X3) = ( XoX3+ XpX3+0) = (Xo+ X5)X3
X361 ist.

Wir bemerken, da ein Produkt genau dann 1 ist, wenn alle nidkomplementierten
Variablen gleich 1 und alle komplementierten Variablen gieh 0 gesetzt werden.
Alle Summanden einer disjunktiven Normalform sind Implikaten.

Satz 12.9 Jedes Polynom iswquivalent zur Summe seiner Primimplikanten.
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gleich einem der;, also folgtp (by;:::;k) =1, dh. p «q O

Von der disjunktiver Normalform eines Polynoms ausgehendhkn man eine Darstellung
als Summe von Primimplikanten erhalten, indem maneir alle Paare von Summanden,
wo dies nmeglich ist, die Regelpx + px  p anwendet.

Wir kennen diesen Apparat nutzen, um die Rechenoperationen miafdlen im Zweier-
system zu parallelisieren. Wir rechnen die Bits des Ergelssies alle gleichzeitig aus.
Betrachten wir zum Beispiel 3-Bit-Zahlen, wir haben also 6 afiable xy;:::;Xs. Um
das 3. Bitvon (X; 4+ X, 2+X3)+( X4 4+ X5 2+ Xg) zU bestimmen, schauen wir und die
Additionstabelle an und suchen die Stellen, wo dieses Bitegth 1 ist. Die distributive
Normalform der entsprechenden Funktion ist

X1X2X3XaXsXe + 111+ X1X2X3XaX5Xe;

(24 Sumanden), die angegebenen Summanden entsprechen defgéaben 001 + 100
bzw. 111 + 111.
Das kann dann noch vereinfacht werden:

X1X2X3Xa(Xs5 + Xe):
Insgesamt bleiben 16 Summanden in 4 bis 5 Variablerrig.

Das erste Bit der Summe ist durclxzxs bestimmt.

Wenn die Booleschen Operationen als Schaltkreise vorhandgnd, kann man daraus
einen Prozessor bauen.

Schlie lich haben wir gesehen, da jede Funktior : B" | B mithilfe der Operatio-
nen +; ; darstellen lat. Es reichen aber auch schon die Operationen ;taus, denn

X y=X+y:
Sogar die Operation
X Yy=X+y

reicht aus, denn
X=X X

X+y=(x x) (Y Y
xy=((x x) (y y) (x x) (y y):

Wir wenden dies nun an, um die arithmetischen Operationen &der Softwareseite zu
behandeln (von-Neumann-Addition):
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Wir haben die logischen Grundfunktionerl (not), || (or), && (and), » (xor)
zur Verfangung, die durch folgende Wertetabellem de niert sind:

X | Ix or|0 1 and |0 1 xor| 0 1

0|1 0|0 1 0O |0 O 0 |0 1

1|0 11 1 1 (0 1 111 0

das letzte ist die bitweise Addition, sie wird auch mit bezeichnet, und #éir die Addition
+ (0 1

gilt 0|0 1
111 2

Zur Addition: Seiena;b2 f 0;1g und c = a xor b; d= a and b; dann gilt
a+ b=c+2d

fur 1-Bit-Zahlen.

Sei nun
xXo _ X .
x= a2;y= b2 mita;h2f0;1g;
i=0 i=0
wir setzen
C = & Xorh
d = a andh;

diese Zahlen knnen alle parallel berechnet werden. Sei dann

X _ X .
1=  G2;yi= 42" d,=0
i=0

dannistx + y = X1 + ;.

Zur Berechnung vonx; + y; verwenden wir dieselbe Prozedu';;l ty1 = X2t Yo
Irgendwann wirdy, =0, denn es istyy, x+y 2™ undyc= | ,yk2.

static int add(int x, int y)

{
int x0;
while (y > 0)
{
X0 = Xx;
X =x"Ny; Il xor
y = (X0 & y) << 1; /I bitweises AND und Verschiebung um ein Bit na ch links,
/I also Multiplikation mit 2
}
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Bei n-Bit-Zahlen haben wir durchschnittlich log() Schleifendurchwufe, im unginstigs-
ten Fall (bei der Aufgabe (2 1) +1 abern+1 Zyklen.

Bei der Multiplikation gibt es die ,russische Bauernregel\, ein Faktor wird verdoppelt,
der andere halbiert:

Xy

+ 83 57

166 28

332 14

+ 664 7

+ 1328 3

+ 2656 1
4731

Wo y ungerade ist, wird die Zeile markiert, wo dann ein + steht, welen die x-Werte
addiert.
So haben Sie die schriftliche Multiplikation in der Schule reernt: Die Zahl x wird

nacheinander mit den einzelnen Stellen vopnmultipliziert und jedes Ergebnis wird um
eine Stelle nach links eingeickt.

static int mult(int x, int y)
{

int z = 0;

while (y > 0)

{

if (y & 1) == 1) /I ungerade
zZ=2z+X;

X << 1;
y >> 1,

X
y

}

return z;

}

Nun zur Division mit Rest; die folgende Methode ergibfg;rgm mit x=q y+ r:

static int[] divmod(int X, int y)
{

intg=20,b=1;

while (y < x)

{

y
b

}
while (b > 0)

{
if (x >=y)

nn
o

A
=



173

{
X=X-Y,
q=9q+b
}
y=y>1
b=">b> 1,
}
int erg[]] = new int[2];
erg[0] = q;
ergl] = x;
return erg;

}

Im Paket HUMath.Algebra gibt es die KlasseBit.java , die mit Bitfolgen der Lange
96 (3xint ) arbeitet und solche Funktionen wieset, isSet, links, rechts, leer,

and, or, xor, add, mult bereitstellt, wie wir sie eben besprochen haben.
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13 Graphen

De nition:  SeiE eine Menge, deren Elemente wjtEcken\ nennen werden, unK eine
Menge ungeordneter Paaree(; ;) mit ¢ 2 E. Dann nennen wir das PaaiG = (E;K)
einen Graphen. Die Elemente vorK nennen wir die Kanten vonG. Wir sagen, die
Kante (e;; &) verbindet die Eckene; und e,.

Ein Graph G; = (E1;K) heit Teilgraph von G, wennE; E undK; E; E;\ K
ist.

G, heit spannender Teilgraph vonG, wennE; = E ist.

Seix 2 E, dann bezeichnen wir mitdegx) = jfy 2 E j (x;y) 2 K gj den Grad der Ecke
X, es ist die Anzahl der Kanten, die vorx ausgehen.

Ein Graph hei t vollst andig, wenn jeweils zwei seiner Ecken verbunden sind.

P
Lemma 13.1 e degx) =2 jKj:

Beweis: Jede Kante verbindet zwei Ecken.

De nition:  Eine Folge xy;:::;X, von Ecken heit Weg der Lange n, wenn jeweils
(Xi; Xj+1) 2 K gilt. Mit d(x;y) bezeichnen wir den Abstand der Ecker;y, dies ist als
die Lange des Wrzesten Wegs vorx nachy de niert.

Ein Graph hei t zusammenhangend, wenn es zu zwei beliebigen Ecken einen Weg gibt,
der sie verbindet.

Der folgende Algorithmus von Moore (1959) berechnet den Atasd der Ecken eines
Graphen von einer ausgezeichneten Eckg?2 E.

Fur e 2 E seiA. die Menge aller zue benachbarten Ecken, die sogenanntedjazenzliste
von e.

Wir konstruieren eine Folge von Eckenmengen: Es is§ = feg und V ist die Menge

d.h. V ist die Menge der Ecken, die vom, den Abstand k haben.

Wir beginnen mit d(ey) = 0; Vp = fepg; k = 1.

SolangeVk 1 6 ; qilt, wiederholen wir:

SetzeV = ;.

Fur alle e2 A, wobeiu 2 V ; ist, mache folgendes:

Wenn d(e) unde niert ist, so setzed(e) = k und V¢ = W [f eg.
Setze schlie lichk = k +1 und gehe in die mchste Runde.

Am Ende ist d(ey; €) = d(e), falls d(e) de niert ist, andrenfalls ist e von &, aus nicht
erreichbar.

Wir nennen G einengewichteten Graphenwenn jeder Kante §;y) eine positive reelle
Zahl d(x;y) zugeordnet ist, dies nennen wir das Gewicht der Kante undsaAbstand
zweier Ecken vahlen wir die die Summe der Gewichte einesikzesten Verbindungswegs.

Wir wollen nun ein Verfahren von Dijkstra (1959) behandelngas einen larzesten Weg
zwischen zwei Eckerv und w eines Graphen bestimmt.

Dazu fehren wir folgende Funktion ein: Sev 62U E eine Menge von Ecken, di&
nicht enthalt. Feur x 2 U setzen wir
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< d(v;x); wenn es einen Weg = vy;:::;Vy, = X mit v; 62U
lu(x) = fari=1;:::;n 1 gibt,
1 sonst.

Sei nunx; 2 U die Ecke inU, fur die das Minimum ly(x1) = min(ly(x) j x 2 U)
angenommen wird. Dann istly(x;) die Lange des krzesten Weges vorv nach x;,
denn andernfalls @be es einen &rzeren Weg vorv nachx;. Dieser Weg kann aber nicht
vollstandig (bis aufx;) au erhalb von U liegen, da jaly(x1) minimal sein sollte. Dieser
Weg enthalt also eine Eckez aus U und wir hatten 1y(z) < 1y(Xy), ein Widerspruch.
(Fur die anderen Eckenx aus U kann es Wege vorv aus geben, die #rzer alsly(x)
sind.)

Wie kann man nun |y bestimmen? Im folgenden Algorithmus haben wir stets die
folgende Situation:

1. Fur jede TeilmengeU E kennt man ly(x) fer alle x 2 U.

2. Faralley 2 W = E U kennt man einen kirzesten Weg vonv nachy, der U
nicht berehrt.

Also: Man kennt fer jede Ecke die lange des krzesten Wegs vonv aus, der mit
Ausnahme lechstens der letzen Ecke au erhalb vob) verlauft; fer die Ecken au erhalb
von U sind diesuberhaupt die kerzesten Wege.

Sei nunz 2 U beliebig, wir setzenvV = U f zg. Wenn nunx 2 U ist, so gilt

lv (X) = min( 1y (x);1u(z) + d(z;X)):

Beweis: Vonv gelangt man auf lirzestem Weg, ohnéV/ vorzeitig zu betreten, uber
z oder nicht mber z. Wenn wir nicht eber z gehen, so wirdU auch nicht betreten,
also istly (x) = Iy(x). Im anderen Fall ist z die vorletzte Ecke eines Wrzesten Weges
von v nach x, denn sonst @be es einy 62U auf einem Weg zwischerv und x und
wir kennen einen larzesten Weg vorv nachy, der U nicht berethrt. Damit h atten wir
einen lerzesten Weg, derz nicht enthalt, im Widerspruch zu Voraussetzung. Also ist
hier Iy (x) = ly(z) + d(z;x).

Nun kommen wir zum Algorithmus, derd(v; x) bestimmt und einen Weg dieser ange
aussucht.

1. Initialisierung: W = ;; U=E W, Iy(v)=0;ly(x) = 1 furx 6 v; p(x) = ?
fur alle x 2 E, dies wird smter die nachste Weg-Ecke sein.

2. Seiz 2 U die Ecke mit minimalen |,-Wert (im ersten Schritt ist dies v), wir
setzend(v; z) = ly(2).

3. SetzeW = W [f zg;V = U f zg: Fuer alle x 2 V setzen wirly(x) =
min(ly (x);1y(z) + d(z;x)) und wenn dabeily(x) > 1 y(2) + d(z;X) ist, so set-
zen wir p(x) = z. Nun setzen wirU = V.

4. WennW = E ist, so sind wir fertig. Wennly(x) = 1 fur alle x 2 U ist, so ist
der Graph nicht zusammenkngend. Andernfalls gehe zu 2.
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Der Arbeitsaufwand hat die G® enordnung jK ?j. Einen kerzesten Weg vorx nachv
geht durch die Eckenx; p(x); p(p(x));:::.
Wir fuhren dies in einem Beispiel durch. Wir betrachten den folgden gewichteten

Graphen (die lC)Bewiczhte sind an die Kanten herangeschrieben)

5 7

Wir suchen die leirzesten Wege zwischea und den anderen Ecken. Bei der Initialisie-
rung wird W = ;;U = fa;b;c;d;e;fg;ly(a) = 0;1(x) = 1 sonst,p(x) = ? fur alle x.
Beim ersten Durchlauf wird

z=a;d(a;a)=0;W = fag;U = fb;c;d;e;fg;ly(b) =5;1y(c) =2;p(b) = a;p(c) = a.
Zweiter Durchlauf:

z=cda;0=2;W = fa;og;U = fb;d;e;fg;lu(b) = 4;1u(d) = 9;1(e) = 10;p(b) =
c;p(d) = c;ple) = c.

Dritter Durchlauf:

z=b;da;h=4;W = fa;c;lg;U = fd;e;fg;I(d) =6;I(f) =13;p(d) = b;f) = b
Vierter Durchlauf:

z=d;d(a;d)=6;W = fa;b;c;d;U = fe;fg.

Fenfter Durchlauf:

z=¢e;da;e =10;W = fa;b;c;d;g; U =ffg,I(f)=12;p(f) = e

Letzter Durchlauf: z = f;d(a;f)=12;U = ;.

Als Datenstrukturen fer die Verwaltung bieten sich die folgenden an:

1, (e;g)2K _

1. Die Adjazenzmatrix des GraphenAg = (&) mit a; = 0 sonst

Dies ist nicht besonders e ektiv, wenn viele Nullen gespéiert werden.

2. Wenn der Grad der Eckpunkte durch eine Zahtl beschankt ist, so kann man
die Information in einer verketteten Liste ablegen, derenirzelne Zellen folgende
Daten enthalten:

laufende Nummer des Eckpunkts,
Anzahl der Nachbarn,
ein Feld der G® e d fur die Nummern der Nachbarecken.

3. Fur binare Graphen, das sind solche, wo jeder Eckpunkt eing¥aten und h echs-
tens zwei, Sohne\ hat, kann man ein Feldg mit folgenden Informationen anlegen:
Die Sehne vong][i] sind g[2i] und g[2i + 1], der Vater von g[i] ist g[i div 2].
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Welche Informationen kann man der Adjazenzmatrix eines Gplnen entnehmen?

Dies ist ein,gerichteten Graph; wir verallgemeinern die Zuordnungswvschrift fer die
Adjazenzmatrix (a; ) wie folgt: die Zahla; bezeichnet das Gewicht\ der Kante (i;] ),
es ista; =0, wenn (i;j ) 6K ist; die Adjazenzmatrix ist also genau dann symmetrisch,
wenn der Graph, ungerichtet\ ist. In dem Beispiel ist

0 1
0 0 0O

0 11
A=BO 0 0 )
1 0 0

0O 00 OO

(oNelNol

Mit unserer Verallgemeinerung entspricht nun abgeder Matrix ein Graph, ggf. schreibt
man an jeder Kante ihr Gewicht an.

Welcher Graph gel®ort dann zur Summe der Adjazenzmatrizen zweier Graphen?
Welcher Graph gel®rt zur transponierten Adjazenzmatrix? Was ist mit Matrixproduk-
ten?

Hier ist
0 1 0 1
0 01 10 1 0 0 0O
1 0 0O 01 0O
A2=B0O 0 0 O ) A=B0O 0 0 O : At = A8
01 00 0O 0 1 1
0 00O OO 0O 0 OO0 O

Die Eintrage in A2 entsprechen den Wegen derelnge 2 im urspeinglichen Graphen.
X

Die , Erreichbarkeitsmatrix\ A' lat alle meglichen Verbindungen erkennen.
i=0

Einem VerkehrsnetzK kennen wir eine Matrix mit den Eintragen

a;s = Entfernung r ! s, ohne einen anderen Ort zu durchlaufen,

zuordnen (die Matrix mu angesichts von Einbahnstra en nitit symmetrisch sein). Wir
fuhren hier eine neue Matrixmultiplikation ein (genauer: nueine Potenzierung):

A® = min (ay + a&s):
1k n

Dann gibt es eini mit A(*Y = A® ynd aus dieser Matrix kann man die krzeste
Verbindung zweier Orte ablesen.
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Beispiel:
0 1 0 1
0 14 8 7 5 0 14 8 7 5
14 0 10 1 1 14 0 10 13
=RB8 10 0 3 1 &; A®=B8 10 0 3 1
7 1 3 01 7 13 3 0 1
5 1 1 1 0 5 19 13 12
13.1 Baume

De nition:  Ein Graph G = (E;K) heit Baum, wenn die folgendenaquivalenten
Bedingungen endllt sind:

1. Je zwei Ecken sind durch genau einen Weg verbunden.
2. G ist zusammenlmngend undjKj = JE]j 1 (Beweis durch Induktion).
3. G enthalt keinen Kreis, aber beim Hinzuigen einer Kante entsteht ein Kreis.

Wir zeichnen eine Ecke eines Baums aus und nennen sie Wur¥g&nn wir uns einen
Graphen als aus Siben hergestellt vorstellen, die an den Eckpunkten Gelenkaben,
so fassen wir einen Baum bei seiner Wurzel und heben ihn an.rbasieht es etwa so
aus:
Wurzel Niveau

0

1

2

3

Man erhalt so eine hierarchische Struktur. Die Ecken vom Grad 1 nehman die Blatter
des Baums.

Man nennt einen biraren Baum reguar, wenn jeder Eckpunkt, der kein Blatt ist,
genau zwei 8hne hat. Also: Jede Ecke hat den Grad 1, 2 oder 3 und es gibt gen
einen Knoten vom Grad 2, die Wurzelj K j=jE | 1.

Regulare binare Baume haben folgende Eingenschaften:

1. Die Anzahl der Ecken ist ungerade, denn es gibt genau eir2 E mit degx) =2
die anderen Ecken haben einen ungeraden Grad und die Summe Geade ist
eine gerade Zahl.

2. WennjEj = nist, so gibt es  + 1) =2 Blatter.
Beweis: Sep die Zahl der Blatter, dann gibt esn p 1 Ecken vom Grad 3, also

Ki=n 1= (p+3(n p 1)+2)

2n 2=3n 2p 1
n 1= 2p



13.1 Baume 179

3. Die maximale Zahl der Ecken auf dem Niveak ist 2¥.
4. Wenn ein Baum die Fbheh und n Knoten hat, so isth  log,(n+1) 1.

Durch Baume lassen sich arithmetische Auseicke beschreiben: Die inneren Knoten
markieren wir mit +; :?;=und die Blatter mit Variablen oder Konstanten.

Beispiel: @ b)?c+(c a)=(b ¢

Oft ist es netig, alle Eckpunkte eines Baums einmal zu durchlaufen. Hier gibt es
drei rekursive Methoden:

Inorder-Durchlauf:

1. Durchlaufe den linken Teilbaum der Wurzel nach Inorder.
2. Besuche die Wurzel.
3. Durchlaufe den rechten Teilbaum nach Inorder.

Preorder-Durchlauf:

1. Besuche die Wurzel.
2. Durchlaufe den linken Teilbaum nach Preorder.
3. Durchlaufe den rechten Teilraum nach Preorder.

Postorder-Durchlauf:

1. Durchlaufe den linken Teilbaum nach Postorder.
2. Durchlaufe den rechten Teilbaum nach Postorder.
3. Besuche die Wurzel.

Wir illustrieren diese drei Methoden am obigen Beispiel ungchreiben die Markierung
der besuchten Punkte nacheinander auf:

Inorder: a-b*c+c-a/b-c ,desististder oben angegebene Term,
allerdings ohne Klammern.

Preorder: + * -a b c/-ca-c b ,mannenntdies die Pa xnotation oder
polnische Notation.

Postorder: ab-c*ca-bc-/+ , dies heit Postxnotation oder um-
gekehrte polnische Notation (UPN).
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Wir sehen, da sich bei den beiden letzten Notationen der Ter (a b) ?::: ohne
Klammern eindeutig darstellen & t.

Die drei genannten Durchmusterungsalgorithmen sind reksiver Natur. Wir geben #ir
den Inorder-Durchlauf eines bimren Baums einen sequentiellen Algorithmus an. Dabei
stellen wir uns den Baum als verkettete Liste mit den Eintigen RECHTS, LINKS
(Zeiger auf die beiden 8hne) und INHALT (z.B. ein Name) vor. Weiter haben wir
eine globale Variable STACK, einen Stack, den wir mit einer ®zedur PUSH #llen
und mit POP leeren. TOP(STACK) ist der oberste Eintrag. EMPTY stellt fest, ob der
Stack leer ist und der Zeigerwert Null gibt an, da die Liste m Ende ist.

static void inorder(int Q)

{ .
Int p = q;
do
{
while (p '= 0)
{
push(p);
p = links(p);
}
if (fempty(stack))
{
p = top(stack):
stack = pop(stack);
B.wi(p);
p = rechts(p)
}
}
while (empty(stack))
}

Jeder Knoten wird einmal auf den Stack gelegt und wieder estint.

Baume eignen sich gut zur Strukturierung einer Datenmangen ider immer wieder

Suchbaums eingetragen und zwar so, da im linken Unterbaunmnes Knotensx; alle
kleineren und im rechten Unterbaum alle g eren Elemente zu nden sind. Dann ist
die Zahl der notwendigen Vergleiche, um ein Element zu nderzu leschen oder an der
richtigen Stelle einzutigen, durch die Tiefe des Baums besamkt. Die besten Resultate
wird man erhalten, wenn es gelingt, den Baum eglichst gleichma ig zu gestalten und
nicht zu einem einzigen Zweig ausarten zu lassen.

Beim Abarbeiten eines Suchbaums mit dem Inorder-Verfahremerden die Elemente in
der gegebenen Ordnung durchsucht. Man kann sie sich also argortierten Reihenfolge
ausgeben lassen.
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Wir behandeln abschlie end das Suchen und Eiafen in einen bimren Baum (Knuth,
6.2.2). Wir suchen nach dem SefsselKund nden ihn ggf. am Knoten Q wenn er nicht
gefunden wurde, wird ein KnotenQmit dem Eintrag K einge#igt.

key(p) = Eintrag beim Knoten P
links(P) = linker Unterbaum
rechts(P) = rechter Unterbaum

1. setzeP = Wurzel.

2. WennK < key(P) gehe zu 3.
Wenn K > key(P) gehe zu 4.
Wenn K = key(P) ist, haben wir Q = Pgefunden.

3. Wennlinks(P) vorhanden ist, setzeP = links(P) , gehe zu 2, sonst gehe zu 5.
4. Wennrechts(P) vorhanden ist, setzeP = rechts(P) , gehe zu 2.

5. Einfugen, daK nicht gefunden:
SeiQdie Adresse eines neuen Knotens.
Setzekey(Q) = K, links(Q) = rechts(Q) = ;.
Wenn K < key(P), setzelinks(P) = Q , sonstrechts(P) = Q.
Das Ergebnis istQ

In Java sieht das so aus:

public class bintree

{

public long inh; public bintree links, rechts;
public bintree() {this.inh = 0; this.links = null; this.rec hts = null;}

[* die Zahl K wird bei q gefunden oder neu eingefuegt; Ergebni s: g */
public static bintree such(bintree w, long K)

{

bintree p = w, Q;

if (K == p.inh)
return p;

else if (K < p.inh)

{
if (p.links instanceof bintree)

return such(p.links, K);

else;

}

else

{

if (p.rechts instanceof bintree)



182 13 GRAPHEN

return such(p.rechts, K);
else;
}
g = new bintree();
g.inh = K;
if (K < p.inh)
p.links = q;
else
p.rechts = q;
return q;

Beachten Sie, da die Wurzelwdes Baums unvesindert bleibt, denn dies wird als Wert
an die Methodesuch ebergeben.

13.2 Balancierte B aume

Ein binarer Baum hei t balanciert, wenn fur jeden Knoten gilt: Die Hohne des rechten
und des linken Unterbaums unterschieden sichebhstens um 1.

Zum Beispiel:

Rechts unten darf nichts mehr angedingt werden.

Es ist klar, da die Suche in balancierten Bumen e ektiver als in unbalancierten
durchgekhrt werden kann.

Beim Einfagen eines Knotens (bei X) kann die Balance verlorengehenali®i sind zwei
Falle meglich:
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A A
a \B a \B
. . / \
C
d
b C
Die Unterbaume hatten die Fbhenh; h;h +1 bzw. h;h  1;h;h.
Durch , Rotieren\ kann sie wiederhergestellt werden.
B C
/ L / \B
a b a b ¢ d

Die Unterbaume haben nun die ldhenh; h;h +2 bzw. h;h  1;h;h.
Beim Rotieren bleibt die Ordnung erhalten (links sind die ldineren, rechts die g eren
Eintr age).

Dieses Verfahren ist bei Solymosi/Grude: Grundkurs Algatimen und Datenstruktu-
ren (unvollstandig) in Java implementiert:
www.tfh-berlin.de/ 00-plug/Ad, class AVLbaum

Pr & x-Codes

Wir betrachten einen bimaren Baum, wo jede Kante zu einem linken Sohn mit O und jede
Kante zu einem rechten Sohn mit 1 markiert ist. Den Bittern ordnen wir Buchstaben
eines Alphabets zu, den inneren Knoten wird nichts zugeordn
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Den zu den Battern fuahrenden Wege entsprechen die Worte 00, 010, 0111, 10, 110..1
Keines dieser Worte ist Anfangsaick eines anderen, denn den Anfangssken eines

Wortes entsprechen innere Knoten und keine Biter.

Wenn man mit einem solchen Baum ein Alphabet kodiert, so kanman aus gesendeten
0-1-Folgen die einzelnen Code-Werte eindeutig entnehmehB. bedeutet 00101110111
die Folgeadfc.

Ermitteln Sie die Baumdarstellung des P& xcodes aus den Worten 010, 011, 00111,
1010, 111001, 111010, 111011.

Durchmusterung der Kanten eines Graphen
De nition:  Ein Baum, der ein spannender Teilgraph eines Graphéh ist, hei t span-
nender Baum; die restlichen Kanten hei en Sehnen.

Lemma 13.2 Ein Graph besitzt genau dann einen spannenden Baum, wenn @sammen-
hangend ist.

Beweis: Aus der Existenz eines spannenden Baums folgt dersammenhang. Um-
gekehrt: Ein zusammenkngender Graph ist entweder ein Baum oder er erdh einen
Kreis. Wenn wir eine Kreis-Kante weglassen, bleibt der Re§&raph zusammenkngend.
Der Rest-Graph ist einweder ein Baum oder er endit einen Kreis. Und so weiter.

Wir betrachten zwei Methoden:

1. Breitensuche (breadth- rst-search)
Wir be nden uns in einem Knoten. Als erstes durchlaufen wir ke angrenzenden
Kanten. Dann gehen wir zu einem Nachbarknoten und beginnewv vorn.

2. Tiefensuche (depth- rst-search)

Wir be nden uns in einem Knoten. Wir betrachten eine noch niat begangene
Kante und gehen zu deren anderen Endknoten und beginnen voorn. Wenn es
nicht weitergeht, meissen wir umkehren (backtracking).

Wir betrachten zunachst die Tiefensuche genauer. Wir werden sehen, da wir dagh
einen spannenden Baum und eine Nummerierung der Knoten ktmseren kennen.

Algorithmus zur Tiefensuche:

Xo sei der Startknoten undN (x) die Nummer vonx. Es entsteht der spannende Baum
B und die Menge der Rickkehrkanten R besteht aus dereibrigbleibenden Sehnen.
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1. Xx:=Xpi:=0;B:=;;R:=;;N(x):=0 fur alle x.
2.1i:=1+1;N(X):= i

3. Wenn es eine noch nicht durchlaufene Kantex(y) gibt, so gehe nachy; wenn
nicht, so gehe zu 5.

4. WennN (y) = 0 ist, so wurde y noch nicht besucht. Fige dann §&;y) zu B hinzu,
setzex = y und gehe zu 2.
Wenn 06 N(y) < N (x), so war man schon iny. Feige dann &;y) zu R hinzu
und gehe zu 3. (Nun sind wir wieder irx).

5. Wenn es eine KanteZ; x) 2 R gibt, so gehen wir nacte zureick. Wir setzenx = z
und gehen zu 2.

Andernfalls ist x = Xo und wir haben alle Kanten durchlaufen.

Wir feuhren das an einem Beispiel durch:

X3 X2

X4

x1 x0
Wir kennen z.B. folgenden Durchlauf machen:

(Xo; X1); (X1; X2); (X2; X0); (X2; X3); (X35 X0); (X35 X1); (X25 Xa); (Xa; Xo)

Der 3., 5. und 6. Schritt sind Ruckschritte.
Dabei entsteht der spannende BaumB = f(Xq;X1); (X1; X2); (X2; X3); (X2; X4)g und als
Sehnen verbleiberR = f (X2:Xo); (X3; X0); (X3; X1); (X4; X0) 0.

Die Tiefensuche hat folgende Eigenschaften.

1. Die Knoten werden mit % :::; n numeriert und die Kanten erhalten eine Richtung,
sie werden orientiert.

2. Die Kanten im Baum bilden einen gerichteten spannenden Ban mit der Wurzel
Xo; Wenn eine Kante §;y) zum Baum gelort, so gilt N(x) <N (y).

3. Die Kanten in R sind die Sehnen, ausx{y) 2 R folgt N(x) > N (y).

Zur Breitensuche: Wir durchlaufen die Nachbarn eines aktllen Knotens und nume-
rieren sie durch. Dann suchen wir den Knoten, dessen NummeerdNachfolger der
Nummer des aktuellen Knotens ist, und beginnen dort neu mitet Breitensuche.
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[** spannender Baum mittels Breitensuche, Aigner, S. 127 */
gt ist eine globale Variable, gt.e ist die Zahl der Ecken,
gt.adj ist die Adjazenzmatrix

public static graph breadthFirstSearch()
{

int i, akt = 0, nr = 1;

n = new int[gt.e];

n[akt] = nr;

int ecke[] = new int[gt.e + 2];

graph b = new graph(gt.e);

while (nr <= gt.e)

{
for (i = 0; i < gt.e; i++)
if (gt.adj[akt][i]] != 0) /I alle Nachbarn,
if (n[i] == 0) /I die keine Nummer haben,
{
nr++; /[ erhalten eine Nummer
nfi] = nr;
ecke[nr] = i;
b.adj[akt][i] = 1,
b.adj[i][akt] = 1,
}
if (ecke[n[akt] + 1] !'= 0)
akt = ecke[n[akt] + 1]; /I naechster
else
return b; /[ Graph nicht zusammenhaengend
}
return b;



13.3 Getdelte binare Baume 187
13.3 Gefadelte bin are Baume

Um einen bimren Baum darzustellen, merken wir uns zu jedem Knoten die Aek-
senLINKS, RECHTSgines linken und rechten Sohns. Wenn ein Sohn fehlt, wirdede
Adresse auf O gesetzt. Bei einem mnen Baum mit n Knoten wird also Platz fur n+1

Nullen gebraucht.

Diesen Speicherplatz kann man sinnvoller nutzen, wenn maicts merkt, da ein Sohn
fehlt (das braucht ein Bit) und sich lieber die Adressen desovgangers bzw. Nachfolgers
des aktuellen Knotens (bei einer xierten Durchlaufordnug) merkt. Solche Verbindun-
gen eines Knotens zu seinem Vaagger/Nachfolger hei en Faden. Man braucht also
in jedem Knoten p eine 2-Bit-Information L(p), R(p) dareber, ob unter LINKSund
RECHT@&e Adressen von 8hnen oder aber Bden zu nden sind (es liegt nahe, hiesfr
das Vorzeichen-Bit zu verwenden).

| true false
L(p) | LINKS= Sohn LINKS= Vorganger
R(p) | RECHTS Sohn RECHTS Nachfolger

Der folgende einfache Algorithmus gibt den Inorder-Nachifiger g = nach(p) eines
Knotens p an:

1. WennR(p) = false , dannq = RECHTS(p)

2. WennR(p) = true ist, so ersetzeq durch LINKS(q), solangeL(q) = true ist.

3. q ist der Inorder-Nachfolger vonp.

Aufgabe: Erstellen Sie einen Algorithmus zur Bestimmung dé/organgers vonp.

Im folgenden Bild ist ein bimrarer Baum nebst Faden zu den Inorder-Vorgngern bzw.
-Nachfolgern dargestellt:
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o
o

1 2 3 456 7 89
inks |2 4 5 0 1 5 8 3 7
rechts|3 1 7 2 6 3 9 7 0
L t t t f f f t f f
R t f t f t f t f f

Wir bemerken, da zum Durchlauf eines gefdelten Baums kein Stack verwaltet werden
mu .

Der folgende Algorithmus #igt einen Knotenq als rechten Sohn des Knoteng ein, falls
p keinen rechten Sohn hatte; wenn der rechte Sohn vorhanden, iwird g zwischenp
und rechts(p) eingekgt.

1. (Parameterbergabe)echts(q) = rechts(p), R(q) = R(p), rechts(p) = q,
R(p) = true, L(q) = false, links(q) = p.

2. (War rechts(p) ein Faden?) WennR(q) = true , so setzdinks(nach(q)) = g
Dabei bestimmt mannach(q) mittels des obigen Algorithmus.

(Wenn links und rechts vertauscht werden, so isihach durch vor zu ersetzen.)

Wir befassen uns num mit einer Darstellung getlelter binarer Baume im Computer.
Die Knoten megen folgende Form haben:

L | links | Typ
R | rechts | Inhalt

Es ist notwendig, alle Algorithmen so zu entwerfen, da sieuch bei leeren bimren
Baumen korrekt arbeiten.
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Wenn t die Adresse eines Baums ist, so sollte unter der Adressach(t) der Inhalt
des ersten Knotens stehen. Dazwden wir einen Kopfhead ein, dies ist der folgende
Knoten:

Sohn| Anfang
Sohn| head

Wenn der Baum aber leer ist, setzen wir

Faden | head
Sohn | head

Der Baum wachst am linken Sohn des Kopfes. Diesélen, die auf Null zeigen, werden
auf den Kopf gelenkt. In einer Feld-Darstellung eines Bauntmtte der Kopf die Adresse
0; wir werden aber eine Listen-Darstellung von &imen verwenden, um mit mehreren
Baumen gleichzeitig arbeiten zu énnen und dabei nicht &r jeden (meglicherweise
leeren) Baum ein gro es Feld bereitstellen zu sssen.

Algorithmus zu Bestimmung des Preorder-Nachfolgerg = pnach(p) des Knotensp
aus der Inorder-Fadlung:

1. WennL(p) = Sohn ist, setzeq = links(p) und beende.

2. Setzeq = p. Wenn R(p) = Sohn gehe zu 3. Sonst wiederholg = rechts(q) ,
bis R(q) = Sohn

3. Setzeq = rechts(q) .

Das mu man mal probieren.
Kopieren binarer Baume:

Am Anfang zeigt head auft, u zeigt aufu (leerer Baum); am Ende zeigu auft.
1. p = head, q = u gehe zu 4.

2. (Ist rechts etwas?) Wenrp einen nichtleeren rechten Unterbaum hat, so bescha e
einen neuen Knoterr und fuger rechts vonq ein.

3. Info(g) = Info(p) (alleskopieren.)

4. (Ist links etwas?) Wennp einen nichtleeren linken Unterbaum hat, bescha &
und fuger links von q ein.

5. (Weitersetzen)p = pnach(p), q = pnach(q)

6. Wenn p = headist (das ist genau dann der Fall, wenrg = rechts(u) , falls u
einen nichtleeren rechten Unterbaum hat), so beende; sorghe zu 2.

Wir werden versuchen, derartige Baumstrukturen zur Formetanipulation zu verwen-
den.
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13.4 Paarweises Addieren

Wir haben dieses Problem schon am Anfang besprochen. Es Eoﬂzl =((a + a) +
(as+a4)+  berechnet werden. Dazu stellen wir uns einen Eren Baum mit n Blattern
vor, in denen wir dieg; eintragen. Dann belegen wir schrittweise jeden Knoten durc
die Summe seiner &ne, die wir daraufhin entfernen. In der Wurzel erhalten widie
Summe.

Das folgende Programm stellt eine einfache Implementatiatieses Gedankens dar.

static public class paar

{

int kk = 8000;

double t[] = new double[kk * 2]

double s, v;
public static int nextpower(int w) //naechste Zweierpoten z
{

int p2 = 1;

while (w > p2)

p2= p2 * 2;

return p2;
}
public static void main(String a[])
{

int i, k;

k= nextpower(kk);
for (i = k, i <= kk+k-1; i++) \\ links unten

{
v = Math.random();
ti] = v *i \\ Blaetter belegen
}
for (i = kk+k; i <= 2*k; i++)
t[i]= 0.0;
while (k > 1)
{
i =0;
while (i < k)
{
t[(k+)/2] = t[k+i] + t[k+i+1];
=1+ 2
}
k= k / 2;
}
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13.5 Baum-Darstellung des Speichers
Unter dem Gesichtspunkt der Langzahlarithmetik erscheings als sinnvoll, den Speicher

pelt sich der Platzbedarf). Zwei benachbarte Bicke der Ge e 2' kennen zu einem
Block der Gre e 2'*! verbunden werden.
Wir stellen uns also den Speicher als bémen Baum, also hierarchisch geordnet, vor.

Jeder Vater der G® e m hat zwei hne der G® e m=2. Wir teilen jedem Knoten mit,
ob er freiist | in diesem Fall sind auch all seine Nachkommentei, oder ob er besetzt ist
| in diesem Fall sind auch all seine Vorganger besetzt (d.h. nicht im ganzen Ausma
zu vergeben). Wenn ein Vater besetzt ist, so kann man bei demi$ien nachfragen,
welcher ggf. frei ist. Der Baum mageN Blatter besitzen, er hat also die Tiefe lody).
Wie wir freher gesehen haben, sind die Adressen desh8e in einem bimren Baum
leicht aus der des Vaters zu berechnen (und umgekehrt), wemer Baum in einem
linearen Feldmemalargestellt wird.

Es sind also folgende Operationenetig:

Wenn ein freier Block der Gp e s gesucht wird, so durchduft man im entsprechenden
Niveau des Baums alle Knoten, bis man einen freien gefundeathDie Blecke der
Gre e s haben die Tiefet = [d(N) Id(s) 1, sie haben die Nummern'2:::;2** 1.
Wenn ein freier Knoteni gefunden wurde, so sind all seine Vorfahrerdiv 2; i div 4;:::
als belegt zu melden, und die Knoten des Unterbaums mit der \Wael i ebenfalls. Den
Unterbaum durchlaufen wir mit einer der behandelten Durcldufungsmethode.

Wenn ein Knoten freigegeben wird, sind die Nachkommen fregeben. Wenn der Bru-
der auch frei ist, so ist der Vater freizugeben und mit dieseist ebenso zu verfahren.

Aus der Nummer eines gefundenen freien Knotens berechnetmuie Stelle inmemo
wo man seine Daten eintragen kann.

Es folgt eine Implementation:

import java.io.*;

public class baum

{

public static int MaxLevel = 7, N = 128, LU = N / 2, Width = N * 2;

/' N = 2 ~ maxlevel, LU = N / 2 (= linke untere Ecke
public static boolean tree[] = new boolean[N + 1];

public static int Id(int i) // { Log zur Basis 2 }
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{
int I, j;
| = -1;
=1
while (j < i)
{
j=i*2
[++;
}

return | + 1;

}

public static int two2(int i)
{
int j, t =1;
for j = 1;] <=1i; j++)
t=2*t;
return t;

}

public static int left(int i)
{
if (i < LU)
return 2%;
else
return O;
}

public static int right(int i)
{
if (i < LU)
return 2* + 1;
else
return O;

}

public static int father(int i)
{
if (i >0)
return i/2;
else
return O;
}

public static int brother(int i)

13 GRAPHEN



13.5 Baum-Darstellung des Speichers

{
if (2%@i/2) '=1i) // odd
return i - 1;
else
return i + 1,
}
public static int search4(int s) // { sucht einen Platz der gr
{ . .
int z, i

z = two2(Id(N) - ld(s) - 1);
for (i = z; 1 <= 2*z - 1; i++)
if (treeli])
return i;
if ('tree[2*z - 1])
return O;
return O;

}

public static void putinorder(int i, boolean b)
/I belege Unterbaum von i bzw. gib ihn frei
{

int[] stack = new int[LU]J;
int j =1, st =0;
while (true)
{
while (j '= 0)
{ St++;
stack[st] = j;
j = left();
}
if (st > 0)
{
| = stack[st];
st--;
tree[j] = b;
j = right();
}
if ((st <=0) & (j > 0))
break;
}
}

public static void get(int i)

193
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int j =i

while (treelj])

{
tree[]] = false;
j=ilz

}

putinorder(i, false);

}

public static void free(int i) /lgibt Stelle i frei
{
boolean weiter = true;
while (weiter)
{
if i == 1)
break;
treeli] = true;
putinorder(i, true);
System.out.print(" freigegeben: " + i);
if (tree[brother(i)]) /lunterhalb von i kann nichts frei se
i = father(i);
else
weiter = false;

}
}

static char bild[][] = new char[MaxLevel+2][Width+2];

public static void drawtree(int Level)
{
int x, i, j, C;
if (Level < MaxLevel)
drawtree(Level + 1);
X = Width / two2(Level);
C = Width / two2(Level - 1);
j = two2(Level - 1);
for (i = 0; i < J; i++)
{
if (tree[j + i])
{
bild[Level][x] = '<
bild[Level][x+1] =
}

else

I>l;
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}
}

{
bild[Level][x] = (char)((i+j) / 10 + 48);
bild[Level][x+1] = (char)((i+j) % 10 + 48);
}
X =X + C;

public static void main(String arg[])

{

int i
for i = 1; i <= N; i++)

treeli] = true;

System.out.printin("belegte Bloecke");
drawtree(1);
for (i = 0; i < MaxLevel; i++)

System.out.printin(bild[i]);

while (true)

{

}

System.out.print("(zum Freigeben: 0); angeforderte Bloc
I = B.readint();
if (i <= 0)
break;
i = search4(i);
if i == 0)
{
System.out.printin("kein Platz");
break;

}
get(i);
System.out.printin("Nummer des belegten Blocks: " + i);
System.out.printin("belegte Bloecke");
drawtree(1);
for (i = 0; i < MaxLevel; i++)
System.out.printin(bild[i]);
System.out.printin();

while (true)

{

System.out.print("(zum Belegen: 0); streiche Block mit Nu
I = B.readint();
if (i <=0)
break;
free(i);
System.out.printin("belegte Bloecke");
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drawtree(1);
for (i = 0; i < MaxLevel; i++)
System.out.printin(bild[i]);
System.out.printin();
}
}
}

14 Computeralgebra
14.1 Eigene Erfahrungen

Seit den 80er Jahren habe ich mit jeder der mir zur Veafung stehenden Programmier-
sprache (BASIC, Pascal, MODULA, C, FORTRAN) versucht, eind_angzahlarithmetik
zu implementieren. Das ist gar nicht schwer. Man denkt sichiree ganze Zahl im Stel-
lensystem zur BasisB dargestellt und rechnet wie in der Schule, Klasse 3 (dort war
B = 10). Dabei ist zu beachten, da B so gevehlt wird, da das Produkt zweier Zah-
len in ein Maschinenwort pat. Man hat also z.B. ein Feld aus 3-Bit-Zahlen, rechnet
aber nur mit 16-Bit-Zahlen, um Ubertrage an die mchsthohere Stelle weitergeben zu
kennen.

Ein Feld hat in Basic und Fortran eine (vorher festzulegendd.ange, bei den anderen
Sprachen gibt esdynamische\ Felder, die bei Bedarf vergr ert oder verkleinert werden
kennen.

Wir kennen die Zahin in eindeutiger Weise als
S .
n= niB'; 0 n; <B;
n=0
darstellen.
Wie gesagt, Summen und Di erenzen berechnet man wie gewohauch die Multipli-
kation klappt so. Es gibt aber einen Trick:

Karatsuba-Multiplikation (1962)

Es seienx;y 2n-stellige Zahlen in der Basid, also
X = x10'+ Xq; y = yib' + yq:

Dann kann ihr Produkt mit 4 Multiplikationen von n-stelligen Zahlen berechnet wer-
den:
Xy = X1y + (X1yo + Xoy1)d' + XoYo:

Wir setzen nun
u=(x1+ Xo)(Y1+ Yo);
dann gilt
X1Yo + XoY1 = U Xi1Y1  XoYo
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und die beiden Terme rechts mssen wir ja sowieso berechnen; zur Berechnung von
reichen als 3 Multiplikationen n-stelliger Zahlen aus.

Wir verfahren nun rekursiv und sehen: Zur Multiplikation zveier Zh-stelligen Zahlen
reichen 3 Multiplikationen 1-stelliger Zahlen aus.

Wir bestimmen die Komplexitat der Multiplikation n-stelliger Zahlen: SeN = 2", also
n = log(N)=log(2) und damit

3" = exp(log(3)log(N)=log(2)) = N"09@)=0g@) = | 1:585.

Dieses Verfahren wird seine Kraft aber nur bei der Multiplition etwa gleichlanger
Zahlen entfalten lonnen, z.B. beim Quadrieren.

Nun kommen wir zur Division, das war schon in der Schule etwashwieriger. Gegeben
sind zwei Zahlen X _ X _
a= aB' und b= hB';

gesucht sind Zahlermg und r mit
a=bg+tr, 0 r<b:

Wenn a < b sein sollte, setzen wig =0 und r = a und sind fertig. Andernfalls mu
man die einzelnen Stellen voq nun erraten. Wir bezeichnen wieder mit.(a) die Lange
der Zahla. Als Lange vonqist etwa L(a) L(b) zu erwarten, wir setzen

Q = a (g div b (y
q= Q BL(a) L (b)

und prefen, ob
0O r=a bg<b

ist. Wenn nicht, so haben wir zu klein geraten, wir erbhenQ, oderr ist negativ, dann
haben wir zu gro geraten, wir erniedrigerQ und probieren es nochmal. Wenn endlich
im richtigen Bereich liegt, haben wir die erste Stelle voq gefunden, wir ersetzen nun
a durch r und berechnen in analoger Weise dieachste Stelle vorg.

Das beschriebengFalschraten\ kann sehr lau g vorkommen und die Rechenzeit er-
heblich belasten. Seit Erscheinen der Algorithmenbibel wdD. Knuth wird allenthalben
vorgeschlagen, die Zahlea und b durch , Erweitern\ so anzupassen, dab B=2 ist,
dadurch ist gesichert, da der geratene Quotienf um hechstens 2 vom richtigen Quo-
tienten abweicht. Ich hatte dies erst nachtaglich in meine Implementation eingefgt
und habe tatschlich eine Beschleunigung erlebt.

Einen anderen Vorschlag hat W. Pohl (z.Z. Kaiserslautern)amacht, der deutlich besser
ist:

Wir handeln den Fall, da beine einstellige Zahl ist, extra ab, das ist auch recht eirdh.
Nun bilden wir aus den jeweils beiden ersten Stellen vanund b Long-Cardinal-Zahlen
und wahlen deren Quotienten als Bherung #ir Q, da liegen wir schon ganz richtig.

Henri Cohen schreibt, da eine Beschleunigung um den Fakt&erreicht werden wrde,
wenn man in Assemblersprache programmiert.

Meine Erfahrungen gehen noch weiter: In einerstheren Version meines CA-Systems,
wo die Zahllange konstant war (64 Byte), hat Sven Suskaelf die Addition und die
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Multiplikation Assembler-Routinen geschrieben, allein éren Einsatz brachte eine Be-
schleunigung um den Faktor 6. Auchefr die Division hat er eine Routine geschrieben,
die leider den Nachteil hatte, ab und zu den Rechner zum Abstizu bringen. Wenn
sie aber fehlerfrei funktionierte, so erbrachte das nochisaeine Beschleunigung un den
Faktor 6. Assembler-Routinen sind allerdings schwer zu mgportieren; die ervehnten
funktionierten nur im Real-Modus des 286er Prozessors, waammaximal 500 KByte
Speicher zur Verigung hat. Au erdem waren sie sehr umfangreichuper 18 KByte
Quelltext) und fur einen Laien wie mich wllig unverstandlich.

Cohen schagt vor, nur einige Grundfunktionen in Assembler zu schreédn. Dazu sollen
zwei globale Variable namengemainder und overflow , die mberall bekannt sind,
gescha en werden. Die Zahl-Basis sé¥l = 216, a, b und c seien vorzeichenlose 2-
Byte-Zahlen.

Die Grundfunktionen sollen folgendes leisten:

c = add(a, b) :a+ b =overflow * M + ¢

c = addx(a, b) :a+ b + overflow = overflow * M + ¢
c = sub(a, b) :a-b=c- overflow * M

c = subx(a, b) :a- b - overflow = ¢ - overflow * M

c = mul(a, b) a* b =remainder * M + ¢c

c = div(a, b) : remainder * M + a = b * ¢ + remainder
c = shiftl(a, k) : 2"k * a = remainder * M + ¢

c = shiftr(a, k) :a*M /2% =c * M + remainder

Aus diesen kurzen Funktionen kann man dann die oben angkften Prozeduren #r
lange Zahlen zusammensetzen.

Wir fahren fort.

Wir wollen den gre ten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen bestimmen, dafverwen-

den wir den Euklidischen Algorithmus. Auch hier gibt es Vorshlage, wie man die
(langsamen) Langzahldivisionen durch Divisionen von Masimenworten ersetzen kann
(Lehmer.)

Zum Abschlu wollen wir uns dem Problem der Ein- und Ausgabeahger ganzer Zah-
len widmen, einem Fragenkreis, der in den einselgigen Computeralgebra-Bchern
ausgespart bleibt.

Es versteht sich, da die, eingebauten\ Prozeduren zum Lesen von 2-Byte- oder Gleit-
kommazahlen nicht brauchbar sind. Wir lesen also eine Zeahkette wie
'123444444444444444444' und wandeln diese in eine langkl Zian, dazu lesen wir
(von links) Zeichen #ir Zeichen, wandeln es in eine Zahl um, multiplizieren mit 10nd
addieren die mchste Zier:

Das Schreiben ist auch nicht schwierig, wirénnen aber die Zi ern nicht sofort ausge-
ben, weil wir sie von rechts nach links berechnenemssen:

procedure writel(a: IntNumber);
var s: string; q, r, zehn: IntNumber; i: integer;
begin
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si="
while a <> NIL do
begin
divmod(a, zehn, q, r);
a= q;
= r~m[1];
s:= char(i+ord('0")) + s;
{ das Zeichen der Ziffer i wird an s vorn angeh"angt }
end;
write(s);
end;

Wir sehen, da wir bereits zur Ein- und Ausgabe die Rechenopaionen mit langen
Zahlen beretigen. Das macht den Test der Arithmetik etwas schwierig, al man sich
Zwischenergebnisse, etwa innerhalb der Prozeddivmod, nicht mit writel ausgeben
lassen kann.

Was ist schwieriger: Lesen, Schreiben oder Rechnen 5

Ich habe mal erfahren, da p = 22096011 1 die gm® te bekannte Primzahl war; sie hat
log,,(p) = 6:3 Millionen stellen.

1. Berechnung (schnelle Potenzierung) braucht lag= loglog p Rechenoperationen
mit gro en Zahlen. Zeit: 89 min.

2. Schreiben (Umwandlung in einen String aus 0,1,...,9) hxeht log,,(p) Divisionen
langer Zahlen durch 10 (eswuizt nichts, da 10 ,klein\ ist). Zeit: 919 min = 15 h

3. Lesen (Umwandlung String in Bytefolge) braucht mit dem Hmerscheman =
log,o(p) Operationen, aber im Wesentlichen Multiplikationen mit cer kleinen
Konstanten 10. Zeit: 63 min

Am 9.6.2004 stand in der FAZ, da 2403583 1 die gm® te bekannte Primzahl ist, sie
hat 7 235 733 Stellen; ich habe sie in 190 Minuten berechnet.

Seit ich Erfahrungen mit Java habe, habe ich auf eigene Verhe verzichtet, es gibt ja
die KlasseBigInteger ; ich glaube aber nicht, da der vep entlichte Quelltext wirklich
eingebunden ist, da gibt es sicher ein paar Tricks auf der $gmebene.

14.2 Rationale Zahlen

Wenn man bereits mit ganzen Zahlen rechnen kann (das kanntsimit den oben ge-
gebenen Hinweisen zusammenbasteln, aber in Java gibt esrhdas Paket math mit
der KlasseBigInteger ), so ist die Implementation der Grundrechenoperationen mi
rationalen Zahlen sehr einfach: Eine rationale Zahl ist eiRaar ganzer Zahlen, die wir
Zahler bzw. Nenner nennen. Dann gilt

o

a c¢c_ad bc a c_ ac

a

a.
b d bd "b d bd b’

SGrundscheller werden gefragt:, Was macht mehr Spa 2\

olo
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(Wenn der Nenner verbotenerweise mal gleich Null sein se@ljt passiert auch nichts
Schlimmes, jedenfalls kein Rechnerabsturz.)

Gelegentlich sollte man einen Bruch &rzen. Dazu bestimmt man den go ten gemein-
samen Teiler von Ahler und Nenner und dividert diese durch den ggT.

Das sagt sich so leicht daher. Man kann sich ja auf den Standpki stellen, das Kerzen
sein zu lassen und erst bei der Ausgabe zurken. Denn die ggT-Berechnung braucht
ja auch Zeit und manchmal ist der nahsam berechnete ggT gleich 1. Dirichlet fand
1849 heraus, da die Wahrscheinlichkeit, da zwei z@dlig gewahlte Zahlen teilerfremd
sind, gleich-5 = 0:61 ist. Ohne Kerzen werden aber die Zahlen immerhger, was sich
negativ auf die Rechengeschwindigkeit auswirkt.

Ich habe fraiher Versuche gemacht, eine Schranke festzusetzen; wernhlér oder Nenner
langer als diese Schranke sind, wird geizt, sonst nicht. Um eine verminftige Schranke
zu nden, habe ich zahlreiche Versuche gemacht: der Gau ch&lgorithmus wurde
immer wieder auf dieselbe gro e Matrix angewandt und die Zegemessen. Es zeigte
sich, da es keine vermanftige Relation zwischen der Schranke und der Rechenzeibg
Dann kam ich auf die Idee, nur die Zahlen zuekzen, die am lau gsten als Operanden
vorkommen: bei Gau schen Algorithmus wird jeweils eine gae Zeile mit derselben
Zahl multipliziert. Das brachte einen wirklichen Fortschitt gegenber den Schranken-
Versuchen.

Aber vielleicht ist es doch am Besten, den Vorsafien von Knuth (11.4.5) zu folgen,
das geht so:
Wir legen fest, da nur mit gekeirzten Zahlen gerechnet wird, dafr mu bereits der
Konstrukteur sorgen; eine Eingabe wie 22/33 soll nicht zeckgewiesen, aber eben
vernenftig kehandelt werden.
Wir schreiben nun Briche in der Form 2.
Zur Berechnung des Produkts Bﬁ bilden wir d; = ggT(a;B) und d, = ggT(b; A) und
setzen a b A B
T e e

dann ist das gesuchte Produkt gleick; und Zahler und Nenner sind teilerfremd.
Zur Addition: Wir bilden d = ggT(A;B); wennd = 1 ist (in fast 2/3 aller F alle), so
ist 28+82 das Ergebnis. Andernfalls berechnen wir

B

t=a —+b é; s=ggT(t;d); w=

t A B
atP g W3 3

die Summe ist%.

14.3 Algebren

Wir kennen auch in mmherdimensionalen Bereichen rechnen. Eine Algebra ist epe-
zielles algebraisches Objekt.

De nition:  SeiK ein Kerper, A ein K -Vektorraum und gleichzeitig ein Ring; vernage
der Abbildung K ' A mit k 7! k 1 wird K in A eingebettet, wir identi zieren K mit
K 1. Es gelte

k a=a kfurallek2 K;a 2 A.
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Dann heit A eineK -Algebra.
Beispiele:
MengeT,(K) der oberen Dreiecksmatrizen, die Menge, der Diaginalmatrizen, K

K mit komponentenweiser Addition und Multiplikation.

Wir vereinbaren, da alle in diesem Abschnitt betrachtetenVektorraume endlichdi-
mensional sind (dann fallen zwei der obigen Beipiele aus détahmen).

Sei dimA = n, dann wahlen wir eine Basid e;; : ::; e,g des VektorraumsA, dann lassen
sich die Produktee g als Linearkombination dere darstellen:
X
€€ = ajjk & mMit g 2 K

Die n® Zahlenayx hei en die Strukturkonstanten der Algebra (bezglich der gevehlten
Basis), durch sie ist die Multiplikation in A eindeutig bestimmt:

X X X
Xi € yi§ = XiYj Qijk €:

Die Strukturkonstanten sind zur Konstruktion einer Algeba nicht willk erlich weahlbar,
denn die Multiplikation soll assoziativ sein, also mu gekn:

X X

(eg)e = aijk &8 = ajjk &im €m;

X X
e(g@)=e€ ak& = kK dkmEm;
i
dafer ist notwendig und hinreichend, da
X X N

Qjk Aim = i am fur alle i; j; 1; m:

Einige Methoden zu Rechnen in -Algebren be nden sich in der KlasseQA

Wir wollen nun zwei Algebren betrachten, wo das Assoziativatsgesetz automatisch
gilt, da es Teilmengen von Matrixalgebren sind. Es mu alsour festgestellt werden,
da diese Mengen besglich der Multiplikation abgeschlossen sind.

Es sei
a

b

diese Menge bildet o enbar einen zweidimensionalen-Vektorraum. Wir stellen fest,
da auch das Produkt zweier Matrizen ausC ein Element vonC ist:

C=f ja;b2 g

a b c d _ ac bd ad+ bc

b a d ¢ = bc ad ac bd
Fur A;B 2 C gilt AB = BA, es ist det ab 2 = a’+ I?, also ist jede von der
Nullmatrix verschiedene Matrix ausC invertierbar und die Inverseﬁ ‘E ab ist
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wieder ein Element ausC. Also ist C ein Kerper. Die Matrizen

_ 10 _ 0 1
E = 0 1 und | = 10
bilden eine Basis des Vektorraum<, es gilt E? = E und 12 = E, also ist die
Zuordnungk :  !'C mit k(a+ bi) = aE + bl ein Isomorphismus.

Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 sind von der Form cos(+ isin( ), ihnen ent-

sprechen die Drehmatrizen CO.S() sin( ) : Seien nun CO.S() sin( ) und
sin( ) cos() sin( ) cos()

cos() sin( )

sin( ) cos()

um den Winkel + , aus dieser Produktmatrix liest man die Additionstheoremdeir

die Winkelfunktionen ab:

cos() sin( ) cos() sin( )
sin( ) cos() sin( ) cos()

zwei Drehmatrizen, dann geért zu ihrem Produkt die Drehung

cos()cos( ) sin( )sin( ) cos( )sin( )+sin( )cos()
cos( )sin( )+sin( )cos() cos()cos() sin( )sin( )
cos( + ) sin( + )
sin( + ) cos( + )
Die Konstruktion des KerpersC der komplexen Zahlen als érper von Matrizen kann
man wie folgt verallgemeinern:

Es sei
H=f ab : ja,b2 g
Satz 14.1 Fur h;g2H;r 2 qilt
1. h+g2H;
2. h2H (alsoistH eine additive Untergruppe vorM,( )),
3. rh 2H (alsoistH ein -Vektorraum, es istdim (H) =4),
4. hg2 H;
5. h 1 2H (man kennte meinen, da H ein Kerper ist; vergleichen Sie die rper-

axiome auf S. 1, aber:)

6. das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt nicht.
Beweis: Wir zeigen nur 3):

a b c d _ ac bd ad+ bkc
b a d c bc ad ac W

Eine Menge, in der eine Addition und eine Multiplikation deniert ist, so da au er
dem Kommutativgesetz der Multiplikation alle Kerperaxiome gelten, nennt man einen
Schiefloerper oder eine Divisionsalgebra.
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Satz 14.2 Die Matrizen

10 ,_ 0 1
E= 017 10

bilden eine -Basis vonH und es gilt

1J = K; JK = I, KI = J;

JI = K; KJ = I, IK = J:
Den Beweis @ihrt man durch Nachrechnen. O
Wir wollen die Schreibweise vereinfachen: Wir setzel = 1;1 = i(also L(E;l) =
L(2;i) = ) und weiter J = |;K = k und bezeichen den von ;1;j;k erzeugten

Verktorraum mit
= fa+ bi+ cj+ dkja;b;c;d2 g;

die Elemente von hei en Quaternionen. Dieser Schie#rper wurde von Hamilton im

Jahre 1843 entdeckt, nachdem er jahrelang vergeblich vecktihatte, eine umkehrbare
Multiplikation in einem dreidimensionalen Vektorraum zu e nieren. Da es sich bei der
Quaternionenmultiplikation um die Multiplikation spezieller Matrizen handelt, ist die

Gultigkeit des Assoziativgesetzesellig klar. Das konnte Hamilton aber nicht wissen,
denn die Matrixmultiplikation wurde erst 1858 eingedihrt.

Seia= a; + ayi + az] + a4k ein Quaternion, dann nennen wi; seinen skalaren Anteil
und ayi + ag] + azk seinen vektoriellen Anteil, wir stellen uns den vektoriedin Anteil als
einen ,richtigen\ Vektor (einen Pfeil) im von i;j; k aufgespannten dreidimensionalen
Raum vor, dabei nege ©;i; j; k ) ein rechtwinkliges (karthesisches) Koordinatensystem
sein.

Wir betrachten nun das Produkt zweier vektorieller Quaterionena = a,i + agj + azk
und b= i + byj + byk:

(a2l + ag] + ask)(kpi + bsj + kyk) =
(azhy + aghs + asby)
+(azhy  aybs)i + (auly  ahy)j +(ahs  ashy)k:

Den Ausdruck
<a;b>= ab, + azhy + ashy

nennt man das Skalarprodukt der Vektorera und b, den Ausdruck
a b=(ahy abp)i+(aky ahy)j +(ab; ashr)k
nennt man das Vektorprodukt vona und b . Also gilt

ab= <ab>+a b
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14.4 Polynome

Wir wollen nun mit Formeln rechnen. Wennx;y;z Unbestimmte sind, so nennt man
einen Ausdruck wie %2 + 7xy + z° ein Polynom. Die Menge aller Polynome ix;y; z
mit Koe zienten aus einem Kerper K wird mit K [x;y; z] bezeichnet. Polynome kann
man addieren, subtrahieren, multiplizieren.

Wie stellt man Polynome im Rechner dar? Einen Ternx'y! zX nennt man ein Monom.
Wenn man sich merkt, da x die 1.,y die 2.,z die 3. Unbestimmte ist, so ist dieses
Monom durch seinen,Exponentenvekton [i;j; k ] eindeutig bestimmt. Wenn man die
Gre e der Exponenten beschainkt, so ist die Zahl der noeglichen Monome besclankt,
man kann also ein Polynom folgenderma en abspeichern:

Man numeriert alle meglichen Monome durch (es seien etwd Steick), dann schat
man sich ein Feld mitN Komponenten und merkt sich zu jedem Monom den entspre-
chenden Koe zienten. Wenn ein Monom in einem Polynom gar nig¢ vorkommt, ist
der entsprechende Koe zient eben gleich Null.

Diese Darstellungsform wird dig dichte\ genannt. Wir wollen uns aber auf dig,deinne\
Darstellung beziehen, die nur die wirklich vorkommenden Mmme und ihre Koe zi-
enten speichert.

public class QXYZ

{

public Q co; Il Koeffizient

public int[]] ex; /I Exponentenvektor

public QXYZ next; // naechstes Monom

public static int varzahl = 3; // Zahl der Variablen
public static String vars = "XYZ";

public static int[][] O; //Ordnungsmatrix

/** Konstrukteur */

public QXYZ()

{
this.co = new Q(0);
this.ex = new int[varzahl];
this.next = null;

}

In der Komponentenext haben wir die Adresse desathsten Summanden gespeichert,
beim letzten Summanden setzen winext = null .

Vernenftig ist es, die Monome nicht zudllig in so eine Liste einzutragen, man ordnet
sie am Besten der Go e nach. Wir brauchen also eine Vergleichsrelatioruf Monome.
Der Grad eines Monoms ist die Summe seiner Exponenten, dera@reines Polynoms
ist das Maximum der Grade seiner Monome. Ein Monom soll ger als ein anderes
sein, wenn sein Grad grer ist. Fur Monome vom Grad 1 legen wir eine Ordnung
willk rlich fest, etwax >y > z . Fur Polynome gleichen Gradesénnen wir jetzt die
lexikographische Ordnung nehmen:

x2>x2%y>xy?2>y3>x2z>y%z>z73%
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Diese Grad-lexikographische Ordnung ist nur eine aus ein®ielzahl von Ordnungs-
meglichkeiten. Man fordert aber gewhnlich, da fer Monome p;q;r mit p > g auch
stetspr > gr gilt, dies ist hier erfellt. In der Klasse QXY2Zvird eine Ordnung durch eine
Ordnungsmatrix de niert, fur die lexikographische Ordnung ist dies die Einheitmatrix
Der Vergleich von Monomen geschieht wie folgt:

[** Vergleich; Ergebnis = -1, 0, 1
aktuelle Ordnungsmatrix wird verwendet

*/
public static int lex(QXYZ p, QXYZ q)
{
int i,j,0p=0,09=0;
if (iszero(p) && iszero(q)) return O;
if (iszero(p)) return -1;
if (iszero(q)) return 1;
i=-1;
while ((i < varzahl-1) && (op == 0qQ))
{
i++; op=0; 0g=0;
for (j=0; j < varzahl; j++)
{
op = op + p.ex[j:]*O[?][!];
oq = oq + q.ex[j[*Oflf;
}
}
if (op>o0q) return 1;
if (op==0q) return O;
return -1,
}

Nun kennen wir Rechenoperationeneir Polynome implementieren:

Addition:
Seien zwei Polynom@; ggegeben, in beiden seien die Monome derézx nach geordnet.
Wir schauen uns die jeweils grten Monome an. Es gibt drei Meglichkeiten:

1. p:e > q:e dann ubernehmen wirp:e nebst seinem Koe zienten inp+ q und ersetzen
p durch p:n.

2. p:e < g:e dannubernehmen wirg:enebst seinem Koe zienten inp+ g und ersetzen
g durch g:n.

3. p:e= (:e dann bilden wir a= p:c+ g:G wenna 6 0 ist, so sbernehmen wirp:e mit
dem Koe zienten ain p+ g und ersetzenp durch p:n und q durch q:n.

Dies wiederholen wir, bigp und g abgearbeitet sind, also beide aufull zeigen.

Die Subtraktion ist analog zu behandeln.
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Bei der Multiplikation bekandeln wir zuerst den Spezialfa) wo das Polynomq nur einen
Summanden besitzt. Hier ist einfach jeder Summand vgnmit g:czu multiplizieren, zu
den Exponentenvektoren vorp ist q:ezu addieren. Da eventuell sehr oft mit derselben
Zahl g:czu multiplizieren ist, ist es ratsam, diese Zahl am Anfang zkeirzen.

Den allgemeinen Fall éhren wir auf den Spezialfall zuack: Fer jeden Summandemm
von g bilden wir m p und addieren all diese Polynome.

Man kann ein Programm schreiben, da eine eingegebene Za&nkette in Blocke zerlegt,
die z.B. als Z%hlen (12, 1, ...), als Bezeichner von Variabléx; x1, ...), als Funktions-
werte (sin(x); X, ...) usw. interpretiert und Regeln kennt, wie mit diesen Ofekten
umzugehen ist, etwa co(+ y) = cos(x)cosfy) sin(x)sin(y). Man keHm dann sym-
bolisch rechnen, auf numerische Werte kommt es gar nicht arx (= = 5 wird nicht
berechnet, man wei aber, da x? =5 ist).

Wenn das Programm Di erentiations- und Integrationsregel kennt, so kann man (falls
das wberhaupt geht), unbestimmte Integrale in geschlossenerofn darstellen. Der
Rechner kann in Ruhe alle Tricks durchprobieren. Aus diese@rund sind Compu-
teralgebrasysteme bei theoretischen Physikern besondeediebt.

Weit verbreitet sind folgende CA-Systeme, die meist sowolalls UNIX- als auch als
DOS-Version vertigbar sind:

REDUCE von Anthony Hearns, einem Nestor der der Computeradipra,
MAPLE,

DERIVE ist die Fortsetzung von muMath, neben der Software-¥rsion ist es auf
einem TI-Taschenrechner,fest verdrahtet\ (wie bekommt man dann ein Upda-
te?),

Mathematica von Stephen Wolfram braucht ein knapp 1000 Sen dickes Hand-
buch, und da steht noch gar nicht alles drin (steht in dem Buch zu den, Packe-
ges\ gibt es nochmals vier Handbcher.

Macaulay von Stillman, Stillman und Bayer dient vor allem éir Rechnungen in
der kommutativen Algebra, ebenso

Singular (Gerd-Martin Greuel, Gerhard P ster und andere) wrde in Berlin und
Kaiserslautern entwickelt; hierbtir habe ich die Arithmetik und Matrixoperationen
beigesteuert.

Am Montag, dem 5.8.96, erahlte mir Gerhard P ster, da in KL der Wert einer 53-reihige n
Determinante mit ganzzahligen Eintragen der G® enordnung 10%° mittels aller verfegbarer
CA-Systeme berechnet wurde. Da keine Software mit Bestimntieit vellig fehlerfrei ist, kann
man sich auf die Korrektheit eines Resultats nur dann verlasen, wenn man es auf unter-
schiedlichen Systemen veri zieren kann. Die Rechenzeiterder Systeme unterschieden sich
heftig:

Maple 500 h
Reduce 80 h
Mathematica 20 h

Singular 0,5h
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Aber auch das Resultat war nicht immer dasselbe: Mathematia hatte ein anderes Ergebnis als
die anderen. Natrlich kann kein Mensch das Resultatuberprefen. Die Antwort von Wolfram
Research wegen des Fehlers lauteteHaben Sie nicht ein kleineres Beispiel?\

14.5 Das charakteristische Polynom

Wenn A einen n-Matrix und x eine Unbestimmte ist, so heit die Determinante
a(X) = JXE, A ] das charakteristische Polynom voA. Da die Eintrage der Matrix

XE A keine Kerperelemente, sondern Polynome (vom Grad 0 oder 1) sind,nkadie

Determinante nicht mit Hilfe des Gau schen Algorithmus beechnet werden. Was nun?

Fur die Leibnizsche Methode wre eine Polynomarithmetik retig; der Rechenaufwand
ist mit n! unakzeptabel hoch.

Wenn man die Tatsache ausnutzen will, da der Koee zient vorx™ ' in  A(x) gleich

der Summe deri-Hauptminoren von A ist, so mu man bedenken, da der Koe zient

von x2 die Summe von | Determinanten ist, allein deren Anzahl ist schon riesig.
2

Wenn man sich aber die Mhe macht und eine Polynomarithmetik implementiert, so
geht es leicht. Man braucht die Addition/Subtraktion, Multiplikation und Division mit
Rest fur Polynome in einer Variablen. Wir bringen dann die Polynomnatrix xE,, A
schrittweise in Dreiecksform: Durch Zeilen-/Spaltentaush bringen wir die Komponente
minimalen Grades an die Position (1,1). Dann dividieren wimit Rest: a.; = a;.1 g+ .
Wenn wir nun dasg-fache der ersten Zeile von darten subtrahieren, erhalten wir in
der ersten Spalte gerade, was Null ist oder aber zumindest von kleinerem Grad ist.
Dies iterrieren wir, bis die erste Spalte Nullen entlt. Dann ist die zweite Spalte dran
USW.

Beispiel:
0 1 0 1 0 1
1 x O 0 1 x x O 1 x 1 0 1 1 x O
@ o x 0A1 @ 0 x 0A1 @ 0 x 0A! @x 0O 0Al
0 0 X 0 0 x 0 0 x 0 0 X
0 1 0 1
1 0 0 10 0
@x x2+x 0A1 @0 x 0o A
0 0 X 0 0 x* x

Drei Dinge sollen noch angehrt werden:

Mit demselben Verfahren kann man die Matrix in Diagonalformuberfethren, und man
kann es erreichen, da die Diagonalkomponenten einanderilem. Diese Diagonalform
ist eindeutig bestimmt und heit Smithsche Normalform; die Diagonalkomponenten
hei en ihre Invariantenteiler. Der ,hechste\ Invariantenteiler von XE, A ist das Mi-
nimalpoynom vonaA.

Das Ganze klappt naeirlich auch fur beliebige Polynommmatrizen.

Wenn die Eintrage einer Matrix ganzzahlig sind, kann man mit dem beschrieben
Verfahren die Determinante ohne Divisionen berechnen.

Wir wollen den Rechenaufwand grob abseltzen:
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Es entstehen Polynome bis zum Grad. Um ein solches zu Null zu machen, sind
maximal n Zeilenoperationen ®tig. Eine Zeilenoperation mit Polynomen kostet etwa?
Rechenoperationen. Es sind etwa? Komponenten zu bearbeiten. Die Zeitkomplexgt
ist also etwan®.

Wir wollen uns nun genauer mit dem Zusammenhang zwischen dkpe zienten und
den Nullstellen eines Polynoms befassen. Sei

f(2)=2"+bz" Y+ i+ b 1z =(z z):::(z zn)

ein Polynom mit den Koe zienten b und den Nullstellen z;. Wir wissen, da f (z)

. . . . . . f(z
durch die Linearfaktorenz z teilbar ist. Wie sehen die Koe zienten von ( ~ aus?
i
P gz X1 X
Satz 143 =272 = = 211 pz
Z 4 i=0 j=0

P P .
Beweis: Wir multiplizieren z" 1 hz'l Y'und z  z; miteinander und stellen Sie
fest, obf (z) herauskommt.

1 i
( "' hz') (z z)

i=0 j=0
X1 ‘ - ! X o
- Zn i qzllj Zn 1 hzll j+1
i=0 j=0 i=0 j=0
X1 X X K1 -
= "' pz'! "% pzy! (k= i+1)
i=0 j=0 k=0 j=0
X1 X Xt X1 .
= 2°C hn'  pzl)elem o bh !l o
i=1 lj:O {z j=0 ) j=0
=h
X _ :
= Zn Ib + Z:T |
i=0 i=0
=f(z) f(z)="1(2):0
Abkerzung: Seif (z) ein Polynom vom Graden mit den Nullstellen z;;:::;z,. Wir
setzen
So = N;

S1= i+ i+ z,

2.

Sp= Z2+ i+ 72

Si=2zZy+ i+ 2z
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Die Zahl s; heit die i-te Potenzsumme dek; .

Wir stellen nun eine Beziehung zwischen den Potenzsummenr ddurzeln und den
Koe zienten des Polynoms auf, dies sind die sogenannten N&eamschen Formeln .

1 X1
Satz 144 b = T bsi |
j=0

Beweis: Es istf (z) = Q (z z). Wir betrachten die Ableitung f {z) von f (2):

X Y X ¢
9= @ z)= &
. Z  Z
k i6k
Xn Xl i
— Zn i1 hzli(j
k=1 i=0 j =0
X 1Xi _ X
= Zn i 1q le(J
i=0 j=0 K
X 1Xi _
= 2" " s
i=0 j=0

Andererseits gilt X
f2)= 2" Yn i)h
und durch Koe zientenvergleich erhalten wir
Xi X1
(n )b = bsi ;= bsi ; + nb;
j=0 j=0
und daraus ergibt sich die Behauptung. |

Wir kehren nun doch nach diesem Seitensprung wieder zu unserlieben Matrizen
zureick. Aber wir wenden das Gelernte an:

Lemma 14.5 Seienz;:::z, die Eigenwerte der MatrixA, dann ist s; = Sp(A'):

Eigenwerte. |

Ein noch besseres Verfahren zur Berechnung der charaktdsshen Polynoms basiert
auf den Newtonschen Formeln, dgs daberhinaus fast ohne Divisionen auskommt:
Fur die Koe zenten von A(x) =  ax" ' gilt die Rekursionsgleichung

X .
a; Spur(A' !):

j=0

L
1
|
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Also
a =1,
a; = Spur(A);
1
a = ESpur((A + auE)A)
usw.

Es sind ungeihr n* Rechenoperationen notwendig.

/**

Inversion nach Faddejev */

public static DM faddejew(DM a)

{

}

inti, , n =am; DM c, cc, d, e; double t;
c = new DM(n, n); e = new DM(n, n);
for (i = 1; i <= n; i++)

{
for j = 1; ] <= n; j++)
e.mat[i][j] = 0,
e.mati][i] = 1.;
}

c = DM.copymat(e);
double b[] = new double[n+1];
b[0] = 1,
i = 0;
while (i < n-1)
{ .
i++;
cc = DM.matmult(c, a);
t = DM.spur(cc);
¢ = DM.copymat(cc);
b[i] =t/ (-i);
d = DM.matscmult(e, bli]);
cc = DM.matadd(c, d);
¢ = DM.copymat(cc);
}
d = DM.matscmult(c, -1);
cc = DM.matmult(a, d);
t = DM.spur(cc);
bn] =t/ n;
t = -1.0 / b[n];
cc = DM.matscmult(c, t);
return cc;

14

COMPUTERALGEBRA
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Das soeben vorgestellte Verfahren stammt von Leverrier urkéhddejew. Es ist im Paket
HUMath sowohl in der Klasse DM als auch in QM (also in exakter Athmetik) imple-
mentiert. Da der konstante Term des charakteristischen Pghoms bis aufs Vorzeichen
gleich der Determinante vonA ist, kann diese relativ schnell, fast ohne Divisionen
berechnet werden.

Nach dem Satz von Hamilton/Cayley gilt

X .
aA" '=0;

Nach Multiplikation mit A ! (falls dies existiert) kann diese Gleichung nach ! auf-
gebst werden; die Inverse einer Matrix kann also auch fast ohri#visionen berechnet
werden. Dies wurde in den achtziger Jahren von einem Infortiker wiederentdeckt
und publiziert. In einer Rezension des betre enden Artikal wurde das Verfahren aller-
dings als,, numerisch unstabil\, weil Divisionen erfordernd, abqualziert. Ich kann mir
aber kein Berechnungsverfahren zur Matrixinversion vorstien, das ohne Divisionen
auskommt, nur welche mit mehr oder weniger vielen.

Da die Matrixinversion genauso schwierig wie die Matrixmiiiplikation ist, erkennen
wir daran, da sich die Multiplikation auf die Inversion zureickfeihren la t:

0 1, 0 1
E A O E A AB

@o E BA =@0 E BA
0 0 E 0 0 E

14.6 Pseudoinverse Matrizen

Wenn wir die Komplexitat K (n) eines Algorithmus der Gp e n bestimmen wollen,
und schon vermuten, da K (n) die Form

K(n)=a n?+ b nlog(n)+ c n

haben lonnte, kennen wir die Werte vonK (n) fer verschiedenen bestimmen und
daraus die Koe zienten a; b; cberechnen: das erfordert die &sung eines linearen Glei-
chungssystems.

Nun kann es aber passieren, da das Gleichungssysterberbestimmt ist, also keine
Lesung hat. Wir suchen also nach derbesten Fast-losung\. Dazu braucht es einige
Vorbereitungen.

Wir wollen den Begri der inversen Matrix auf nichtregulare und nichtquadratische
Matrizen verallgemeinern.

Wir betrachten Matrizen von xierter Gr ® e, und zwar seinen sie stets entweder aus
M oder ausM,,, wenn Produkte A;A,A5::: gebildet werden, so wollen wir immer
voraussetzen, da diese Matrizen sich auch wirklich multizieren lassen, also abwech-
selnd ausM,, und ausM,,, sind.

De nition:  Eine Matrix A heit pseudo-regukr, wenn eine Matrix X mit AXA = A
existiert. Die Matrizen A und X hei en zueinander pseudoinvers, wenAXA = A und
XAX = X qilt.
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Lemma 14.6 Wenn die Matrix A regular ist, so ist sie auch pseudoregait und die
einzige zuA pseudo-inverse Matrix istA 1. )

Lemma 14.7 Wenn A pseudo-regudr ist, so besitzt es eine pseudo-inverse Matrix.

Beweis: SeiIAXA = A und Y = XAX , dann ist AYA = AXAXA = AXA =
A; YAY = XAXAXAX = XAXAX = XAX =Y, also sindA und Y zueinan-
der pseudo-invers. |

Satz 14.8 SeiM = fX j AXA = Ag, dann ist jede MatrixY = X1;AX 5, wo X ;X5 2
M sind, zuA pseudo-invers und jede zA pseudoinverse Matrix hat diese Form. Seien
A und X zueinander pseudoinvers, dann sindX und XA idempotente Matrizen.

Beweis: 1LAYA = AX;AX,A = AX,A = A; YAY = X;AX,AXAX,A =
X1AX 1AX A = X1AX, = Y

2. SeiA zu Y pseudo-inverse, dann liegtf’ = YAY in M.

3. (AX)? = AXAX = AX, analog fir XA. O

Folgerung 14.9 SeienA und B zueinander pseudoinvers, dann gilt rg() = rg(B) und
Sp(AB) = Sp(BA) =rg(A).

Beweis: AusABA = A folgtrg(A) rg(B), aus Symmetriegeinden folgt die Gleichheit.
die zweite Aussage folgt aus der Idempotenz vaxB . O

Satz 14.10 SeiB pseudoinvers z(A. Das Gleichungssystem\x = b ist genau dann
losbar, wennABb = bist und die allgemeine bsung hat die Formx =y BAy + Bb,
wobeiy 2 " beliebig ist.

Beweis: Seiu eine Lesung, alsoAu = b, dann ist ABb = ABAu = Au = b Wenn
umgekehrt ABb = b gilt, so ist Bb eine Lesung.

WegenAy ABAy =0ist x =y BAy eine Losung des homogenen SysterAx = 0;
wenn umgekehrtAx = 0 ist, so hat x die Formx = x BAX. |

Wir betrachten ein Beispiel:

SeiA =(1; 1),dannistB = zu A pseudoinvers. Wir betrachten das Gleichungs-

NN

11
systemAx = 5. Es ist AB = (1), also ABb = bund wegenBA = 7 % st die
2 2
allgemeine losung gleich
a 11 a 5 la lb+ 5
P vogo= g e
b 2 2 D 2 jat zb+ 3

De nition: Die Matrix X heit Moore-Penrose-Inverse der MatrixA, wenn

1. AXA = A; 2: XAX = X; 3. (AX) = AX; 4: (XA) = XA

gilt, d.h. A und X sind zueinander pseudo-invers undX und XA sind selbstadjun-
giert.
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Lemma 14.11 Eine Matrix A besitzt lochstens eine Moore-Penrose-Inverse.

Beweis: SeierX und Y pseudo-invers zUA, dann gilt
X = XAX = XX A = XX AY A = XX A AY = XAXAY = XAY;

analog zeigt manY = XAY , damitist X = Y. O

Wir wollen nun zeigen, das jede Matrix eine Moore-Penrosaverse besitzt. Dazu brau-
chen wir ein paar Hilfsbetrachtungen.

Lemma 14.12 WennAA =0 st, soistA=0: WennBA A=0ist, soistBA =0:

Beweis: SeAA =0; dannist Sp(AA ) =0; diese Spur ist aber gleicﬁ a; a; , folglich
sind allea; =0:

Wenn BA A =0 ist, so ist auchBA AB = (BA )(BA ) = 0 und daraus folgt die
Behauptung. O

Satz 14.13 Sei A eine beliebige (rechteckige) Matrix. Das Minimalpolynomm(z) von
A A hat die Null echstens als einfache Nullstelle.

Beweis: Wir nehmen anm(z) hatte die Null als k-fache Nullstelle,k > 1; alsom(z) =
g(z)z*. Dann gilt
g(A A)(A A)*=0;

daraus folgt
g(A A)YA A)X A =0

und
g(A A)A A 1=0

im Widerspruch dazu, da m(z) das Minimalpolynom ist. |
Der folgende Satz wurde von Penrose 1956 wantlicht.

Satz 14.14 Jede Matrix A besitzt eine Moore-Penrose-Inversa .

Beweis: Wenn 0 kein Eigenwert vorA A ist, so ist A regular und A ! exisiert. An-
dernfalls hat das Minimalpolynomm(z) von A A (bis auf einen konstanten Faktor) die
Form

m(z) = 9(29Z° z;

wir setzen
X = g(A AA:

Es qilt
XAA A= g(A A)A AA A=gA A)A A)?=AA;

also XA E)A A =0; daraus folgt XA E)A =0; d.h.
XAA = A

Nun folgt
(XA) = AX =XAA X = X(XAA ) = XA
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AXA = A(XA) = AA X =A:
Die Matrix A A ist selbstadjungiert, damit ist auch die Matrixg(A A) selbstadjungiert,
daraus folgt
AX = Ag(A A)A = Ag(A A) A =(Ag(A A)JA) =(AX) ;

XAX = X(AX) = XX A =g(A AJA X A = g(A A)(AXA) =
g(A A)A = X:
Damit sie die vier Eigenschaften bewiesen. |

Der Beweis liefert auch gleich ein Konstruktionsverfahrefur die Moore-Penrose-Inverse,
das aber in der Praxis nicht angewandt wird.

Wir wollen aber ein Beispiel betrachten. SeA = (3 2 1), wir wollen die Moore-
Penrose-Inverse vorA bestimmen. Es ist

0 1
9 6 3

AA= @ 4 2A:
3 21

rgA = rg(A A) = 1; also hat das charakteristische Polynom die Form® 14z2 und

- o1, . 1
das Minimalpolynom ist ﬂz z, also istX = ﬂA .

14.7 Unl esbare und unterbestimmte Gleichungssysteme

Den folgenden Zusammenhang werden wir ejer berstigen.
Satz 14.15 Seif : V! W eine lineare Abbildung, dann is(Ker(f ))? =Im(f).
Beweis: Sef (v) = o, dann ist fur alle Vektoren w die Gleichung

H (v);wi =0= hv;f(w)i;

erfullt, also liegt v in (Im (f))?, also ist Im (f)  (Ker (f ))?. SeiF die Darstel-
lungsmatrix von f beziglich irgendwelcher Basen, sei div = n; dimW = m, dann
ist

dimim(f)=rg(F)=rg(F )=dimIim(f )=r

und
dimKer(f )= m
also
dim(Ker(f ))* =r;
daraus folgt die Behauptung. |

In praktischen Beispielen kommen lineare Gleichungssyste vor, die zu wenige Glei-
chungen enthalten, um eine eindeutig bestimmte edsung zu besitzen. Manchmal ist
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es sinnvoll, aus der bsungsmannigfaltigkeit eine bsung mit minimalem Betrag aus-
zuwahlen. Wie das zu geschehen hat, wollen wir uns ansehen.

Sei alsoAx = b ein lineares Gleichungssystenx 2 R™; b2 R". Wir wissen vom Ende
des letzten Kapitels, da

R™=Im(A ) Ker(A)
gilt. Sei x eine Losung des Systems, wir zerlegen= x; + X,, wo Xy in Im(A ) und X,

in Ker(A) liegt, dann ist
AX = AXq + AX, = AXq;

also istx; auch eine losung, weiter ist
ixXi? = ixaj® + %ol j xaj?
und die untere Grenze wirdér x 2 Im(A ) angenommen.

Weiter kann es vorkommen, da ein Gleichungssystem nichbsbar ist, die Ursache kann
in kleinen (vernachkssigbaren) Ungenauigkeiten der Eingangsdaten liegerg dich aber
fatal auswirken: Der Gau sche Algorithmus liefert nicht etva eine Naherungsésung,

sondern gar keine. Wir wollen eingLesung\ x suchen, wojAx lj minimal ist, sicher

ist das ein vermunftiger Kompromi .

Der Wert von jAx L ist dann minimal, wenn Ax die orthogonale Projektion vonb
auf Im (A) ist. Es ist
R"=Im(A) Ker(A)

wir zerlegenb entsprechend:b= b, + b,. Da by, in Im(A) liegt, ist Ax = by lesbar und
JAX b ist minimal. Dadurch ist x noch nicht notwendigerweise endeutig bestimmt,
evtl. ist noch eine,Lesung\ minimalen Betrags auszuwhlen.

Der folgende Satz wurde von Penrose 1957 weantlicht.
Satz 14.16 Fur x = A bsindjAx Dbj und jxj minimal.

Beweis: Zu zeigen ist, dax in Im(A ) liegt und da AA b= b ist. Die erste Aussage
folgt aus
A b=g(AAAD

(mit den Bezeichnungen des ersten Satzes von Penrose).
Weiter ist AA bdie Orthogonalprojetion vonb auf Im (A), denn AA b2 Im (A) und

MA b b;AA b= hAA b;AA b h b;AA bi;
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AA st selbstadjungiert, also
= hb;AA AA b h b;AA b
= h;AA b h b;AA b =0:0

Beispiel:
Wir betrachten das unbsbare Gleichungssystem

1 2 X 1
36 y 1
0 11
Wir erhalten =55 2 6 1 T 55 4 ; die Probe ergibt 3
5

doch eine gebrige Abweichung.

Moore-Penrose-Inverse von normalen Matrizen (d.l/A A = AA ) lassen sich leicht
berechnen. Zuachst rechnen Sie bitte nach, da man die Moore-Penrose-knse einer
Diagonalmatrix dadurch erhalt, da man die von Null verschiedenen Diagonalelemente
durch ihre Inversen ersetzt.

Satz 14.17 SeiA eine (quadratische) normale Matrix,U eine unitare Matrix und D
eine Diagonalmatrix, so da A = UDU ist. Dannist A = UD U :

Beweis: Man rechnet es eben aus:
AA A=UDU UD UUDU =UDD DU = UDU = A usw. O

14.8 Polynommatrizen

in diesem Abschnitt werden wir sehen, wie man das Minimalpglom einer Matrix
bestimmen kann.

De nition: M, (R[Xx]) sei die Menge allen n-Matrizen A(X) = ( &; (X)), wo die a; (X)
Polynome sind. Solche Matrizen hei en Polynommatrizen.

SeiA(x) eine Polynommatrix, k sei das Maximum der Grade dea; (x), dann heit k
der Grad vonA(x); k = deg(A(x)). Dann kennen wir jedesa;(x) als

(3!
L+ ay

O yk 4 g@yk 14

aj (X) = " x" + &

schreiben und mindestens eia{” ist von Null verschieden.
Wir betrachten nun die Matrizen

AI = (a|(1|)) 2 |\/Inn;

dann ist
A(X) = AoxK + AxK T+ i+ Ay
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und Ag ist nicht die Nullmatrix.

Zum Beispiel:
x?2+x+1 x® x+2 _ 0 1 4 10 W24 1 1 «+ 1 2
2X x 3 1 00 0 1 2 3 0o 1

De nition:  Die Polynommatrix a(x) heit regul ar, wenn Ay regular ist.

Polynommatrizen werden wiesblich addiert und multipliziert.

Lemma 14.18 1. degA(x) + B(x)) max(degA(x);degB(x));
2. deg(A(x)B(x))  deg(A(x)) +deg(B(x));

3. wennA(x) oder B (x) regular ist, so gilt im zweiten Fall Gleichheit.

Beweis: SelA(X) = Agx" + :::; B(X) = Box" + :::, wo Ap 6 0 oder By 6 O ist, dann
ist
A(X)+ B(x) = (Ag+ Bo)xK+ ::1;
also ist der Grad hechstens gleicm. Weiter seiAy 6 0 und By 6 0; dann ist
AX)B(X) = AgBox"" ™+ :::;

also ist der Grad hechstens gleicm + m. Wenn z.B. Ag regular ist, so ist AgBg 6 0O;
der Grad also gleichn + m. |

Satz 14.19 (Divsion mit Rest) SeienA(x); B(x) Polynommatrizen,B(X) sei re-
gular. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynommatrize®(x); R(x) mit A(x) =
Q(x)B(x) + R(x), wobeiR(x) = 0 oder degR(x) < degB(X) gilt. Q(x) heit der
rechte Quotient, R(x) der rechte Rest vormA(x) bzgl.B(x).

Beweis: Sei degq{(x)) = I; degB(x)) = m. Falls | < m ist, setzen wir Q(x) =
0; R(x) = A(X).
Sei alsol m, wir fehren die Induktion uber |. Es gilt

Bo'B(X)x' ™m=Ex'+ByBx' '+ :::+ ByBux' ™;

die Matrix
AoByB(x)x' ™= Apx' + :::

hat denselben Bchsten Koe zienten wie A(x), also hat
A(X) AByB(X)x! ™

hechstens den Grad 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also MatrizeR (x)
und R(x), wo degR) < deg®) oder R =0 gilt, so da

A(X)  AgByB(X)x' M= P(Xx)B(x)+ R(X);
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d.h.
A(X) = (P(x)+ AgByx' MB(x)+ R(X):

Den Faktor vor B (x) nennen wir Q(x).
Die Matrizen Q und R sind eindeutig bestimmt, denn sonst gbe esP und S mit

A=QB+R=RB+S

also
(Q P)B=R R;

daQ P 6 0 sein sollte, steht links eine Matrix vom Grad m, rechts aber eine
Matrix vom Grad <m, also istP = Qund R = S. |

Folgerung 14.20 Dasselbe gilt mit vertauschten Faktorel’A = BP + S; S=0 oder
deg(S) < degB); P heit linker Quotient und S linker Rest. )

Es ist sicher nicht verwunderlich, das bei linker und rechteDivision unterschiedliche
Quotienten und Reste auftreten, es kann sogar vorkommen, deine Matrix A bei
rechter Division durchB einen von Null verschiedenen Resalt, aber von links durch
B teilbar ist. (Suchen Sie ein Beispiel!)

Freher haben wir in ein gegebenes Polynom eine (skalare) Matreingesetzt. Nun
wollen wir in eine Polynommmatrix A(x) 2 M, (R[x]) eine Matrix B 2 M, einsetzen,
dabei messen wir aber aufpassen: Sei

AX) = ApxK+ AxK T+ i+ Ay

dann de nieren wir
A(B)= AgB¥+ A;BX T+ i1+ Ay

Satz 14.21 EsseiB 2 M, und A(x) = Q(X)(Ex B)+ R, dann hatR den Grad 0,
ist also eine skalare Matrix und es gilA(B) = R.

Beweis: Wie Sie selbst bittaiberprefen, gilt
Ex' B'=(Ex' '+Bx' 2+ :::+B' 2x+ B' })(Ex B);
wir multiplizieren von links mit Ay ; und summieren:
AcEX®  AoB¥+ AIEXX T ABK T4+ A Al
= A(x) A(B)= X Ag i(Ex'" 1+ :::+ B' )(Ex B);
den Faktor vor (Ex B) bezeichnen wir mitQ(x) und erhalten
A(x) = Q(X)(Ex B)+ A(B);

alsoA(B) = R. O



14.9 Smithsche Normalform 219

14.9 Smithsche Normalform

Wir wollen Polynommatrizen Operationen folgenden Typs umrwerfen:

1. Vertauschen von Zeilen bzw. Spalten,

2. Multiplikation einer Reihe mit einer Zahlr 6 0;

3. Addition des f (x)-fachen einer Zeile zu einer anderen, dasselbe aueh Epalten,
dabei seif (x) ein Polynom.

De nition:  Zwei Polynommatrizen hei enaquivalent, wenn sie durch eine Folge von
elementaren Operationen auseinander hervorgehen.

Zum Beispiel gehen die folgenden Matrizen durch elementa®perationen auseinander

hervor:
X X+1 X X+1 X 1 0 1 1 0

X2 x x¢2 1 0 0 0 0 0 O 0 O

Satz 14.22 Jede Polynommatrix ist zu einer Polynommmatrix der Form

0 . 1
i1(X) 0

o
0

0 0
aquivalent, wobei jeweil$,(x) ein Teiler von i+ (X) ist.

Beweis: Durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen wird erchat, da deg(a;1(x)) mini-
mal ist. Das Polynoma, aus der ersten Zeile wird mit Rest durcta,; dividiert:

aix = a1 + 1, deg() < deg(@iy) oderr =0:

Nun subtrahieren wir dasg-fache der ersten Spalte von dek-ten Spalte, dann bleibt

an der Stelle (3 k) dasr stehen. Wennr = 0 ist, ist es gut, sonst bringen wir es an die
Stelle (1,1) und beginnen von vorn. Nach endlich vielen Sdtten sind alle Elemente

der ersten Zeile (au er dem ersten) gleich Null. Dasselberamstalten wir mit der ersten

Spalte. Also istA(x) aquivalent zur Matrix

0 1
an(x) 0 ;O
= A
0 A1(x)

Wenn a;; alle Komponenten vonA,(x) teilt, so bleibt das auch bei allen Operationen,
die wir kenftig mit Ai(x) ausfuhren, erhalten. Wenn etwaa; (x) nicht von a;; geteilt
wird, so addieren wir diei-te Zeile zur ersten und beginnen von vorn. Dabei wird
sich der Grad vona;; weiter verkleinern. Wenn wir erreicht haben, da a;; alle Kom-
ponenten vonA;(x) teilt, widmen wir uns A;(x) und bringen es in Diagonalgestalt.
Irgendwann sind wir fertig. O

Wir fragen uns nun, ob die Polynomd;i,;::: von den gewhlten elementaren Ope-
rationen oder nur von der Matrix A(x) abhangen. Die Antwort kennen wir aber erst
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etwas smter geben. Zuerstuberlegen wir uns, da die Wirkung dieser Operationen
durch Multiplikation mit Matrizen folgernder Art realisie rt werden kann:

0 1 O 1 0 1
1 0 1 0 1 0

SEAE 1 SRR | S

1 1 1

Dies sind Polynommatrizen, deren Determinante nicht vorx abhengt, die also im
Bereich der Polynommatrizen eine Inverse besitzen.

De nition:  SeiA(x) = ( &; (x)) eine Polynommatrix.

Seid;(x) der gre te gemeinsame Teiler allera; (x),

d>(x) der gre te gemeinsame Teiler aller 2-Minoren vorA(x),

di(x) der gre te gemeinsame Teiler alleti-Minoren von A(x),

dn(x) = det A(x): Alle d; seien normiert. Died; hei en die Determinantenteiler von
A(X).

Lemma 14.23 Fur alle i gilt: d;(x) teilt di+1 (X).

Beweis: Nach dem Entwicklungssatz ist jedei ¢ 1)-Minor von A(X) eine Linearkom-
bination von i-Minoren, also teilt d; jeden ( + 1)-Minor und damit auch d;.; . O
dk (X)
de 1(x)

De nition:  Wir setzenipg(x) = 1; ix(x) =

, die ix(x) hei en die Invarianten-

teiler von A(x).

Satz 14.24 Die Determinantenteiler einer Matrix andern sich bei elementaren Ope-
rationen nicht. Aquivalente Matrizen haben dieselben Determinantenteile

Beweis: Wir betrachten dieaquivalenten Matrizen A(x) und P (X)A(x)Q(x), wo P (x)
und Q(x) Produkte von Elementarmatrizen sind, ihre Inversen sindlao auch Poly-
nommatrizen. Seil (x) ein |-Minor von P (x)A(x)Q(x), nach dem verallgemeinerten
Determinantenmultiplikationssatz gilt
X
h = Piag;

wo die Polynomep;; a; g jeweils gewissd-Minoren von P(x); A(X) bzw. Q(x) sind.
Nun seid, der I-te Determinantenteiler von A(x). Dann teilt d, jedesa;, also teilt es
auch jedenl-Minor von P AQ und damit auch denl-ten Determinantenteiler vonP AQ.
Da durch Multiplikation von PAQ mit P 1 und Q ! wieder A erhalten wird, stimmen

die Determinantenteiler ucg)erein. 1 O
a

Satz 14.25 SeiA(x) zu@ S A aquivalent, weiter noge jedesa, ein Tei-
an(X)
ler von ax4+; sein, dann sind dieay(x) die Invariantenteiler von A(x).
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Beweis: Beide Matrizen haben dieselben Determinantentild,, da sieaquivalent sind.
Das Polynoma; teilt alle Elemente der zweiten Matrix, also istd; = a;. Die 2-Minoren
haben die Forma;a;, sie werden alle voresa, geteilt, also istd, = a;a,. Analog sieht
mand, = a; :::a.
Nun ist i; = d; = a;, allgemeiner

dk ai g

= = = a0
aplllag 1

Damit kennen wir unsere obige Frage beantworten: Die oben verbleten Diagonal-
elemente sind die Invariantenteiler der Matrix.

Folgerung 14.26 Zwei Polynommatrizen sind genau danmaquivalent, wenn sie die-
selben Invariantenteiler besitzen. O

De nition:  Zwei Matrizen A;B 2 M, heien ahnlich, wenn eine regudre Matrix
X 2 M, existiert, so da X AX = B ist.

Im Kapitel mber Normalformen haben wir uns #tndig mit ehnlichen Matrizen befa t
(ohne es zu wissen).

Satz 14.27 Die Matrizen A und B sind genau danmahnlich, wenn die Polynomma-
trizen A Ex und B Ex aquivalent sind, also dieselben Invariantenteiler bestz.

Beweis: SeX 1AX = B, dann ist
X YA Ex)X =X !AX Ex=B Ex;

also sindA Ex und B Ex aquivalent.
Seien umgekehriA Ex und B Ex aquivalent, dann gibt es invertierbare Polynom-
matrizen P (x); Q(x), so da

P(X)(A Ex)Q(x)=B EX
gilt. Wir setzen
R(x)= P(x) %

dann gilt
(A EX)Q(X)= RX)(B EX):

Wir dividieren nun Q(x) von rechts mit Rest durchB Ex und R(x) von links durch
A EX:
Q(x) = T(x)(B  EX)+ Qo;
R(X)=(A EX)S(x)+ Ro;
dabei sindQq und Ry skalare Matrizen (sie haben den Grad 0). Also ist
(A EX)(T(X)(B EX)+ Qo) =((A Ex)S(x)+ Ro)(B EX)

(A EX)(T(xX) S(xX)(B Ex)= (A Ex)Qo+ Ro(B EX)
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Falls S 6 T ist, hat die linke Matrix einen Grad 2: die rechte Matrix hat aber
hechstens den Grad 1, also ist
S(x) = T(x)

und damit
(A Ex)Qo= Ro(B Ex)=AQo QoXx=RoB Rox;
also
Ro = Qo und ARy = RgB:
Um die Ahnlichkeit von A und B zu beweisen, missen wir noch zeigen, daRq regular
ist. Dazu dividieren wir P(x) = R(x) ! mit Rest durch (B EX):
P(x)=(B EX)U(x)+ Po;
dann ist

E=RXPX) =((A EX)S(X)+ Ro)(B Ex)U(x)+ Po)

=(A EX)S(X)(B Ex)U(X)+ Ro(B EX)UX)+(A EX)S(X)Py+ RoPo;

Es ist
Ro(B Ex)=(A EX)Qq;

also ist
E=(A EX)(Q(X)U(x)+ S(x)Py)+ RoPy;

dies ist eine Darstellung der Restdivision voi durch (A EX), die sieht aber so aus:
E=(A Ex)0+E;

also istRoPy = E und Ry eine reguare Matrix. O

Die in einem Invariantenteiler einer Matrix auftretenden Btenzen eines irreduziblen
Teilers des Invariantenteilers hei en deren Weierstrassise Elementarteiler. Diese ent-
sprechen ¢ber dem Kerper der komplexen Zahlen) den Jordanbtken zum entspre-
chenden Eigenwert. Zwei Matrizen sind genau darahnlich, wenn ihre Invariantenteiler
elbereinstimmen.

Wir wenden uns nun dem Minimalpolynom der MatrixA 2 M, zu. Dazu betrachten
wir die Polynommatrix A Ex. Die Matrix

B (x) = (b (x))

sei die aus den Adjunkten (denr{ 1)-Minoren) von A Ex gebildete Matrix, sie
hat den Grad n 1; es seid;(x) der erste Determinantenteiler vonB (x), also der
gre te gemeinsame Teiler dely; (x). Wir teilen alle b; (x) durch d,(x), es gibt also eine
Polynommatrix C(x), deren erster Determinantenteiler gleich 1 ist, mit

B (x) = di(x)C(x):
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Aus der Formel #ir die Inverse einer Matrix erkennen wir
(A EXx)B(x)=det(A EX)E = ca(X)E;
dabei ist ca (x) das charakteristische Polynom von A. Also gilt
ca(X)E = di(X)(A  EX)C(x);
also istca (x) durch dy(x) teilbar:
Ca(x) = di(x)m(x);

m(X)E = (A Ex)C(x);
d.h. die Polynommatrix m(x)E ist ohne Rest durchA Ex teilbar, also gilt

m(A)E = m(A) =0;
also istm(x) ein annulierendes Polynomefr A.
Satz 14.28 m(x) ist das Minimalpolynom vonA, es gilt m(x)d;(x) = ca(X).

Beweis: Sein(x) das Minimalpolynom von A, dann ist m(x) = f (x)n(x) und n(x)E
ist durch A EXx teilbar:
n(X)E = (A Ex)D(x);

also
m(X)E = (A Ex)D(X)f (x) =(A Ex)C(x);

folglich ist C(x) = D(x)f (x), d.h. f (x) ist ein gemeinsamer Teiler der Komponenten
von C(x), also istf (x) =1 und m(x) = n(x). |

Folgerung 14.29 (Hamilton-Cayley) ca(A)=0: O

Folgerung 14.30 Das Minimalpolynom vonA ist gleich dem lechsten Invarianten-
teiler von A - Ex.

Beweis: Sei 0 1
I1
PX)(A Ex)Q(x)=@ ::: A
in
Wir wissen, da ca(X) = iy:::i, ist. Sei wiederB (x) die Matrix der Adjunkten von
A EXx, dann ist
(A EX)B(x) = ca(X)E

= P(x)ca(x)P(x) *

— 1 1

0 - F’(Xl)((_,)A EX)Ql(X)QéX.) B.(X)P
i1 by ? ERE ™

=@ AQ@::: A=@ ::: A

? b i1:::0p

In
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da dieiy 6 0 sind, ist auch die zweite Matrix eine Diagonalmatrix und e gilt

b, =is::%in;
h1 1= ilig:::i ;
b =il 2in;
b=, 1

Nun teilt b, das Polynomby; b, teilt b; usw., also sind diey die Invariantenteiler von
B (x), es istca(x) = bm(x), also istm(x) = i,(X). O



