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Kapitel I

Grundlegende Begriffe

1 Aussagenlogik

Das Ziel der Aussagenlogik ist der verbale Ausdruck von logischen Zusammenhéingen. Dazu werden
gewisse a priori wahre Voraussetzungen (Axiome) und Formelsymbole mit definierten Eigenschaften
verwendet.

1.1 Definition: tertium non datur, Junktoren, Wahrheitstafel und -baum

e Aussagen sind sprachliche Gebilde, die entweder wahr oder falsch sein kénnen, aber nicht
beides (tertium non datur).

e Aussagen kénnen durch Junktoren A,V,—, = zu komplexeren Aussagen verkniipft werden.

e Die Aussagenlogik selbst beschiiftigt sich mich allgemeinen Prinzipien des Argumentieren und
Schlussfolgern durch Aussagen und deren Kombination.

Algebraische Interpretation: Die Aussagenlogik kann als das Auswerten und Manipulieren von
Formeln mit booleschen Variablen A B,C..., welche nur die Werte 1 fiir wahr und 0 fiir falsch
annehmen koénnen, betrachtet werden. Zuléssige Junktoren sind:

Junktor | Bezeichnung | verbaler Ausdruck
#* Negation nicht
A Konjugation und
vV Disjunktion oder
<=\ = | Implikation | falls\wenn,dann
& Buimplikation | genaudann,wenn

Ein weiterer, zusammengesetzter Junktor, ist der der Kontravalenz:

XY XV & (XVY)A(RXVY)se (XVY)A(R(XAY))

Beispiel

A (XAY)VY) & (XA (=(2)] = AX,Y, Z) Die Aussage A trifft genau dann zu, wenn die
Auswertung der rechten Seite fiir eine gewihlte Wahrheitsbelegung von XY und Z eine 1 ergibt.
‘Wahrheitstafeln

Fiir unsere vorhin genannten binédren Junktoren lauten die Wahrheitstafeln, das heifit die Wahrheit
einer Aussage bei gegebener Wahrheitsbelegung von den Variablen, folgendermassen:
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z|-x  2\y|1l 0 2\y[1 0 2\y[1l 0 2\y[1l 0 =\y[l1l 0
0|1 1 (1 0 1 11 1 (1 0 1 1 1 1 (1 0

110 0 |0 O 0 |1 0 0 |1 1 0 [0 1 0 |0 1

Negation Konjukation Disjugation  Implikation = Implikation <= Biimplikation

Somit ergibt sich fiir unsere Aussage aus dem Beispiel die folgende Wahrheitstafel:

0 0 O

SN
Ol =
O = =
Ol O
=IO O -
Ol = O

1 0 0
01 0
0 1 1
‘Wahrheitsbaum

Fiir eine gewiihlte Wahrheitsbelegung A(X,Y,Z) kann man auch einen Wahrheitsbaum anlegen, der
fiir die Belegung A(1,1,1) folgendermafen aussieht:

1.2 Satz: logische quivalenzen

e XAN1& X< XV0,XA040,XA1< 1 (Tautologie, Widerspruch)
e X NX & X & XV X(Idempotenz)
e XANY S YAX, XVY &Y VX (Kommutativitét)

e XANVNZeXANYNANZ),(XVY)VZ e XV(YVZ) (Assoziativitit)

XAY)VVZS (XVIONY VI, (XVYI)NZ < (XANZ)V (Y AZ) (Distributivitét)

-(-X) < X, XV (-X) < 1 (doppelte Verneinung, Tautologie)

(X VY)& (=X A-Y,~(X AY) < =X VY (DeMorganschen Regeln)
e (X=Y)e ((-X)VY)

o (X<Y)e ((RY)VX)

e (X&Y)e (XAY)V(-X A-Y)

Beweis

Alle Beweise konnen ganz einfach durch Wahrheitstafeln gezeigt werden.
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Ausfiihrliches Beispiel eines logischen Problemes

Wir befinden uns auf der Insel WaFa. Die Einwohner dieser Insel, die Wa’s und die Fa’s, haben
die Eigenschaft, immer die Wahrheit zu sagen oder zu liigen. Nun verirrt sich ein Besucher auf die
Insel und trifft die Inselbewohner A,B und C, welche folgende Aussagen verlauten:

e A sagt: B und C sagen genau dann die Wahrheit, wenn C die Wahrheit sagt.

e B sagt: Wenn A und C die Wahrheit sagen, dann ist es nicht der Fall, dass A die Wahrheit
sagt, wenn auch B die Wahrheit sagt.

e C sagt: B liigt genau dann, wenn A oder B die Wahrheit sagen.

Der Besucher versucht nun den Wahrheitsgehalt der Aussagen durch den Ausdruck der Behaup-
tungen in booleschen Variablen zu verifizieren. Er weif3, dafl Wahrheit gilt, genau dann, wenn:

1e¢X)Y,2) e (X< (YANZ)e Z))
ANY S (XANZ)=-(X<(XVY))) (I.1)
ANZ& (Y < (XVY))

Aus der letzten Aussage, die alle wahr sein miissen (Konjukation), folgt:
ZoS[(-Y)ANXVY)VY A-(XVY))
S((EAY)VEYAX) VYA (X)) AY))
———

<0 <0

S (Y AX)

Somit kann der Besucher aus der ersten Aussage durch Einsetzten von Z schlieflen:

XeYA(RY)AX) o (RY)AZ) o (06 (Y AX) & ~(-Y AX) & YV (-X)

<0

= XAY V(X)) VXA VX)) (1.3)
= XAYV(XA-X)V(=X)A(RY)AX)
N———

<0 <0

Somit miissen sowohl X, als auch Y wahr sein; A und B sagen die Wahrheit. Daraus schlief3t sich:
Z&S5XNY &1A00 (1.4)
Frage: Wird die mittlere Aussage von dieser Wahrheitsbelegung erfiillt? Einsetzen ergibt:

1l (1A0)=-(1<=(1V])ele (0=-(1<1))
Sle(0=-(1)eles(0=0 <1y

Also werden alle drei Aussagen genau durch eine Wahrheitsbelegung erfiillt.

Bemerkung zur Aussagenlogik

Im Beispiel der Insel WaFa konnten wir durch geschickte Umformungen relativ schnell zum Ziel
kommen, das heif3t eine geeignete und zudem noch eindeutige Belegung von XY und Z finden.
Alternativ hitten wir alle acht moglichen Belegungen (1,1,1),(1,1,0),...,(0,0,0) durchprobieren
kénnen. Fiir einen allgemeinen Ausdruck der Form: ¢(X1, Xo,...,X,) < ... wiirde das Durchpro-
bieren (,,Exhaustive Search“) genau 2™ Auswertungen von ¢ verlangen. Das Auffinden einer Losung
eines solchen aus A, V- zusammengesetzten Ausdruckes heifit das ,,Satisfiability Problem*(SAT).
Dieses Problem ist ,,NP-Vollstédndig®, dass heifit, wenn es mit polynomialen Aufwand losbar wiire,
dann gelte dies auch fiir viele andere kombinatorische Probleme, wie zum Beispiel der Primfaktor-
zerlegung und die gebrauchlichen Kryptographiesysteme wiren nicht mehr sicher.
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2 Mathematische Beweisverfahren

2.1 Satz: Widerspruchsbeweis

Oben haben wir folgenden Satz bewiesen:

XY, Z)eol=Xe)AY e 1)A(Z<0) (1.6)

Vorraussetzung V- Behauptung B

Diese Implikation wurde direkt bewiesen, indem ausgehend von V durch logische Umformungen
B hergeleitet wurde. Wegen (V = B) < (=B = —V), benutzt man oft auch eine indirekte
Beweisfithrung, das heifit, man leitet aus der Negation der Behauptung die Negation der Voraus-
setzung her. Wenn V trivial ist, das heiffit immer erfiillt ist, spricht man auch von einem Wider-
spruchsbeweis. Ein klassisches Beispiel fiir dieses Beweisverfahren lautet:

V < {Axiome der natiirl. Zahlen nach Peano}
B < { Es gibt unendl. viele Primzahlen}
—B & { es existieren nur endl. viele Primzahlen p1, po,...pn}
= (p1 ... pn)+ 1ist prim = Widerspruch

Ein weiteres Beweisverfahren ist jenes der (vollstéindigen) Induktion.

2.2 Definition: Wohlordnung

Eine Menge M heifit wohlgeordnet durch eine strenge Ordnungsrelation
z <y ((z,y) € RC M xY, RRelation)
wenn fiir alle {z,y, 2z} C M gilt:
1. z £ x (Irreflexivitit)
2. (z<y) A (y < z)= (r < z) (Transitivitdt)
3. Entweder (z < y) oder (x =y) oder (x> y) (Trichotomie)

4. Fiir jede nichtleere Teilmenge N C M existiert ein kleinstes minimales Element n € N, so
da: me N = (m>n)V(m=n)

Bemerkung: Die natiirlichen Zahlen und alle endlichen Teilmengen haben diese Eigenschaften.
Sie lésst sich erweitern auf iiberabzéahlbare Ordnungszahlen.

2.3 Satz: Induktionsbeweis

Fiir M wohlgeordnet und A : M — {0,1} gilt:
(VneM,YmeM:m<n—Am)=1)=An)=1)= An) =1

In Worten: Falls fiir beliebiges n € M aus A(m) =1 fiir alle m < n folgt, dafl auch A(n) =1 ist,

dann gilt A(n) =1 fiir alle n € M.

Beweis

Falls die Menge N = A~!(0) im Widerspruch zur Behauptung nicht leer ist, dann hat sie ein
kleinstes Element n € N, wegen vorausgesetzter Wohlordnung. Dann gehoren aber alle m € M zu
A~7Y(1) = Cy = M\N, so daB nach Voraussetzung auch gelten muss: A(n) =1 = NN Cy = 0,
dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung [

Bemerkung: Der iibliche Induktionsanfang wurde in den Induktionsschluss integriert, da fiir
n =1 = min{n € N = M} die Bedingung [(m < 1) A (m € N)] nicht erfiillbar ist und daher
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die Implikation A(1) =1 also trivialerweise gelten muss.

Beispiel: Die Bernoulli-Ungleichung.
Behauptung: (1+h)" > 1+ hnfirn € Nund h e R,h > —1

Beweis:
1. Induktionsvoraussetzung: (1 + h)" > 1+ hn
2. Induktionsbehauptung: (1 + h)"*1 > 1+ h(n+ 1)
3. Induktionsanfang: n=1:1+h=14+hVh eR

4. Induktionsschritt: Die Aussage sei fiir 1 < m < n + 1 richtig.

n—n+1:(1+h)""=1+n)"(1+h)

é (1 +nh)(1+h)

=1+ h+nh+nh?
>1+(n+1)h O

2.4 Strukturen

Von Mengen zu Funktionen: Mengen — geordnete Paare, kartesisches Produkt — Relationen (—
quivalenzrelationen, Ordnungsrelationen) — Funktionen

Strukturen in der Mathematik bestehen aus Mengen, ausgezeichneten Elementen und Funktionen.
Beispiele: (N;1,n),1 € Nyn : N — N und n die Nachfolgefunktion oder allgemeiner (M, e, S),e €
M,S: M — M.

Die Struktur der Nachfolgefunktion (N, 1,n) ist frei und minimal, das heifit, es gibt ein erzeugendes

Element und es ist die kleinste Struktur, die die Eigenschaften der Nachfolgefunktion erfiillt. Es
gilt:

e 1 hat keinen Vorgénger, das heift ist nicht im Bild von n enthalten.
e 1 ist injektiv, das heifit es gibt immmer maximal einen Vorgénger.
e X CNmit1le X und Vy € X : n(y) € X = X = N(Induktionsargument).

Mengentheoretische Betrachtung der natiirlichen Zahlen: 1 := {@},n(A4) = A U {4}, also

2=n(1) = {0} U{{0}} = {0,{0}},3 = {0, {0}, {0, {0}}},. ..

Addition: a : N — N wird rekursiv definiert durch: a(x,1) := n(x), a(z, n(y)) := n(a(z,y))
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Die reellen Zahlen

3 Die Zahlenbereiche

Die Grundlegende Zahlenbereichshierachie lautet N ¢ Z ¢ Q ¢ R € C(Cc H c 0), wobei
Ni={1,2,....k— 1,k k+1,...}

Motivation fiir Z: Die Gleichung a + 2 = b mit (a,b) € N? ist nicht immer nach 2 € N auflésbar.
Wenn ¢ +x = d, (c,d) € N? eine zweite Gleichung ist, dann ist diese mit der ersten konsistent,
wenn a +d=b+c < (a,b) ~ (¢, d).

Skizze:

i

- k3 S fm LB O
.
LY

51
4 -2-3-45.6
Somit ergibt sich die Menge der ganzen Zahlen Z = {0,1,-1,2,—-2,... ,k,—k,...}

Motivation fiir Q: Nun ist allerdings wiederum die Gleichung axz = b mit (a,b) € Z nicht immer
in x € Z lésbar.

Skizze:

+
(=1
[~

A
-
Bl

10
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Somit erhalten wir die Menge der rationalen Zahlen Q = {%, p € Z,q € N, p, q teilerfremd}
Nun kann man weiter die reellen Zahlen R konstruieren.

Motivation fiir C: Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat in R keine Losung. Wir konstruieren dazu die
komplexen Zahlen C = {z + v/~1y : (z,y) € R?} mit v/—1 =:i.

Skizze:

z=a+bi=re'?
Ly

v L a

= | Re

Z=a-—bhi=re"¥

Bemerkung: Das Komplement R \Q heifit Menge der irrationalen Zahlen, die sich weiter aufteilen
in die Menge der irrationalen algebraischen und die Menge der tranzendenten Zahlen.

Algebraische Zahlen sind Nullstellen von Polynomen mit rationalen beziehunsweise ganzen Koeffi-
zienten. Rechenoperationen mit ihnen sind rein algebraisch ausfithrbar. Die Vervollstdndigung von
Q mit tranzendenten Zahlen ist das ureigene Anliegen der Analysis. Die Erweiterung von R zu C
ist wieder rein algebraisch.

4 Die Korperaxiome
Q, R, C bilden jeweils einen Korper im folgenden Sinne: Es gelten die nachstehenden Axiome fiir
die additive Verkniipfung + : K x K — K mit +(z,y) =: « + y, so daf} gilt:

L1. V z,y,z € Kgilt: (z+y)+ 2 =2+ (y+ 2) bezichungsweise +(+(z,y), z) = +(z, +(y, 2))
(Assoziativitét)

I1.2. V z,y € Kgilt: z +y = y + = beziehungsweise +(z,y) = +(y, z) (Kommutativitiit)

I.3. 30 € Ksodaf: Va € K: 2+0 = z bezichungsweise +(x,0) = = (Existenz des Nullelementes,
des neutralen Elementes der Addition)

4. Vo € K3y € Ksodal: z+y = 0,y := —z (negatives Element, inverses Element der Addition)

Fiir die multiplikative Verkniipfung : K x K — K, (z,y) =: zy des Korpers gelten auerdem
folgende Axiome:

IL.1. Va,y,z € Kgilt: z-y) -2 = z- (y- z) beziechungsweise -(-(x,y), z) = -(z, -(y, 2)) (Assoziativitit)
I1.2. V z,y € K gilt: x - y = y - « bezichungsweise -(z,y) = -(y,z) (Kommutativitit)

I1.3. 31 €e Kso daBl V = € K gilt: - 1 = = beziehungsweise -(z,1) = = (Einselement, neutrales
Element der Multiplikation)

4. VO#zecKIycK:iay=1, y:=a ! = % (inverses Element der Multiplikation)

Auflerdem gilt fiir die Verkniipfung beider Abbildung folgendes Axiom:

III.1. Vz,y,2 € K: (z+y) - 2 = zz + yz bezichungsweise -(z, +(z,y)) = +(-(z2),-(yz)) (Distribu-
tivgesetz)

Bemerkung: In Z gelten all diese Axiome mit Ausnahme von 114. Eine solche Struktur heifit auch
kommutativer Ring mit 1. N verletzt auflerdem noch II3 und I4, eine solche Struktur nennt man
Halbring oder Semi-Ring.
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4.1

Satz: Folgen aus den Korperaxiomen

Aus den Koérperaxiomen folgt:

i).

ii).

iii).

Die Eindeutigkeit der 0, des neutralen Elementes der Addition, die Eindeutigkeit der 1, dem
neutralen Element der Multiplikation.

Daraus folgt wiederum die Eindeutigkeit des Negativen und der Differenz y — x = y +
(—2), (x,y) € K2, sowie des Kehrwertes und des Qoutienten Y= yr~1, (z,y) € K2,z #0.

Somit wiederum ergibt sich die eindeutige Losbarkeit linearer Gleichungen a + bx = c.

Beweis

).

iii).

4.2

Angenommen 0 und 0’ sind neutrale Elemente beziiglich der Addition, dann gilt fiir alle
z € K sowohl 0 + x = 7, als auch 0/ + z = x. Setzt man x = o’ in die erste und z = 0 in die
zweite Gleichung ein, erhiilt man 04+ 0 =0 A0 4+0=0=0=0+0"=0".

Der Beweis fiir die Eindeutigkeit des neutralen Elementes der Multiplikation verlduft analog.
Wegen b # 0 ist © = % wohldefiniert. Einsetzen von x in die Gleichung ergibt:
a+bl(c—a)b ) =a+[(c—a)blbt =a+(c—a)(b-b"')=a+(c—a) =a+c—a=a—atc=c
= x ist tatsdchlich Losung.

Beweis der Eindeutigkeit: Sei a+bz = ¢ fiir € K: = (a+b%) = (a+bz) © bi=br < T ==

Satz: Rechenregeln in einem Korper

Rechenregeln fiir beliebige z,y € K:

1

11

111

v

).
).
).
).

(—(—z))=2Vze Kund ((z7')71) =z wenn x # 0
z-y=02x=0vVy=0

(—2)y = —(xy)
~(@+y)=-a-yVayec Kud @y =27y fire£0#y

Beweis

ii).

7«<": Daf} heifit wir beweisen die Implikation von rechts nach links. O.B.d.A. :
Seir =0= a2y =0y = (04 0)y =0y + 0y = 0y = 0y + Oy = 0 = Oy

”=": Falls x=0 ist nichts zu beweisen. Sonst existiert 2!, so daB 0 = zy = 710 = 0 =
x~lry = y = y = 0 wie behauptet.

Zusammenfassung: Alle aus der Schule bekannten Rechenregeln lassen sich aus den Kérperaxiomen
herleiten und gelten insbesondere in R und allen Teilkérpern K C C.

Bemerkung: Die Grundrechenarten sind alle jeweils bindre Operationen, dafl heifit, dafl sie je-
weils zwei Argumente zu einem Koérperelement verkniipfen. Demgegeniiber sind —z und z~! unére
Operationen, daf} heifit, sie werden jeweils auf ein Element angewendet. Das Minuszeichen kann
somit sowohl eine unére, wie auch bindre Operation darstellen. Das unére Pluszeichen ist trivial
und wird meist weggelassen.
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4.3 Definition: Unterstruktur

Eine Teilmenge K’ C K eines Ringes ist genau dann selbst ein Ring beziiglich der in K definierten
bindren und unidren Operationen, falls K’ algebraisch abgeschlossen ist, dafl heifit Vx,y € K’ :
x+y,z-yeK.

Mit anderen Worten: Die Operationen diirfen nicht aus der Teilmenge hinausfiihren. Ist K sogar ein
Korper und die Teilmenge auch iiber die Kehrwertbildung abgeschlossen, dann ist die Teilmenge
auch ein Teilkorper.

Beispiel: K’ = {z + yv/2: z,y € Q} ist ein Teilkérper von R und ein Erweiterungskérper von Q,
daf3 heifit Q C K' C R.

Frage: Warum ist K’ # Q.
Antwort: Weil v/2 irrational ist, daB heiBt die dquivalenten Bedingungen /2 = T e 2= %2 &
m? = 2n? fiir m,n € N nicht erfiillbar.

Beweis: Annahme, es gibt ein geeignetes Paar m,n € N. O.B.d.A. gilt dann: m, n sind nicht beide
gerade, sonst wird gekiirzt. Da wiederum m? = 2n? gerade ist, kann m nicht ungerade sein. Somit
folgt, da n ungerade sein muss. Da aber gilt, dal n? = % = m7, folgt, dal n gerade ist. Somit
haben wir einen Widerspruch und es kann kein geeignetes Paar m,n aus N geben, welches /2

ergibt [J

4.4 Definition: Notation fiir Tupel, Summen, Produkt

Schluf3folgerung aus den Korperaxiomen: Verallgemeinerung von Assoziativitdt, Kommuta-
tivitdt, Distributivitdt auf endliche Summen und Produkte, sowie deren Verkniipfungen. Fiir ein
Tupel von n Zahlen schreibt man (a;)7_; = (a1,...,a,) € K". Fiir Addition und Multiplikation
gilt:

n—1

S a = (a1 +az) +as) +..) Fan = (Y ay) +an

j=1 j=1
Haj = (...((a1~a2)~a3)~...)~an:(ﬂaj)'an

Beispiel: Die Fakultit: n!= [[j=1-2-...-n=(n—-1)!-n

j=1
Bemerkung: Hier wird induktiv , bewiesen“beziehungsweise sichergestellt, daf die Aussage A(n) =Das
Produkt bzw. die Summe der Zahlen (a;)’_; ist wohldefiniert.
Behauptung: Der Wert einer Summe oder eines Produktes in einem Kérper ist unabhéngig von
der Reihenfolge der Elemente.
Beweis: Wurde in der Ubung erbracht.

4.5 Lemma: Verallgemeinerte Distributivitit

Vb e Kund (a;)j-, € K" gilt:
b(D_aj) =) (bay)
j=1 j=1

Dabei kann das Argument der Summe ein beliebiger Ausdruck sein, der nicht unbedingt vom
Laufindex abhéngen muss, wie zum Beispiel:

b=nb
1

n

J
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Beweis

Beweis durch Induktion tiber den Laufindex m. Zu zeigen ist: Fiir ein beliebiges n € N folgt
aus der Giiltigkeit der Beahauptung fiir alle m < n, dal die Aussage auch fiir n selbst gilt.
Fallunterscheidung;:

1). Wenn n = 1 ist, ist die Menge der m, die kleiner als n sind, leer, und somit muss die Aussage
fiir n = 1 direkt bewiesen werden, da jede beliebige Aussage fiir die leere Menge gilt.

Induktionsanfang: n =1 :
1 1
Z = = Z (b-ay) (IL.1)

2). Wenn n > 1, kénnen wir das Wissen verwenden, dafl die Aussage bereits fiir alle m < n gilt.
Induktionsschritt: m =n—-1—mn:

- n—1

Zaj =b- Z -)+an):b~(Zaj)+b~an
T = (11.2)
v Z (b-aj)+(b-an) Z (b-aj)
j=1 j=1
Fiir ein zweites Zahlentupel (b;)2; € K™ folgt somit:
(o0 (Qoai) =D (Db -ag) =33 (bivag) =3 b (3 ay) (IL.3)
i=1 j=1 j=1 =1 j=1i=1 i=1 j=1
1) 2.) 3.) 4)

Frage: Wieviele Operationen brauche ich, um diesen Aussdruck in verschiedenen Formen auszu-
werten?

1.) 2.) 3.) 4.)
Additionen : (m4+n—-2)|(m—-1)+Mmn—-1) | mn—-1|m+n—2
Multiplikationen : ‘ 1 ‘ n ‘ mn ‘ m

Fazit: Im Allgemeinen lohnt es sich, gemeinsame Faktoren aus Summen heraus zu ziehen, um die
Anzahl der bindren Operationen zu reduzieren.

Allgemeine Summen- und Produktnotation:

n—m-+1 n—m-+1

i B > amyi-1 Hfallsn>m ﬁ B I1 ams+1-1 ,fallsn>m

j=1
j=m 0 sonst j=m 1 sonst

Spezialfall: n! := [[j=1-2-...-nfallsn>1und 0l = 1.
j=1

Dabei wird die Rekursion erhalten: (n — 1)l = 2 = n=1:01= ¥ =1

4.6 Definition: Binominalkoeffizient

Der Binominalkoeffizienten fiir k,n € NU {0} ist wie folgt definiert:

<n>_len J) no(n—1)-(n—2)...-(n—k+1) (IL.4)

und 148t sich verallgemeinern fiir n € Z oder sogar n € R.
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4.7 Lemma: Eigenschaften des Binominalkoeffizienten
). (})#00<k<n= (Z):ﬁiw
i) (3) = () + (7)) fir 1<k <m

Beweis

ii). Beweis von ii.) unter Nutzung von i.). Fallunterscheidung:

Fall 1: n=k: (") = b =1=("") + ("))

n!-0! n—1 n
Fall 2: n>Fk:
n—1 n n—1\ (n—1)! N n—1)! _k(n—l)!+(n—1)!(n—k)!
k-1 k S (k=D!'n—k)!  kK(n—1-k)!  kl(n—k) kl(n —k)!
(k+n—Ek)(n-1) n! n
= = = O
El(n — k)! El(n — k)! k
(IL.5)
n
Potenznotation: 2" =z -...- T = [[z=2"=1
n—ma j=1
4.8 Satz: Binominalsatz
Fiir x,y € K und n € N gilt:
(x4+y)" = (Z) ak . ynk (11.6)
j=1
Beweis
e Induktionsanfang n =1 :
1 I\ 10 0\ 01
=@ty =aty=|,)ry" + )"y (IL.7)
e Induktionsschritt n — 1 — n :
v n—1 n—1
@ =@ e C (") e )
k=0
-1 n—1
_ k+1 n—1—k - k n—k
B A G Ee
k=0
N n-1 2 n-1
_ - k+1, n—1—k - k n—k
(e ()
k=0 k=0
n—1 -1 -1 n—1
_ - n - k+1, n—1—k - k, n—k - n
U L 1 Gy i M Gy R G
k=0 k=1
2 n—1 n—k
_ k - k. n—k - k n—k n
=z +;[<k_l>zy +< i >xy | +y
n—1 n
n n n k, n—k n n n k, n—k
= = D
()2 (e (O =2 (1)

(I1.8)
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5 Anordnung, Absolutbetrag, Minimum und Maximum

Im Gegensatz zu C lasst sich R und jeder Teilkérper von R linear auf der ” Zahlengerade” anordnen.
Anordnungsaxiome in R: Es gilt:

IV.1. Entweder (z < y) oder (z = y)oder (z > y) (Trichotomoie)

V2. (z<y)A(y<z)= (x < z) (Transitivitét)

IV3. (z<y)Nz€R= z+z < z+y (Monotonie der Addition)

IV4. (z<y)AN(0< z €R) = zz < zy (Semi-Monotonie der Multiplikation)

Notation: <y < (z <y Vz =y) < y > x und wir definieren

2] T ,falls z > 0
x| =
—x Lfallsz <0

5.1 Lemma: Eigenschaften des Betrages
i). |z| =0 < x = 0 (Definitheit)

ii). |zy| = |z|ly| (Homogenitét)

).
iii). |x +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung)
).

iv). |z —y| > ||| — |y|| (inverse Dreiecksungleichung)

Bemerkung: Das Lemma gilt auch fiir die Verallgemeinerung des Betrages || von Zahlen z € R
auf Normen ||z|| € R von Vektoren z in endlich oder unendlich dimensionalen Réumen, wie zum
Beispiel im R? mit der euklidischen Norm, woher die Dreiecksungleichung ihren Namen hat.

Beweis
iii). Beweis von iii) durch Fallunterscheidung;:
e x>0undy>0:=0<zx+y=|z+y|l=|z|+ ]y
e x<0Oundy>0:

er<—y=zr+y<0=lz+tyl=—(r+y)=—z—yund —z <|z|, —y < [y| = [z +y| <
2| + [y
ex>-—y=zr+y>0=jzt+yl=c+yund z < |z|,y < |yl = |z +y| <|z|+ |y

e z > 0 und y < 0: Behauptung folgt aus Symmetrie.
r<0und y <0:

=0>z+y=—|z+yl=—(—2)+(=(~y) = —|z| - |yl
= |z +y| = |z| + |y

iv). Folgt aus zwei gemif:

lz| = |y +z -yl < |yl + |z —y| = |z] = |y| < |z —y|
lyl = v +y—z| <|z|+ |y — 2| = |y| — 2| < |y — =
= |lz] = [yl| < |z -y



KAPITEL II. DIE REELLEN ZAHLEN 17

5.2 Definition: max und min

max(z,y) := {

x ,fallsz >y z , fallsx <y

y Lfallsy >z y Lfallsy <z

min(z,y) := {

Folgerung: Auf der Menge der reellen Zahlen erfiillen die bindren Operationen min(z,y) und
max(z,y) die folgenden Eigenschaften:

i). Kommutativitit: min(x,y) = min(y, x) beziechungsweise max(z,y) = max(y, )

ii). Assoziativitdt: min(z, min(y,z)) = min(min(z,y), z) beziehungsweise max(z, max(y, z)) =
max(max(x,y), z)

iii). Distributivitét: max(min(x,y), z) = min(max(z, z), max(y, z)) beziehungsweise min(max(z, y), z) =
max(min(z, z), min(y, z))
Beweis

Wurde in der Ubung erarbeitet.

Bemerkung: Es gibt in R kein neutrales Element beziiglich min und max:
min(z,u) =z VzeR=>u=00¢R

Die Erweiterung von R um oo verletzt die Koérperaxiome.

Verallgemeinerung: Genauso wie Summe, Produkt und andere sowohl kommutative wie as-
soziative Operationen, ldsst sich auch min und max auf endliche Argumenttupel (a;)}_, € R"
iibertragen:

n—1
j:17

max((a;)7_;) = max(max((a;) an) = max{ai,as,...,an}

Fiir min gilt diese Ubertragung ebenso.

Frage: Kann man auch max und min von unendlich langen Tupeln (Folgen) oder unendlichen
Mengen reeller Zahlen bilden?

Antwort: In gewissem Sinne ja, vorausgesetzt, die Vollstandigkeit des geordneten Zahlenkorpers

ist sichergestellt.

6 Vollstindigkeit der reellen Zahlen

6.1 Definition: Beschrinktheit und Schranken

In einem Korper K, der die Axiome I-1V erfiillt, definieren wir fiir eine Teilmenge M C K:
i). s € K als obere Schranke von M, falls Va e M :a < s
ii). M heifit nach oben beschrénkt, falls ein solches s € K existiert.

In derselben Weise definieren wir auch eine untere Schranke von M und nennen dann M nach unten
durch jenes s € K beschrénkt.

Falls M sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt ist, heiit M beschréinkt, ansonsten
unbeschrinkt.

6.2 Definition: Supremum und Infimum

Eine obere Schranke s € K heifit kleinste obere Schranke oder Supremum von M, falls : V s’ €
K, s’ obere Schranke , gilt: s < s’. Es gibt hochstens ein solches Supremum und man schreibt:
s = sup(M). Gilt fir s € K : s € M, so heifit es auch Maximum von M und man schreibt:
s =sup(M) = max(M).

Auf gleicher Weise definieren wir das Infimum und das Minimum. Es gilt: inf(M) < a < sup(M)Va €
M.
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Beispiele

1.): Jede endliche Menge M 1dBt sich durchnummerieren, so dass M = {a;}7_; und inf(M) =
min(M) = min({a;}j_,) < sup(M) = max(M) = ({a;}}_,)

2.): M = N C Q hat inf(N) = min(N) = 1. N ist aber nach oben unbeschrinkt, da nach dem
Archimedischen Gesetz gilt: V x € Q3dn € n > .
Mit anderen Worten: N hat keine obere Schranke z € Q. Diese Aussage folgt spéter aus
Axiom V, dem Supremumsprinzip.

3.): M ={+:n e N} CQ hat das sup(M) = max(M) = 1 und inf(M) = 0 # min(M), da nach
Archimedes:(@SSS%fﬁrneNéﬂg S%VnENé(sz\/ng%VnEN):>3:Oist
tatséchlich grofite untere Schranke.

4): M = {0 <z € Q:2* <2} hat inf(M) = 0 = min(M) und ist nach oben beschréinkt. In
Ubung zu zeigen: Mit Hilfe von Archimedes und der Binominalformel, dass M kein Supremum
in Q hat.

6.3 Axiom V: Vollstiandigkeit
jede nach oben beschrinkte Menge M C R hat ein Supremum sup(M).

Bemerkung: Da fiir M nach unten beschriinkt gilt inf(M) = —sup(—M) (Ubung), folgt: jede
nach unten beschrinkte Menge M C R hat ein Infimum inf(M).

Deswegen kann nur die Existenz einer der beiden fiir entsprechend beschrinktes M angenommen
werden.

Wie auch bei anderen Axiomen bleiben wir den Beweis schuldig, dafl diese Eigenschaften wirklich
erzielt werden kénnen. Ein konstruktiver Beweis iiber Dedekindsche Schnitte oder Cantorsche Fun-
damentalfolgen ist moglich.

Folgerung: Axiom V impliziert, dal V0 <x € R:3dn e N: % <z <n.

Beweis: Annahme, die rechte Ungleichung gilt nicht = 2 > nVn € N = N ist durch x nach oben
beschrinkt und muss nach Axiom V ein Supremum s haben = s — 1 ist keine obere Schranke von
N,;sodaB s —1 < n fireinn € N= s <n-+1= s ist auch keine obere Schranke im Widerspruch
zur Annahme.

Beweis fiir % analog.

6.4 Satz: Existenz, Eindeutigkeit und Monotonie der Wurzelfunktion

Fiir 0 < ¢ € R und n € N existiert genau ein 0 < € R, so dafl ™ = ¢. Dieses  wird mit {/c
bezeichnet und ist monoton beziiglich ¢, daB heiBt ¢ > ¢ = V¢ > {/c.

Beweis
Zunéchst gilt fir 0 < z,y € R :

n—1
(@ —y") = (=) Y aly" T = (@) (" ey e ) S e <y s < g7, (IL9)
=0

das heifit die Potenz 2™ ist fiir > 0 eine streng monotone Funktion. Aulerdem gilt:
M ={0<yeR:y" <c}#0 da0 € M und die Menge ist nach oben beschrinkt, da (1+c) ¢ M,
weil gilt: (1+¢)" =377 ¢->c+1>ec

Setze © = sup(M) < 1 + ¢, welches nach Axiom V existiert. Es gilt > 0 weil : Sei ng € N,ng >
max{%,2} dann nio <e¢, -+ <1,dann 0 < (nio)” < nio < ¢, dann ist z > 0. Nun bleibt zu zeigen,

’n

dafl ™ = ¢ durch Ausschlufl der Méglichkeiten 2™ < ¢ und 2™ > c.
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Fall 1: 2™ > ¢
Betrachte (x — i), m € Nm > % und zeige, daf3 es fiir hinreichend grofles m auch eine obere
Schranke wire:

(-d)=al- > M) = () ) e e
~—~ Bernoulli
<1 fiar m> + (I1.10)

S (1= > 1ol > 5 e <1 g em> i

Die letzte Bedingung wire genau dann erfiillbar , wenn 1 > -5 & 2" > c.
Das fithrt zum Widerspruch zur Supremumeigenschaft, so dafl ™ < ¢ sein muss.

Fall 2: 2" < ¢
Betrachte (x + %) und zeigen daf es fiir hinreichend grofles m auch noch zu M gehort, im Wider-
spruch zur Supremumeigenschaft.

(o4 ) = a1+ ) = 3 ()Y < en 3 (Y

Jj=0 Jj=0
1

= 2" (%)n_l _xn_l_(%)nJr z"-c <c
B n_ -1 JT e (1-2)

<1 fiir m> 2

" " n
< — <l —<1-—

c-(1—-2) mx

Die letzte Ungleichung ist genau dann erfiillbar durch grofles m, falls %" < 1. Dies ist jedoch ein
Widerspruch zur Supremumeigenschaft von x.

Die Monotonie folgt aus 2’ = sup(M’) > sup(M) =z fiir M'={0<y:y" <} > M.
Bemerkung: Obiger Existenzbeweis fiir {/c ist nicht konstruktiv, das heifit, er gibt kein Verfahren

an, mit dem diese Zahl berechnet werden kann, das heifit beliebig nahe durch £ € Q angenéhert
werden kann.



Kapitel 111

Folgen und Reihen

7 Folgen und Konvergenz

7.1 Definition: Folge

Abstrakt ist eine reelle Folge eine Abbildung f : N — R, wobei man iiblicherweise direkt die Bilder
x, = f(n) € R angibt und die Gesamtfolge hinschreibt als:

(Tn)nens (Tn)pZi, (Tn)n>1 oder (x,)

Haufig wird (z,) auch rekursiv definiert, daf heiit es gibt eine Funktion g(xz,n) =R x N — R, so
daB z,41 = g(xn,n) mit 29 oder x; gegeben.

Beispiel

Tp = 17 € Tpy1 = 227 mit 2 =11 =1

Bemerkung: Zwei Folgen (x,) und (Z,) gelten als dquivalent, falls fiir ein festes m und alle n
gilt: T,, = Tppm-

Mit anderen Worten: Ein jeweils endliches Anfangssegment ist von geringem Interesse, man
untersucht bei Folgen die Eigenschaften des unendlichen Rest an Folgegliedern.

7.2 Definition: Konvergenz einer Folge
Eine Folge (x,,) heiit gegen den Grenzwert a konvergent, falls:
Ve>03nle)eN: n>nle) = |z, —a| <e (I11.1)

. . n—oo
Man schreibt dann auch ¢ = lim =z, oder z,, —— a.

n—oo

Falls a existiert, heif3t die Folge konvergent, sonst divergent.

Bemerkung: Die obige Definition ist eindeutig, da (z,) hichstens einen Grenzwert haben kann.
la—al

Beweis: Annahme, (7,) hat die Grenzwerte a # a. Dann existiert fiir € = =5~ zwei untere
Schranken n(e) und 7(e), so daf gilt:

|z, — a| < e fiir n > n(e) (111.2)
|z, — a] < € fir n > n(e) '

Daraus folgt fiir n > max(n(e),n(¢)):

a—al=la—xz,tx, —al<l|la—z,|+|x, —a|l <e+e
0=l = a0 +0n ~l < o=l oo )
=zla—al <l|a—al

Also fithrt die Annahme, dass |a — a| # 0, zu einem Widerspruch!

20
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7.3 Lemma: Beschrianktheit konvergenter Folgen

Jede konvergente Folge ist beschrfinkt in dem Sinne, dass die Menge f(N) = {z, : n € N}
beschrfankt ist.

Beweis

Wegen der Konvergenz existiert fiir ¢ = 1 ein n(1), so dass |z, —a] < 1 = 2z, < a+ 1 fiir

n > n(l). Also gilt fiir alle n € N, dass x, < max(z1,...,Z,1)-1,a + 1) und entsprechend
Tp > min(zy, ..., Ty, —1) O

Beispiele

Sei0<ceR:

e konstante Folge: z,, = ¢, lim =c¢

n—oo

e lineare Folge : x,, = ¢-n = die Folge ist unbeschriankt, da kein Grenzwert existiert.

e reziproke Folge : z,, = ni = lim z, =0
n—oo
.. . 1 _
Begriindung: |z, — 0| = |z,| = & < e fiir grofe n & 1 < et = Je o n > (}E = n(e) =

¢/1 = [2] mit [z] kleinste obere Schranke aus N fiir z € R.

7.4 Definition: Monotonie

Eine Folge heifit monoton steigend beziehungsweise fallend fiir alle n € N, wenn gilt: z,, < z,11
beziehungsweise x, > @y 41.
Wenn sogar < beziehungsweise > gilt, heifit die Folge streng monoton steigend oder fallend.

7.5 Satz: Konvergenz monotoner, beschrinkter Folgen

Jede monoton steigende nach oben beschréinkte Folge beziehungsweise jede monoton fallende nach
unten beschrinkte Folge konvergiert und zwar gegen sup(z,, : n € N) beziehungsweise inf(z,, : n €
N).

Beweis

Fiir beliebiges € > 0 kann sup{z,, : n € N} — e = a — € keine obere Schranke von {z,, : n € N} sein.
Also existiert ein n(e) € N, sodass () > a—¢ < a = [z, —a] < e V n > n(e). Entsprechendes
gilt fiir inf bei monoton fallenden Folgen [J.

Frage: Konvergiert die rekursiv definierte Folge: x,,41 = 2z,, — cz2, mit ¢ > 0?

Antwort: Die Konvergenz hingt vom Anfang xq ab.

Bemerkung: Solche Folgen beziehungsweise die entsprechende Bildungsvorschrift werden auch als
Iteration bezeichnet.

Fallunterscheidung:

Fall 1): a9 < 0:

= 11 = 220 — 25¢ = 70(2 — cx0) (I11.4)
———
>0
|z1]
S <0A P >0 (IIL5)
|0

Per Induktion folgt: , < 0 A |z,| > 2|zp—1] > 4|Tp—2| > ... > 27|z
= Die Folge wichst unbeschrinkt und divergiert gegen —oo
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Fall 2):

Fall 3):

Fall 4):

Fall 5):

Fall 6):

8
8.1

LL'():OZ
=>r1=2,=0VneN= lim z, =0

n—oo

0<x0§%¢>0<cx0§1:

T = 2w — cxd = 20(2 — cxo) > 0 (I11.6)
=0<ery =2cxg—ai=1—(cog—1)* <1 (I11.7)
P ) < ep, < 12 (2,,) beschrénkt (I11.8)
= Tpy1 — Ty = 2Ty — Ty — 22 = (1 — cxy) >0 (I11.9)

Die Folge ist nach oben und unten beschriinkt und monoton wachsend = der Grenzwert
lim = sup(z, : n € N) = s existiert und ist < %

n—oo
Vorgriff auf Grenzwertsitze ergibt als Grenzwert:z,, 11 = 2x, — cx2 I, s =25 —cs?2 =
5= 1
lamy<?
x = 2w — cxg = 20(2 — cxo) >0 (I11.10)
= cxy = cxo(2 —cxo) =1— (1 —cx)* <1 (II1.11)
=2 <12 >0 (I11.12)

Ab der zweiten Iteration ergibt sich somit Fall 3, also monotone Konvergenz zu a = %
Beachte: Der erste Iterationsschritt hat keine Bedeutung fiir die Monotonitét der Restfolge:
Top > < To<xg<...
Ty = %
=r1=2,=0VneN
g > %
= 11 = x9(2 — cxo) < 0, dass heifit Fall 1 gilt.
——

<0

Grenzwertsitze

Satz: Grenzwertsitze

Falls (z,,) und (y,) gegen a und b konvergieren, gilt:

i)
if)

iii)

lim (z, +y,) = lim z, £ lim y, = a £ b (Additivitét)

n—oo n—oo n—oo

lim (2, - y) = lim x, - lim y, = ab und insbesondere lim cz,, = ¢ lim z, = ca (Homo-
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

genitét)

lim (£=) = £, vorausgesetzt b # 0

n—oo  Yn

Eigenschaft i.) und ii.) ergeben zusammen die Linearitit des Grenzwertes.
Bemerkung: Das Aufschreiben von lim (z,y,) impliziert bereits die Existenz dieses Ausdruckes.
n—oo

Beweis

Seien ng(e) und ny(e) Schrankenfunktionen, sodass |z, — a| < € fiir n > ny(e) und |y, — b| < € fiir
n = ny(e)
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i) Dann folgt fiir beliebiges € > 0 und n > n(e) = max)n,(5),ny(5)), dass

| —al < $A|yn —b] < § (IT1.13)
o Ungl |Zn + yn —a —b| = |xn —a+y, — b (I11.14)
<|wp —al + |yn — b <25 = (II1.15)

= a % b ist tatsiichlich Grenzwert von x,, & y,.

ii) Da (y,) konvergiert, hat es eine obere Schranke s. Aulerdem nehme an a # (). Dann folgt:

|ZnYn — abl = [(zn — a)yn + a(yn — )| < |z — allyn| + lallyn — 0] (I11.16)
<l|zp, —als+|a|ly, —b| <€ (I11.17)
“NHV(e=0An> nz((i)) (I11.18)

= n 2 max(ng(5;), 7y (5757

ili) Betrachte zunéchst nur den Spezialfall (x,,) =1 und b > 0.
Dann gilt fiir n > max(ny, (%), n (e - %)) =n,(min($),£): [yn — b < & =y, > 2

b—yn < [b—yn|
ol s T < O

sl =

Warnung: lim,, .. =, © ¥, kann auch dann existieren und wohldefiniert sein, wenn Satz 7.1 nicht
anwendbar ist, da (z,) oder (y,) nicht definiert sind.
Beispiele:
i) lim (z, + (—,)) = 0, selbst wenn z,, = n>2 und somit selbst keinen Grenzwert hat.
n—oo N——
Yn

ii) lim (-Ly,) =0 falls (y,,) beschrénkt und ¢ > 0.

n— o0

8.2 Satz: Monotonie des Grenzwertes

Falls lim z, = a, hm yn = b und (z,) beliebig, so folgt aus z, < z, <y, Vn € N:

n—od
a= lim z, < lim y, =b
n—oo n—oo

und aus a = b impliziert: a = b= lim z,.

n—oo

Beweis

Angenommen b < a, so gilt fiir e = 28 = lb=al yyq > max(ng(€), ny(€)) mit n, und n, so dass

|zn, —a| < eV n>ng(e),|ly, —al < eV n>ny(e), dann:

|z, —al <e=a, >a—¢ |y, — bl <e=y,<b+e=>0<y,—xz,<b+e—a+e (111.19)
—(a—b)+ (a—n)2 = —1(a—b) < 0 Widerspruch (I11.20)

Restlichen Beweis als Ubung.

8.3 Lemma: Folgeneigenschaft vom Supremum/Infimum

Fir M C R gilt:

s=sup(M)es>xVezeMA 3 (z,) CM: lim x, =s

n—oo

Entsprechend fiir inf(M).
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Beweis

”=":s aber nicht s — % ist obere Schranke. Es gibt also jeweils ein mit x,, bezeichnetes Element,
so dass s — % <xp <s= |z, —s < % = €. Also bilden die so konstruierten x,, eine gegen s

konvergierende Folge aus M.

7<": s obere Schranke. Annahme: s’ = s—e wiire auch obere Schranke. Dann existiert ein n = n(e),
so dass |s — x| < € fir n > n(e) = x, > s — e = . Dies ist jedoch ein Widerspruch zur
Supremumeigenschaft von s’

8.4 Definition: Nullfolgen und uneigentliche Grenzwert
i) (zn) C R heifit Nullfolge, falls lim z, =0

n—oo

ii) (zn) C R divergiert gegen oo, in Zeichen lim z, = oo, wenn Ve > 03n(e) : z, > 1Vn > n(e)
n—oo

iii) (x,) C R divergiert gegen —oofalls lim (—z,) = o0
n—oo
Bemerkung: Im Falle ii.) und iii.) nennt man 0o auch uneigentlichen Grenzwert und sagt héufig,
(2,) konvergiert oder divergiert bestimmt gegen +oo.

8.5 Lemma: Grenzwert des Kehrwertes bestimmt divergenter Folgen
Wenn lim z, = co oder lim x, = —oco, dann gilt: lim -+ =

n—oo n—oo n—oo n
Mit anderen Worten: Der Kehrwert bestimmt divergenter Folgen ist eine Nullfolge.

Beweis

lim z, =d+co= Ve 3 n(e):|xn\>%VnZn(e)@lm—ll:|ﬁ—0|<eVn2n(e) (I11.21)

n—0o0

= 7 ist Nullfolge O (I11.22)
Bemerkung: Die Umkehrung von 7.5 ist nicht wahr.

Beobachtung: Die Grenzwertsétze sind auf uneigentliche Grenzwerte bedingt erweiterbar, dass
heifit fir lim z, = oco = lim y,, und lim z, = c € R gilt:
n—oo n—oo n—oo
e lim (z, ty,) =00
n—oo
o lim (2, yn) =00

n—oo

o lim (z, £z,) =00
n— oo

o lim (z, - 2,) =sign(c) - oo falls c # 0

n—oo

Keine Aussage kann jedoch in folgenden Fillen gemacht werden:

e lim (z,2,) fallsc=0

n—oo

e lim (z, —yn)

n—oo

o lim ()
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9 Teilfolgen, Bolzano-Weierstrass und Cauchy

Vorbemerkung: Fiir reelle Folgen gilt immer: Konvergenz = Beschranktheit. Die Umkehrung
gilt jedoch nicht, wie die Beispiele z,, = sin(n) und z,, = (—1)"™ zeigen.

In beiden Féllen existieren jedoch Teilfolgen, die konvergieren. Dies gilt fiir alle beschrankten Fol-
gen nach dem unten noch zu beweisenden Satz von Bolzano-Weierstrass.

Warnung: Dies gilt jedoch nicht in unendlichdimensionalen Rdumen wie der Menge der invarian-
ten Polynome oder der Menge stetiger Funktionen auf endlichen Intervallen!

Wir definieren (Z,,) C R als Teilfolge von z,, C R, falls es eine streng monoton steigende Index-
funktion h : N — N gibt, mit Z,, = zp,(y,)
s heiBt Haufungspunkt, falls s = lim,, . (Z,) fiir eine Teilfolge (Z,) von ursprunglichen (z,,) ist.

Bemerkung: Sehr hiufig wird die Indexfunktion nicht explizit angegeben, sondern mittels eines
beliebigen Kriterium von den Gliedern von z,, ausgew#hlt, zum Beispiel: Z,, = (alle positiven sin(n)).
Dann ist nicht immer a priori klar, dass die Teilfolge tatsdchlich unendlich viele Glieder enthélt,
wie eigentlich fiir Teilfolgen verlangt. Dies muss dann gegebenenfalls verifiziert werden.

9.1 Lemma: Konvergenz der Teilfolgen einer konvergenten Folge

i) Jede Teilfolge (Z,) einer gegen a konvergenten Folge (z,) hat genau denselben Grenzwert
lim(z,) = a.

ii) Jede Folge hat monotone Teilfolgen, die steigend oder fallend sein kann.

Beweis

i) Per Induktion lédsst sich leicht zeigen, dass h(n) > n fiir n € N und h(n) die Indexfunktion
von (Z,). Aus der Konvergenz von (z,,) folgt:
Vex>03n(e) eN:lz, —al <eV n>n(e) = |[Thp) —al <edah(n)>n>n(e)
Also konvergieren auch die Teilfolgen gegen a.

ii) Bezeichne alle Elemente z,,, fiir die gilt: n’ > n = z,,» < z,, als Spitzen der Folge (x,,). Diese
bilden dann eine monoton fallende Teilfolge, die allerdings nicht notwendigerweise unendlich
viele Elemente hat oder under Umsténden sogar leer ist. Wenn nur endlich viele Spitzen
vorhanden sind, bleibt zu zeigen, dass es dann eine monoton steigende Teilfolge gibt (siehe
Ubung).

Bemerkung: Aus Lemma 9.1 ergibt sich als Korollar unmittelbar folgender Satz:

9.2 Satz: Bolzano-Weierstrass

Jede beschrinkte Folge hat eine konvergente Teilfolge und damit mindestens einen Hiufungspunkt.
Mit anderen Worten: Aus jeder beschrinkten nicht endlichen Menge lisst sich eine konvergente
Teilfolge (x,) C M bilden.

Beweis

Nach Lemma 9.1 existieren monotone Teilfolgen, die sicherlich auch beschrénkt sind und deshalb
einen Grenzwert a besitzen. Dieser ist laut Definition Haufungspunkt O

Beispiele

1) (zn) = ((—1)™), hat die konstanten Teilfolgen (225 )nen = (1)neny und (Z2n—1)neny = (—1)nen
mit den Grenzwerten 1 und -1, welche die Hiufungspunkte von (x,,) sind.

2) xz, =sin(n) fiir n € N hat jede beliebigen Wert s € [—1, 1] C R als Haufungspunkt.
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Bemerkung: Letzteres ist erstaunlich, da die per Definition abzéhlbare Menge von Folgengliedern
eine, wie wir sehen werden, iiberabzéhlbare Menge von Haufungspunkten erzeugt. Das verlangt,
dass es iiberabzahlbar viele Teilfolgen gibt, die jeweils hochstens einen Grenzwert haben kénnen.
Dies ist in der Tat der Fall und folgt aus dem Diagonalisierungsargument: Jede Teilfolge einer
festen Grundfolge lisst sich eindeutig charakterisieren durch ein Element von {0, 1}, dass heifit
einer Folge von 0 und 1, sodass n-tes Glied 1 ist, genau dann wenn jenes Glied zur Teilfolge gehort.
Angenommen die Menge aller binéiren Folgen liele sich durchnummerieren und entsprechend unter-
einander auflisten. Dann kénnen wir durch die Modifikation aller diagonalen Elemente, dass heif}t
Austauschen von 0 und 1, eine neue Folge konstruieren, die noch nicht in der Liste enthalten ist.
Dies fiihrt zum Widerspruch der angenommenen Abzéhlbarkeit der Anzahl der Teilfolgen.

Riickblick: Nach Bolzano-Weierstrass hat jede beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge und
somit einen Haufungspunkt.

9.3 Satz: Direkte Charakterisierung von Hiufungspunkten

a € R ist ein Hdufungspunkt einer Folge (z,) & V € >0,n € N 3 m > n mit: |z, —a| <e
a € R ist genau dann kein Haufungspunkt von (z,), wenn 3 € > 0,n € N: V m > n gilt:
|Tm —al] > €

Beweis

”=": Nach Definition existiert eine Teilfolge (2} (,))nen die gegen a konvergiert. Also existiert fiir
jedes € > 0 ein h(n), dass beliebig grofi gewiihlt werden kann, so dass fiir n < h(n) = m gilt:
[T — a| = |Thn) —al < e

7<": Setze € = + und finde m(n) > n, so dass |z, — a| < €. Diese &,,(,,) bilden eine unendliche
Teilfolge, die gegen a konvergiert. Also ist a tatséichlich ein Hiufungspunkt.

Bemerkung: Wie in der Ubung zu beweisen, ist die Bedingung ¥V € > 03m : 0 < |Tm —al < e
hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Hiufungspunkt-Eigenschaft von a.

Vorbemerkung: Meistens interessiert man sich nicht fiir alle Hiufungspunkte, sondern nur fiir
die kleinsten und groBten Haufungspunkte einer Folge.

9.4 Satz: Limes superior und Limes inferior

Fiir eine nach oben beschrinkte Folge (z,,) bezeichne mit H C R die Menge aller Hiufungspunkte.
Dann hat H ein Supremum, welches als Maximum angenommen wird und mit Limes superior
bezeichnet wird.

lim supz, = lim z, = sup(H) = max(H)

n—oo

Entsprechend gilt fur eine nach unten beschrénkte Folge (y,):

lim infy, = lim y, = inf(H) = min(H)

n—oo n—oo

Beweis

In der Ubung zu zeigen: Ist mit (x,) auch H C R nach oben beschrinkt, so dass s = sup(H)
wirklich existiert. Nach der Folgencharakterisierung von sup(H) , existiert eine Folge (an)nen aus
H mit a, — s. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei |a, — s| < L immer erreichbar durch
Bildung einer Teilfolge.

Va, € H 3 T = Ty(n) € (Tn) ¢ [Ty — an| < L (I11.23)
= lim [z, — 5| < lim 2 _, (I11.25)
n—oo

n—oo "
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dass heift: s ist Grenzwert der (2,,(n))nen und damit selbst ein Haufungspunkt.
Dies nennt man ein Diagonalargument, wobei .-~ der Zahlenfolge x,,(,) entspricht.

a1 <~ Tin . T12 T11
Ap “— Tpn --- Tn2 Tpl
S

9.5 Lemma: Direkte Charakterisierung von Limes superior und Limes

inferior
s:= lim supx, & Ve>03In=nmn(e): Vm>n(e:x, <s+e,und s ist minimal beziiglich
n—oo
dieser Eigenschaft.
Entsprechendes fiir lim inf z,,.

n—0o0
Bemerkung: Ahnlich wie wirkliche Grenzwerte erfiillen auch lim,lim bestimmte Rechenregeln,
die die Auswertung und Abschétzung erleichtern.

9.6 Satz: Eigenschaften von Limes superior und Limes inferior
Fiir beschriinkte Folgen (x,,), (y,) gilt:
i) Subadditivitdt: lim sup(z, 4+ y,) < lim sup(x,) 4+ lim sup(yn)
n—oco n—o0 n—oco
ii) Positive Homogenitét: ¢ > 0 = nlin;o sup(cxy,) = cnlin;o sup(zy,)

iii) Sublinearitdt: ¢ < 0 = lim sup(cz,) = —c lim sup(—z,) = ¢ lim inf(z,)

n—oo n—o0

iv) lim inf(z,) > 0A lim inf(y,) > 0= lim sup(z,y,) < lim sup(z,) lim sup(y,)
n—oo n— oo n— oo n—0o0 n—oo

v) lim inf(y,) =b>0= lim sup(7*) < 3 lim sup(z,)

n—oo n—oo n—oo

Beweis

v) YVe>03n(e) eNyn>nle):a= lim sup(xy,),z, <a+e b—e <y, fiir n > n(e)

n—00
Daraus folgt fiir e < 37 dass
+e __ + li 3 n
S S8 = g S (L2 e S R gl e (o
<2
. . lim sup(zn) . cra lim sup(xy)

Da allerdings gilt:

a =limsup(z,) =z, <a+e
b=liminf(y,) =y,>b—c¢

}Vnzn(e)

[\

n 2 b o b
:>Vnzn(e):%gg—i—{(l—i—a)g%—l—emlte:ef(l—&—a)

. x a . .
= lim sup == < — ist nur eine obere Schranke!

S
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Frage: Lésst sich die Konvergenzeigenschaft einer beliebigen Folge (z,) formulieren und gegebe-
nenfalls untersuchen ohne schon explizit den Grenzwert a zu benennen?

Antwort: Ja, es gibt eine notwendige und hinreichende auf Cauchy zuriickgehende Bedingung.
9.7 Satz: Cauchy-Folge
Eine reelle Folge konvergiert < sie eine Cauchy-Folge ist, dass heifit die folgende Eigenschaft besitzt:
YV e>03n =mn(e) sodass: V m,m’ >n gilt: |2, — T | < € (I11.28)
Beweis
i) 7=": Sei |2, — a| < § fiir m > 7(e), dann gilt fir m,m’ > n(e) :

Dreiecksungl.

€ €
[T — T | = [Ty — @+ @ — | < |xm/—a|+|a—xm|§§+§:6
Mit anderen Worten Behauptung fiir n(e) = n(5)
ii) 7<«=": Zunéchst folgt mit ny aus Cauchy-Kriterium, dass |z,| < max(|z1],..., |Tn,—1], |Tn,+1]),

da fiir n > ny sicher |z, — zp,| < 1= |2,| < |20, | + 1.

Also ist Folge (2, )nen beschriankt und besitzt nach Bolzano Weierstrass eine konvergierende
Teilfolge () — a. Fiir beliebiges € gibt es ein beliebig grol m(n) mit |z,,,) —al < § und
es gibt ein n(5), so dass fiir alle m’ > n(5) gilt:

€ €
@ — al < |zp — xm(n)‘ + |xm(n) —al < 92 + 2 =¢

Also konvergiert die gesamte Folge (z,,) gegen a.

Bemerkung

Statt die Konvergenz aller Cauchy-Folgen auf Grundlage des postulierten Supremumsaxioms V mit
Hilfe von Bolzano-Weierstrass zu beweisen, kann man die Vervollstindigung von Q zu R auch kon-
struktiv durchfiihren (Vergleich: Z — Q). Dazu werden neue reelle Zahlen durch Aquivalenzklassen
von Cauchy-Folgen definiert. Zwei Cauchy-Foglen (2, )neny und (yn)nen sind dquivalent, falls:
Ve>0 3 nle): |xm — ym| <e, falls m > n(e) <m’.

Vergleich: Alle Briiche ”* und %L,/ sind dquivalent, wenn mn’ = m’n bei Erweiterung von Z zu Q.
Da bei dieser Erweiterung wie bei Definition einer Cauchyfolge nur der Betrag/Abstand |z — y| ,
nicht aber die Anordnung der rationalen Zahlen vorkommt, lasst sich die Vervollstindignung durch
Cauchy-Folgen auch in nicht angeordneten Koérpern wie C und allgemeinen metrischen Réumen
durchfiihren.

10 Unendliche Zahlenreihen

10.1 Definition: Reihe

Fiir gegebene Folge (an)nen D R bezeichnet man s, = Y7 a,, fiir festes ng und n € N als die
Folge der Partialsummen. Falls die (s, )nen konvergieren, schreibt man:

oo
lim s, = E ay
n—oo

k?:’rlo

Die rechte Seite nennt man unendliche Reihe und schreibt dies oft erstmal hin bevor die Frage
der Konvergenz untersucht wird. Mit anderen Worten: Die Reihe ist eine abzidhlbare Menge von
Summanden, die in vorgegebener Reihenfolge summiert werden sollen.
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(zB.: Y7 o(—=1)" =1—1+1—1... konvergiert nicht, noch nicht mal uneigentlich.)
Erlduterung zu n,: Dieser Summationsanfang wird hiufig als 0 oder 1 gewahlt, hat aber sowieso

keinen Einfluss auf Frage der Konvergenz. Es gilt fiir s,, definiert von ny und s,/ definiert von
!/
ng > No:

c unabh. von n

n ny—1 n ng—1
Sp = Z ap = Z ap + Z ap = Z ax + sh, (I11.29)
k=no k=ng k=n|, k=no
= s, =c+s), (I11.30)
= lim s, =c+ lim s, (I11.31)
o no—1 [e%s)
In Reihenschreibweise: > ap = ) ar+ >, ax
k=ng k=ng k=n{,
kvg g kvg

Wie bei Folgen spielen endlich viele Anfangsglieder keine wesentliche Rolle!

Beispiele
i) ap = ag® & i aq® hat Partialsummen s, = Xn: ag®* =a zn: " = a%, falls ¢ £ 1
5=0 k=0 k=0
(a) g <1:
lim s, = fm G @ (1— g™t (I11.32)
A= T g T (g
-4 iq) (1 lim ¢™*") = - - (I11.33)
(b) ¢g>1,a#0:
g (1= nhﬁn;(} q" 1) = sign(a)oco , unendlicher Grenzwert, bestimmte Divergenz
(b)) ¢=1
= kiO:o aq® = kzk al® = sgn(a)oo, unendlicher Grenzwert, bestimmte Divergenz.
(€) ¢< -1 7
= S, = ﬁ(l — ¢"*t1) ist divergent, dag®”t! — —oco und ¢@®*' YU+ - 400 oder

sn € {0, f—fq alternierend.

ii)

= 1 11 1 =1 1
L i N I11.34
];k:(k:—i—l) SRRET ];(k: Py ( )
N 1 1 1+1 +1 1 1 1 n—oo
=l-—-—+-——-4+-.. 4+ —— = — —
on 22 3"3 n n+l nt 1
—— ———
an monoton steigend

(I11.35)



KAPITEL III. FOLGEN UND REIHEN 30

10.2 Satz: Cauchy-Kriterium fiir Reihen

o0
Eine Reihe Y a, konvergiert genau dann, wenn
n=nogo

/
m

Ve>03Tnle):| Y an <efallsn(e) <m<m
k=m+1

Beweis

Konvergenz der Relhen & s, sind Cauchy—Folge und per Definition

m m
[$mr — Sm| = | E ar— Y, apl =] > ak| < elaut Cauchy-Kriterium.
k=ng k=ngo k=m+1

Gegenbeispiel: Harmonische Reihe

oo
> % erfiillt Cauchy-Kriterium nicht, da mit p € Nfiir m = 2P und m/ = 2PT! gilt:
k=1

m’ opt1

m
1 1 1 1 1 1 2° 1
Sm'*sm:ZE*ZE: > F= i1 T argz o 2 2T = 3
k=1 k=1 k=2P+1
= Da p und damit m,m’ beliebig grofl gewiihlt werden kénnen, kann |s,,, — $,,| nicht unter e < %
. 1 1 1
gedriickt werden: 1 + 3 + 3 + 1 +...
~—  ~——
>3 >3

Durch Induktion lésst sich iiberpriifen, dass s(r) > %(p + 1) fiir p € N, dass heifit, die mono-
ton wachsende Folge der Partialsummen s,, wichst also unbeschriankt undd wir haben bestimmte
Divergenz zu oo (Divergenz der harmonischen Reihe).

10.3 Satz: allgemeine harmonische Reihe

siehe oben: Divergenz der harmonischen Reihen. Die Herleitung ergibt allgemeiner:
=0 falls c <1
€ (0,00) fallse>1

Mit anderen Worten: Fiir ¢ < 1 dlverglert die Reihe bestimmt gegen oo . Fiir ¢ > 1 gibt es einen
positiven endlichen Grenzwert.

Fiir beliebigen Exponenten c € R gilt: Z %5

Beweis

e n n oo )
c§1::>k—1czkk E%daklfczlﬁircglizki Z%n oo wegen Divergenz der
k=1 k=1
harmonischen Reihe.

c>1:
e8] oo 2P—1
1 1 11 1 1 1
Yo=Y = +—c+—c+—+—c+—c+ ot (111.36)
k=1 k p=0 j=0 (27 +7) \/ 2 3¢ 5 6 4
p=1 p=2
e} op 00 (1—e) o 1 p
— p(l—c) —
Y =y =Y (5h) (1137
p=0 p=0 p=0

geom. Reihe
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n
Mit anderen Worten: Die Partialsummen 3 % sind monoton steigend und beschrénkt, also exis-
k=1

o0
tiert > & < oo
k=1

Bemerkung

Aus dem Cauchy-Kriterium folgt fiir m = n + 1, dass:

Ve>0 3 n(e): |snt1 — Sn| = |ant1]| < €. Mit anderen Worten: |ag| miissen eine Nullfolge bilden
fiir Konvergenz.

Wie man aus Satz 10.3 sieht, ist dies jedoch nur ein notwendiges, aber kein hinreichendes Kriterium,
da fiir 0 < ¢ < 1 zwar % — a, aber Y 7~ k—lc = 00. Die |ag| miissen also im allgemeinen hinreichend
schnell gegen Null konvergieren.

Ausnahme: alternierende Reihen.

10.4 Definition: alternierende Reihen

o0
Reihe > ay heifit alternierend, wenn fiir k € N : agag41 < 0.
k=1

10.5 Satz: Leibnizkriterium

Eine alternierende Reihe, fiir die die Betrige |ax| monoton fallende Nullfolge bilden, ist konvergent.

Beweis

0.B.d.A.: ag = 50 = |an| = ap(—1)F = agr, >0 A agei1 <0

Sok+2 = Sok + Q241 + Gokt2 = Sak — |agkt1| + |agkge] < sk <sap2 < ... < sp (I11.39)
Sok41 = Sak—1 + G2k + A2k1 = Sop—1 + |a2k| — a2ky1| > s2p—1 > S2k-3... > 51 (I11.40)
s =5 +a >s >s
2k+2 241 2k4+1 = S2k+1 = S1 (ITL.41)
S2k+1 = Sok + A2k4+1 < S2k < So
soi fallende, durch s; nach unten beschr. Folge (111.42)
Sok+1 steigende, durch sy nach oben beschr. Folge '
= lim sgp und lim Sor41 existieren und lim sg9541 — lim s = lim a; =0
k—oo k—oo k—oo k—oo k—oo
= lim sy € [s1, o existiert.
k—oo
Beispiel
oS k
S =15+ 1=06931 =In(2)
k=0
Warnung: Leibniz-Kriterium nicht unabhéngig von Umsortieren der Reihenglieder.
10.6 Definition: absolute Konvergenz
(o] oo
Eine Reihe ) ay heifit absolut konvergent, wenn die Reihe > |ax| der Betrége konvergent ist.
E=0 k=0

10.7 Satz:Verhéiltnis absoluter und normaler Konvergenz

Gewohnliche Konvergenz Z;O:O ar, € R folgt aus absoluter Konvergenz. Letzteres ist dquivalent zur
Existenz einer Schranke c, so dass: ¢ > >, _;|ay| fiir beliebiges endliches J C N.
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10.8 Korollar: Umsortierung absolut konvergenter Reihen

E ay, ist absolut konvergent < Z ap(k) absolut konvergent fiir eine beliebige Bijektion i : N — N.
k=0
Mit anderen Worten: Absolut konvergente Reihen konnen beliebig umsortiert werden.

Beweis zum Satz

Cauchy-Kriterium fiir > |ay| impliziert Cauchy-Kriterium fiir Y ay, da fiir beliebiges m,m’:

m’

-
D (IIL.43)

k=m+1 k=m+1

nach Dreiecksungleichung. Dass heifit absolute Konvergenz, daraus folgt gewthnliche Konvergenz.
Fiir J = {1,2,--- ,n} impliziert letzte Aussage, dass >, _,|ax| = >, lar| < ¢. Die monoton
steigenden Partialsummen ) ;_, |ax| haben also obere Schranke und damit einen Grenzwert. Um-
gekehrt hat jedes endliche J C N ein maximales Element m, so dass:

> ax| < Z lag| < nz |ag| < ool (I11.44)

kel

Bemerkung

Die meisten Konvergenzkriterien stellen die stirkere Eigenschaft der absoluten Konvergenz sicher.

10.9 Satz: Konvergenzkriterien

o0

Eine Reihe ) aj muss absolut konvergieren und hat somit Grenzwert, falls sie eines der folgenden
k=0

Kriteriun erfiillt:

o0
i) Majorantenkriterium: |ag| < by Vk mit > by < 0o
k=0

ii) Qoutientenkriterium: ¢ = lim sup [*2| < 1
n—oo n
iii) Wurzelkirterium: » = lim sup {/|a,| <1
n—oo

Beweis

i) Partialsummen Z lak| < Z b < Z br, < oo sind beschrankt und monoton wachsend,
k=0
daraus folgt absolute Konvergenz

i) Fir e =3(1—¢q) In(e) eN: Gzl < gpe=1(g+1) <1V m>n(e)
. Also gilt ab m = n(e):

am, m—n(e)
Jam] = b jam 1| < 31+ @)lam 1| < (31 +q)) (o)
= = (1 k—n(e) _ 1 _ lanol
= % arl <lanol ¥ (G0+0)"" = lan sty = 16y <o

k=n(e) k=n(e)

o0
iii) r:= nli»n;o sup v/|ax| <1= /;::0 |ax| konvergiert.
Fiir e = (1 —r) > 0 existiert n. € N:

(|ak|)% <r=r+e= (r+1)<1furallek:>n€:>|ak|<r’f:> Z |ag| < ZT% _

k=n., k=n
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11 b-adische Zahlendarstellung und Uberabziihlbarkeit von
R

e b e N,b> 2 sei als Basis der Zahldarstellung fixiert
e Ziffernsymbole 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,...

e Symbol und Wert gleichgestzt, A=10

11.1 Definition: b-adische Zahldarstellung

oS} .
Mit 2_pm, Z_m41 - - - 20, 21, 22, . .. werde die Reihe ) z;b77 bezeichnet, z; € {0,1,...b — 1} bzw.
j—m

das entsprechende Symbol.

Bemerkung
e iiblicherweise z,, £ 0
o cndliche bzw. abbrechende Darstellung, falls z; = 0 fiir fast alle j € N, z,,, ... 20,21 ... 25

e Darstellungen mit z; = b — 1 fiir fast alle j € N werden ausgeschlossen.

11.2 Lemma: Konvergenz der Darstellung

oo .
Die Reihe >’ z;b~7 konvergiert

j=—m
Beweis

0<z; <b-—1firallej=—m,...,0,1,..., dass heiit die geometrische Reihe > (b—1)b77 ist
j==m
eine konvergente Majorante

Bemerkung

0,(b—1)(b—1B-1) = > (b= b7 = (b—1)
j=1

sind zwei Darstellungen der selber Zahl 1.

b =1,000

1—

11.3 Satz: Eindeutigkeit der Darstellung

S} .
Jedes © € R,z > 0 hat eine eindeutige Darstellung der Form =z = > 2z;b™7, z; € {0,1,...,b—
j==m

1}, 2o # 0,25 # b — 1 fiir unendlich viele j € N.

Beweis

(b*)ken wiichst iiber alle Grenzen= 3k € N: z < bk
= es gibt ein minimales £k = m + 1 mit b < x < Pl = 1<bh™r<b

Setze: z_p = [b"™x] €{l,...;b—1}=b"x —2_, €[0,1) = 0<x — z_,,b" < b™
b h =0 < bRl < b

Seien z_p,, ..., z; bestimmt mit 0 <z, =2 — 37,

Setze: zp11 = [V*Hay] € {0,1,...,b— 1}

= Ikbk+1 — Zk4+1 € [O, 1)

= 0 < pq1 = ) — 25410 FHD) < pkL

= Vorraussetzung fiir den néichsten Rekursionsschritt ist erfiillt.
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o0

= lm 2 =0=2= 3 z;b~! = Existenz der Darstellung
— 00 jzfm

Zur Eindeutigkeit:

Sei Y_pm ---Yo0,Y1Y2 - .. eine weitere Darstellung von x (wobei fiihrende Nullen fiir gleiche Lénge

vor dem Komma zuliissig seien). Sei k der kleinste Index mit 2z # yr. O.B.d.A.: sei k = m =

0 und zg > yo
oo

oo}

O=z—2=>(yj—2z)b 7 <—-1+>(b-1)b7T=-1+1=0

§j=0 j=1
Gleichheit muss gelten, gilt aber nur wenn: zp = yo+1 (b— 1) und y; — z; = b — 1, dass heifit
yj =b—1+2; =0V j €N, dass heifit: Die y-Darstellung ist unzuléssig und kann sich auch nicht
aus der Konstruktion ergeben.

11.4 Satz: Periodizitit der Darstellung

Die Ziffernfolge wird genau dann periodisch, wenn x € Q

Bemerkung/Definition

wird periodisch & I ng € N,p € NV n > ng : 2pnqp = 2n = Zngkp = 2n fir n > ng, k €N

Beweis
=)
Z_m ... 20,2122 ... werde periodisch.
no . P oo ( +'+k ) no . P . o0 &
— — —(n — - - —ng—
v= 3 zb 4 3 Zngqy >0 b7 = KT b7+ 3z D0 b7
j=—m j=1 k=0 j=—m j=1 k=0
o~ k - k 1
—ng— — hn — —
b=mo—kp — p=no S (hP) = =
k=0 k=0
no . p . 1
T = Z zjb7+2zn0+jb jme(@
j=—m j=1

Beispiel: z = (0,3157)19 = ﬁ(?,l + %) cQ

<) Seinunz € Qur=",20>0

Wir suchen Periode p. Betrachte Reste von b* unter Division durch n. Unendlich viele Reste, endlich
viele Werte. Seien k, k +p die kleinsten Exponenten zu Potenzen mit gleichen Rest. = n|b* (b —1),
dass heift 3 1€ Nmit [-n=0"tP —1) = o =" = ity

Division von ml durch (b — 1) ergibt u,v € Ng mit # = % + 7% - 7757

Erzeuge die Darstellungen:

U

Zom B0y 2l 2k = 7%

=

T=2Z2Z_m.--20,21+++RkRZk+1 -+ Rk+p v
O,Zk+1...zk+p= g

Beispiel

1.) £ zur Basis b=T.
k 01112 1(314
7k 1]7]49

T*mod5 | 1]2] 4 |31

50= (T4 = 1)10 = (48)10 - (50)10 = (66)7 - 5 - (13)7, [ = (13)7 - (66)7

(66)7 - (13)7 = (1144)7, (1144)7 - 3 = (3465)7 < (6666)7 = (10)% — 1

13 = 2,34653465

2.) 2 in Basis 10 Ergebnis: 3 = 0,833
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11.5 Lemma: Diagonalargument

M sei Menge mit mindestens 2 Elementen. Dann ist MY = {(a,)neny : an € MV n € N}
iiberabzihlbar.

Annahme: MV ist abzéhlbar.

MY = (2p)nen = {7, : n € N}, wobei 2, = (2, x)ren ist eine Folge in M.

mo,m1 € M, mg 7é mi

wir definieren dann:

M WENN Ty, | 7 Mo

z = (2) mit 2z, = = z # x, fur alle n.

mi WENN Tp j = Mo
Widerspruch zur Annahme. Dann ist M {iberabzihlbar.

11.6 Satz: Uberabzihlbarkeit von R
R ist iiberabzahlbar

Beweis

R enthilt die iiberabzéhlbare Teilmenge { Y z;1077;2; € {0,1...8}} ~{0,1,...,8}"

j=0

12 Anwendung Wurzelkriterium, Potenzreihen

12.1 Lemma: Eigenschaften der Wurzelfunktion

i) lim ¢n=1
ii) lim {¢a=1fallsa>0.

n—oo

iii) lim {/|P(n)| =1 falls P(n) = > ¢;n? #0.
j=0

Beweis

i) z, = /n—12>0 und erfiillt
(Yn)"=n=(1+z,)" = (?)x{l > (3)z22

1
= in(n —1)a?

2n 2 n—00
< =
éO_xn<\/n(n_1) \/(n—l) 0

= lim z, =0

n—0o0

ii) Fallunterscheidung von a:

Fall 1: a > 1:
Sx,=Va—-1>0=a=(z,+1)" > nx,
—0<z,<L2% 0= lime, =0 = lim Ya =1
n
Fall2: a<1:= (1) >1= lim ¢a= lim - =——1__"011_

n—oo n—oo 7{/% lim %

n— oo
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iii) Da 0.B.d.A ¢, # 0 (sonst ersetze m durch m-1):

m
) =cmn™ E S pi= ™)
j=0 Cm
—1
Cm—1 1 Cm—2 1 Co
Cm N Cm M Ccymn™

—1 fiir n—oo

auch gilt fiir n > ng:

1= lim[g f|cm
n—oo

(/my™) < Tim [P()]* < T [{/2]en](Vm)"] = 1

—1 —1 —1
—)1

1= lim |P(n)|% nach Quetschlemma

n—oo

12.2 Korollar: Beziehung Reihen und Polynome

Die Reihe Yo7, ay, eriillt genau dann das Wurzelkriterium, wenn dies fiir ;- axP(k)/Q(k) mit
beliebigen Polynomen P(k) und Q(k) gilt.

Beweis

£

k
di. = ax(P(k)/Q(k)) exfiillt @, Q(k) = ar.P(k) = lim sup|di|F = lim suplay|¥, da j_fgz — 1.

T

Interpretation: Potenzen des Index n oder k spielen fiir Konvergenz nach Wurzelkriterium keine
Rolle.

Warnung: In vielen interessanten Fillen gilt: r = lim {/|a,| = 1, so dass weder Konvergenz noch
n—oo
Divergenz aus Wurzelkriterium folgt
n 1 n—oo

Beispiel: a,, = nip = {/ = W —— 1, aber fiir p=1 ergibt sich Divergenz und fiir p > 1
ergibt sich Konvergenz wie mlt anderen Mitteln bewiesen wurde.

12.3 Satz: Vergleich von Qoutienten- und Wurzelkriterium

lan+t1]
An

i) r < ¢ und r=q falls ¢ = lim

(&)
i) » > 1 impliziert Divergenz der Reihe Y a,
n=0

Beweis
Beachte geschachtelte Grenzprozesse:

‘an+1|

i) Nach Definition von q existiert fiir alle € ein ng, so dass: =

<q+efirn>ng:

= an| < |an,|(q+€)" 7"

" " n—ng " 1-ng gy
= Vlan| < Vlangl(g+e€) 7 = Vlan,|(g+€) ™™ gl-(q—i—e)
— 7= lim sup ¥/|a,| <qg+e
n—oo

Letzte Ungleichung gilt fiir beliebiges ¢, so dass notwendigerweise r < q.
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M gilt fiir € > 0 und entsprechendes nyg:

lan]

Falls ¢ = lim

lan| = lan—1] 7 2L > Jan_1|(g — €) > ... > |ag,|(g — )" ™

|an—1‘ -

1—’!L0

= r= lim sup {/|a,| > lim {/|a,|(g—¢) n =(qg—¢)
n—oo n—oo

=q<r

= q =r, da r < g bereits bewiesen.

ii) Falls r > 1 gilt fiir beliebig grole n € N, dass {/|a,| > 1 = |a,| > 1 unendlich oft = (a,)
keine Nullfolge = Divergenz.

Beispiel

Fiir r < 1 < ¢, das heifit Quotientenkriterium gilt nicht aber Wurzelkriterium sichert Konvergenz
(absolute).

_1\n ) 92k+1
G = (3" = Lol - LEEE 9l =9
= ¢ = lim sup 7|‘TZ+|1| >2
n—oo n
N Gl D g &0 e 3 o .
Ve =3) " n =(2) no—— 5= \/g «— durchschnittliche Reduktion.

Schlussfolgerung: Wurzelkriterium ist genauer als Qoutientenkriterium, da r die durchschnitt-
liche Reduktion der Gliederbetriige |a,| misst. Demgegeniiber verlangt ¢ < 1 eine Reduktion in
jedem Schritt, das heiit von Glied zu Glied. Hauptanwendung: Potenzreihen.

12.4 Definition: Potenzreihe
Fiir (ap)nen C R eine Folge von Koeffizienten und = € R eine reelle Variable heifit:
P(z) = Z anx" oder P(z) = Z an(xo — xy)" fiir festes 9 € R
n=0 n=0

eine Potenzreihe (am Punkt x¢). P(z) reduziert zu Polynom < a,, = 0 fiir fast alle n € N.

12.5 Satz: Konvergenzradius von reellen Potenzreihen
Falls r = lim sup {/|a,| < oo, dann konvergiert die Potenzreihe P(z) = > °  a,z™ absolut fiir

% falls r>0

alle z € (=9, 9), wobei der Konvergenzradius ¢ gegeben ist durch ¢ = .
oo falls =0

In letzteren Fall konvergiert P(x) absolut fiir beliebige = € R.

Beweis

Anwendung auf Wurzelkriterium auf P(z) ergibt Bedingung;:

1> lim sup V/|apz™| = lim sup |z| Y/ |an| = || lim sup ¥/|a,| = |z|r
n—oo n—oo n—oo

« erfiillt falls 7 = 0 und |z| € R, oder 7 >0 und |z| < 1 =4. O
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Beispiele fiir Potenzreihen

P(z) = Y apa®, P(0) = ap0° = ag, P(z) = ap + . apa”
k=0

i)

iii)

k=1

o0
ap=1firkeN: Y aF=g=r=1
k=1

= Konvergenzradiusd = % =1

1
l1—z

e 1 =1 = Bestimmte Divergenz gegen oo

e |z| <1 = absolute Konvergenz gegen

e 2 = —1 = unbestimmte Divergenz, da ay = (—1)* nicht Nullfolge
e 1 > 1 = Bestimmte Divergenz gegen oo
e r < —1 = Unbestimmte Divergenz.
Also gilt fiir |z| < 1 absolute Konvergenz, fiir |z| > 1 Divergenz und fiir || = 1 Divergenz
bestimmt oder unbestimmt.
Xk 2 3

oy . . —1n—-1
Positiver Konvergenzradius § = lim sup {/|=—| =1

n—oo
e |z| < 0 = 1 = absolute Konvergenz gegen In(1 + x) < spéiter zu zeigen.
e z =1 = alternierende harmonische Reihe 1 — 1 + 1 --- =1In(2)

e r = —1 = harmonische Reihe = Divergenz gegen —oo

e r < —1 = bestimmte Divergenz gegen —oo

e r > 1 = unbestimmte Divergenz

ooa:’c 1 z2 z
Pla)y=Y S =g+e+5 +% +...
k_

Nach Qutientenkriterium :

. ‘an+1| — i (n') — i 1 _ — — o 3
q= HILHQOTH\ = nhﬁngo cEsy i nlingon“ =0=r=q=0= 0§ =00, dass heiffit Vo € R
o0
konvergiert P(x) absolut gegen Wert, den man mit exp(z) = > %]: bezeichnet. Wie wir
k=0

gleich zeigen, gilt die Funtionalgleichung: exp(z + y) = exp(z) exp(y)
, exp(z) exp(—z) = 1, exp(z) = exp(5)?, exp(z) >0

Algebraische Interpretation: exp : R — Ry = {# € R: z > 0} Homomorphismus zwischen
additiven Gruppe von R und der multiplikativen Gruppe, neutrales Element ist exp(0) = 1
Bemerkung: Die Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius bilden einen linearen Vektorraum.

12.6 Lemma: Verkniipfung (4) von Potenzreihen

Falls P(z) = Y07 s agz® und Q(z) = > p-, bra® die Konvergenzradien 61, d5 haben, dann haben
die Linearkombination: R(z) = aP(z) + Q(z) := Y.~ (aa, + Bb,)z" fiir beliebige Konstanten
a, 8 € R\{0} einen Konvergenzradius § > 1 min(dy,d2) > 0

Beweis

r = limsup V/|aax + Bbx| < lim sup V/|alla,| + lim sup ¥/|5]|bn]
n—oo n—oo
= lim /|a| lim sup {/|ax| + lim /|G| lim sup ¥/|bk]
k—o0 k—oo k—o0 k—oo
—— ——

=1 =1

1 1 1
+*,da51:

T 6y lim sup {/|ag|
n—oo
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Nebenrechnung: ¢/]a|+ [b] < /|a] + ¥/]b], da nach bin. Lehrsatz |a| + b < (|a| + |b])* =

k=1 _
lal + (6] + 3= lal[b]"~
j=1
r<t4iss=1> ?i% > 1 min(6,42) O

Bemerkung: Innerhalb ihres absoluten Konvergenzbereiches konnen Potenzreihen beliebig genau
durch endliche Partialsummen angenéhert werden.

12.7 Satz: Restgliedabschitzung

Hat P(z) = > 2, axz® den positiven Konvergenzradius § > 0, dann existiert fiir jedes n > 0 und
0 < 0 ein ¢ € R, so dass: |P(x) — Z;S apx®| < clz|™ fir ¥ € [-0,8] C (=4,9)

Beweis

n—1 0o 0o 00
|P(z) =Y apa®| =D ana®| <Y fag||a)f = |2 Y a2
k=0 k=n k=n

k=n
e ~
<ol S Janixd"] — Ja"e
k=0
| —

=c€R, da Reihe absolut konvergent

12.8 Korollar: Potenzreihen am Ursprung

Falls P(z) # 0 positiven Konvergenzradius hat, dann existiert ein 6 € (0,4) C (0,4), so dass:
Fii z € (=0,0) gilt P(2) #0V (2 =0Aag=0)

Beweis

Laut Satz 12.7 und der inversen Dreiecksungleichung |P(x)| > |a,—12" " !|c|z"|, wobei a,,_1 erster
nicht verschwindende Koeffizient von P(x) ist:

(P()] > Jo"lan_a| — clal, falls |a] # 0 Ala| < § = min(5, [%2=2])
£0 2c

12.9 Satz: Identitatssatz von Potenzreihen

Falls P(z) = Y  axz® und Q(z) = 3 bpa” positiven Konvergenzradius haben und an einer Nullfolge
Zn — 0 mit 0 # x,, iibereinstimmen, dass heifit P(x,) = Q(x,) fir n € N, dann gilt a, = by, fiir
ke N.

Beweis

Betrachte Differenz R(z) = Q(x) — P(z) = (—1)P(x) + 1 - Q(x). Diese Potenzreihe hat nach Satz
11.5 positiven Konvergenzradius und erfillt R(z,) = Q(z,) — P(z,) =0 fir n € N.

Hitte R(x) = Y e o(bx — ax)2z* nicht verschwindende Koeffizienten (by — ay) fiir ein k € N, dann
konnte es nach Korollar 12.8 nicht auf der Nullfolge 0 # z,, — 0 verschwinden. Also muss gelten:
R(z) = 0 mit a, = by, fir n € N.

Interpretation: Durch Potenzreihen um Ursprung x = 0 entwickelbare Funktionen sind durch
abzihlbare Folge x:, — 0 eindeutig definiert (Vergleiche: Polynominterpolation).
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12.10 Definition: Cauchy-Produkt

Fiir zwei Reihen Y 7 a; und Y ;- bx bezeichnet man die Reihe
Do Cny Mit e 1= 307 ajb,—j € R als das Cauchy-Produkt der beiden Reihen.

Frage: Unter welchen Bedingungen gilt: > ¢, = (> an)( Y b,)?
. . &:O n=0 O(?)’LZO
Beispiel ap = 45,0, = %7 fiir 2,y € R, Y- a, = exp(x), > by, = exp(y) :
) ’ n=0 n=0
D gl oy 1 — n! o
=D T = D Ty
=t (n=g)t al=gln =)
1 &\ o, 1
=3 (M) =
n! 4 j n!
7=0

= Z Cp = Z 7'y = exp(x + y) definitionsgemiiss.
n!

n=0 n=0

Vermutung: exp(z + y) = exp(x) exp(y)

12.11 Satz: Konvergenz des Cauchy-Produktes

Falls 77 ay und > 72 by, konvergieren und mindestens eine der beiden Reihen absolut konver-
giert, dann konvergiert auch ihr Cauchy-Produkt, so dass (3,7 ) ¢n) = (O ne o an)(Onep bn)
(Insbesondere gilt exp(z + y) = exp(x) exp(y), da beide Faktoren absolut konvergieren.)

Beweis

Spéter!



Kapitel IV

Stetigkeit und Konvergenz

13 Stetigkeit reeller Funktionen

Motivation: Nullstellensuche

Sei a < b, f : [a,b] — R eine reelle Funktion mit f(a) < 0 < f(b), sonst beliebig. Suche z* €]a, b]
mit f(z*) =0.

Betrachte: M = {x € [a,b] : f(z) < 0} mit: M # (), weil a € M

M ist durch b nach oben beschrinkt = Supremum existiert in R: z* := sup M € [a, b

(analog gibt es x, = inf{z € [a,b] : f(z) > 0})

Nach Konstruktion und Definition des Supremums:

Ve>03z,T€a,b):2"—e<z<z*<Tund f(z) <0< f(T)

x* ist Kanditat fiir eine Nullstelle. Aber gilt auch f(z*) = 07

Beispiel

z ,fallsx <0
i) f:[-1,1] =R, f(z) = 5 ,fallsz =0
2z | fallsx >0

x* =z, =0, aber f(0) =5.

i) fz)=20-1, z,=2"=13%, f(3)=0
i) f(z) =423 —a, z, =1, 22 =1, f(-1)=0=r()

Forderung: Funktionswert in x sollte nicht zu stark von Funktionswerten nahe x abweichen.

13.1 Definition: Stetigkeit
DCR,zeD,f:D — R, fist stetig in z genau dann wenn:

Ve>036>0sodass Yye Dmit|ly—z|<d=|f(y)— fla)] <e

F(DN(x—6,240))C(f(w)—€ f(z)+e)

f ist stetig (auf D), falls f an jedem x € D stetig ist.

Bemerkung: Schreibweise

f stetig in x < lim f(y) = f(x), genauer m Df(y) = f(z), ,einseitige Grenzwerte”:
Yy—T Y

li
y—x,yE

lim fy) = lim f(y) = lim f(y), analog lim f(y)=lim f(y) = lim f(y)

y—T,y>T Y\ y—x —x,y<zT y/ y—x—

41
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13.2 Definition: Lipschitz-Stetigkeit
DCR,f:D— R,z e D, fheifit in = lokal lipschitz-stetig, falls es » > 0, L > 0 gibt, so dass :

Vy,z € (x—rax+r)gilt f(y) - f(2)| < Ly — 2]

13.3 Lemma: Zusammenhang Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit
Ist f: D — R lokal lipschtiz-stetig in x € D, dann ist f in x stetig.

Beweis

r > 0,L > 0 nach Definition 13.2 Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Setze § = min(r, £). Dann folgt
ausy €D, ly—z|<di<r=yec@—-rz+r)=|f(y) - f@)|<Lly—z|<L-0<Lf=¢cO

13.4 Lemma: Lipschitz-Stetigkeit der Potenzfunktion

Fiir jedes n € N,n > 2 ist die n-te Potenzfunktion f(z) = 2™ in jedem z € R lokal lipschtiz-stetig.

Bewelis

Fixiere x € R. Setze r = 1. Seien y, z € (x — 1,2 + 1) beliebig.
=)~ f2)=y" =" =y —2) "y ey TR T
=1fy) = FE) <y ==Y [ylFle*
k=0
Wegen |y| < |z] +1,|2| < ||+ List [f(y) = f(2)| < ly — 2| -n- (Ja| + 1)
Dass heifit mit r = 1, L = n(|a| + 1)~ gilt |f(y) — f(2)| < Lly — z\zﬁur alley,z€ (z—1,z+1) O
13.5 Folgerung: Lipschitz-Stetigkeit der Potenzfunktionen

Jede Polynomfunktion f(z) = > arz® ,ax € R ist in jedem = € R lokal lipschitz-stetig.
k=0

Beweis

reRr=1Lyze(x—1,z+1):

() = FE < D lawlly® = 21 < (O laxlk(z] + 1)F 1) [y — 2]
k=1

k=1

=L

13.6 Satz: Nullstellensatz
Seien a < b, f : [a,b] — R stetig mit f(a) - f(b) < 0. Dann gibt es ein * € [a,b] mit f(z*) = 0.

Beweis

0.B.d.A.: f(a) <0 < f(b). Setze z* = sup{x € [a,b] : f(x) < 0}. Dann gibt es fir jedes ¢ > 0 ein
0> 0und 2,7 € [a,b] mit

<< <T<IT*+9
Supremumseigenschaft 1) 2)

flz) <0< f(7)
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Stetigkeit {

3)+1): fx*) < f(z)+e<e
4)4+2): f(z*) > f(T) —e > —¢
Fiir beliebige € > 0 gilt also |f(z*)| <e= f(z*) =0 O

13.7 Folgerung: Nullstelle eines Polynoms ungeraden Grades

Sei f ein Polynom ungeraden Grades n, spezieller: f(z) = 2™ + a,_12" ! + - + a1 + ag mit
€ [-1,1]. Dann hat f eine Nullstelle in [—2,2].

Beweis

Zu zeigen ist: f(—2) <0< f(2)

F(=2) = —2n + Zi: an(—2)F < —2m 4 :i: ok — _9n (7 1) =1

n—1 n—1

—f2)==2"+ > (—ap)2F < -2"+ Y 2= (2" - 1) = -1
k=0 k=0

Zusammen gilt also: f(—2) < -1<0< 1< f(2)0

Bemerkung: x = Ry
9(y) = g f(Ry) = y" + 52y 4+ gy + g

Es soll |zikr| < 1 gelten, dass heifit R > "~{/|ax|.

Insgesamt: R = max ¥ an—kl.
k=1...,n

n ungerade = ¢(y) hat Nullstellen in [—2,2],= f(x) hat Nullstellen in [-2R, 2R].

13.8 Folgerung: Wurzelfunktionen
Es gibt die Wurzelfunktionen. Dass heifit: Vn € N,a > 0 ist die Gleichung 2z —a = 0,2 > 0

eindeutig in R losbar.

Beweis

fl@)=2"—a= f(0)=-a<0.
Mit der Bernoulli-Ungleichung gilt:

JU+2)=(1+8"—az1+nt—a=1>0

= Es gibt eine Nullstelle z* € [0,1 + &].
Eindeutigkeit folgt aus der Monotonie der Potenzfunktion. Seien 0 < y < z* < z = 0 < y" <
()" <z = —a < f(y) < f(x*) =0 < f(z) Wenn y # a*, dann f(y) # 0.

13.9 Definition: Schreibweise der Wurzelfunktion

Die einzige Losung z* > 0 von 2" — a = 0 wird mit {/a bezeichnet.

13.10 Lemma: Stetigkeit der Wurzelfunktionen
Die Wurzelfunktionen sind stetig. Fiir jedes n € Nyn > 2 ist f: Ry — Ry, f(z) = /= stetig.
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Beweis

1.Fall:
x > 0. Zeige: f ist lokal lipschitz-stetig in z. Setze r = Z, seien y, z € (3, 3775) beliebig.

n—1

Seia:= /y,b:= {/z, dannisty—z=a"—b" = (a—b) Y a*pn~17F
k=0
n—1 e 1
Es gilt a,b > {/% dann : kz—:o e RV t= n(%)'~n
= 15) ~ S = la—bl < oy
n(y n

1
Dass heifit: L = %(%)1_ n ist die Lipschitz-Konstante.
Fall 2: x = 0. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Setze: 6 = €”. Fiir alle y > 0 mit |y — z| =y < § gilt:

1f(y) = f2)] < Vo=e

13.11 Satz: dquivalente Charakterisierung der Stetigkeit
Sei f: D — R,xg € D CR. Dann sind dquivalent:
1): f stetig in xg

2): Fiir jede Folge (z,,) aus D mit x,, — xg gilt: f(z,) — f(x0)

Beweis

i): 1.) = 2.). Sei € > 0 beliebig fixiert.
Nach Definition von Stetigkeit in xg existiert ein § > 0, so dass Vx € D :

|z —z0| <3 = |f(z) — fz0)| <€

Sei (z5,) € D mit x,, — x¢
Nach Definition existiert ein ng € N:

Vn>ng:|e, —xol <0 =|f(xn) — flzo)| <€ ¥n>ng

ii): 2.) = 1.) Angenommen f ist nicht stetig in xg, dass heifit J¢¢ >0V >03x € D :
@ =m0 <ON|f(x) = flao)| = €

Betrachte §,, := % Fixiere €q.
Also existiert ,, € D mit |z, — 20| < L A|f(zn) — f(@o)| > € = z, — 0, aber f(z,) »

f(zo) O

Bezeichnungen

Seien f,g: D — R, D C R. Dann definiert man: f 4+ g durch (f +g)(z) := f(z)+g(z)Vx € D, f-g
durch (f - g)(z) := f(x) - g(z) Vz € D,g durch (5)(1:) = % Va €dmit g(z) #0
Bemerkung: Fiir A € R gilt dann: (Af)(z) = A\f(z) Vo € D

13.12 Satz: Verkniipfung stetiger Funktionen

Seien D C R, 29 € D, f,g: D — R stetig in z¢. Dann sind auch f £ ¢ und f - g stetig in .
Wenn auflerdem ¢(z¢) # 0, dann ist auch 5 stetig in xg.
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Beweis

Mittels dquivalenter Charakterisierung der Stetigkeit und Grenzwertsétzen fiir Folgen.

Sei () € D beliebig, x, — xo. Nach Vorraussetzung gilt dann f(x,) — f(x0),g9(zn) — g(zo).
Aus den Grenzwertséitzen folgt:

(f£9): (fx9)(@) = f(z) £g(z) — f(z0) £ g(x0) = (f £ g)(w0)-

(f - g) : analog

(%) : Es ist noch zu zeigen, dass (unter der Vorraussetzung: g(x) # 0) ab einem Index ng: g(x,) # 0
(Dann analog mittles Grenzwertsétzen)

Angenommen dies gilt nicht, dass heift Vk e N3Ing >k : gz, )=0

= es existieren unendlich viele z,, aus (z,) mit g(x,,) = 0 = 0 ist Hiufungspunkt der Folge
(9(xn)) wegen g(x,) — g(z) muss also gelten g(z,) =0 O

13.13 Satz: Komposition von stetigen Funktionen

Seien g : D — R, f : E — R mit im(g) C E und g stetig in xg € D, f stetig in g(zp) € E
(E,D CR).
Dann ist f o g stetig in xg.

(Bemerkung: (f o g)(x) == f(g(x)). fog: D % E L R)

Beweis

Sei € > 0 beliebig fix. Wegen Stetigkeit von f in g(x) existiert v > 0 mit Vy € E:

ly = g(xo)| <7 = [f(y) — flg(xo))| <€
Wegen Stetigkeit von g in x( existiert § > 0 mit:
Ve eD:|x—uxo] < —|g(z) —g(zxo)] <7
= VazeD:|r—xo| <d—|[fg(x)) — flg(zo))] < el

g(z)EE

13.14 Satz: Bolzano-Welerstrass

Sei K C R kompakt (dass heifit beschrinkt und abgeschlossen) und sei f : K — R stetig auf K.
Dann existiert z,,z* € K: f(z,) = Hélg f(x), fz*) = max f(x)
x x

Beweis

Annahme: f unbeschrinkt auf K, dass heifit {|f(z)| | € K} ist unbeschrénkt.

= VmeN3x,, € K: f(x,,) > m also (x,,) eine reelle Folge auf K. Nach Bolzano-Weiertrass (K
beschrinkt) existiert eine Teilfolge (2, ) mit z,,, — T.

Da K auflerdem abgeschlossen ist, gilt T € K, wegen Stetigkeit von f auf K (also insbesondere in
T € K ) gilt: f(xm,) — f(@) = (f(zm,)) ist beschrinkt = (|f(2m, )|) ist beschrinkt. - Wider-
spruch zur Wahl der z,,.

Also {f(x) | x € K} beschrénkt = 3¢ =sup{f(z) |z € K}, In=inf{f(z) |z € K}
Aus der Definition von sup und inf folgt:

F(zp) CK: lim f(zp) =€, I (yn) C K: lim f(y,) =17
n—oo n—oo
Da K beschrinkt ist, existiert Teilfolgen (z,, ), (yn,) von (z,), (y,) mit:

Tny = T, Yn,, — T = insbesondere z*, x, € K.
K abgeschlossen

Wegen Stetigkeit von f auf ganz K folgt somit £ = klim flzn,) = f(a*),n= klim FYn,) = f(xx).
— 00 s — 00
Damit gilt: £ = max flx),n= min flz) O

Bemerkungen:
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e K kompakt bedeutet, dass K die endliche Vereinigung abgeschlossener Intervalle ist.
e Der Satz gilt nicht fiir (halb-) offene oder uneigentliche (00 Randpunkte des Intervalls)
Beispiele:
i): f:]0,1] — R gegeben durch f(z) = 1 ist stetig auf ]0, 1], aber nicht nach oben beschrénkt.
ii): ¢:]0,1[— R durch g(z) := z ist stetig auf ]0, 1[ und beschrinkt (durch 0 und 1), nimmt aber

kein Minimum oder Maximum an.

13.15 Definition: Gleichméflige Stetigkeit
f D — R heifit gleichméBig stetig auf D, wenn gilt:
Ve>036>0 sodassVa,ye Dgilt:|lz —y| <d—|f(x) - fly)| <e

(Stetigkeit auf D: Ve € D36 >0 sodassVyeD:|z—y|<d—|f(zx)— fly) <e)

Bemerkung:
e Jede auf D gleichméfig stetige Funktion ist auch stetig auf D.
e Jede lipschitz-stetige Funktion ist gleichméfBig stetig.

e Es gibt stetige Funktionen, die nicht gleichmiflig stetig sind, z.B.: f :]0,1] — R, gegeben
ducrh f(z) = L.

Es gilt aber:

13.16 Satz: von Heine-Borel
Sei K C R kompakt und f : K — R stetig (auf K). Dann ist f gleichmiflig stetig (auf K).

Beweis

Annahme: f nicht gleichméfig stetig, dass heifit:
Je>0 sodass VI >0Tws,ys € K:|xs —ys| <IN|f(xs) — fys)| > €

Fixiere das entsprechende €. Betrachte: §,, = % Finde zu jedem §,, Punkte x,,y, € K mit:

|Zn — yn| < % ANf(zn) = flyn)] = €

Da K kompakt ist existiert eine Teilfolge (x,, ) mit x,, — x9 € K.
AufBlerdem gﬂt: |33‘0 - ynk| < |Z‘0 - xnk| + |xnk - ynk| — 0= Yny — Zo-
Wegen Stetigkeit von f folgt:

da |-|st. Fkt.

flax) = f(zo), f(yn) — flwo) = Hm [f(zn,) = f(yn)] |f (o) = f(w0)| =0

Widerspruch zu |f(zn,) — f(yn,| > € O

14 Verallgemeinerung von Stetigkeitsresultaten auf R"

Mit anderen Worten: Wir betrachten multivariate Funktionen f(z(l), z@ .. ,x(”)) e R™.
Motivierendes Beispiel: Tischerecken

Frage: Ist es moglich einen rechteckigen Tisch (Perfekt gezimmert) auf einem welligen Untergrund
so zu platzieren, dass er nicht wackelt.
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Modellierung: Tisch mit Diagonallinge 2 und Winkel 3 + 0 zwischen Diagonalen. Alle Beine
exakt gleichlang und rechtwinklig angebracht.

Betrachte Probleme mit und ohne vereinfachenden Annahmen, dass 6 = 0, dass heifit Tisch qua-
dratisch und dass der Durchmesser der kreisrunden Beine p > 0 verschwindet (= Punktkontakt
auf Boden).

Bodenhohe ist: h(z,y) : R? — R,z = My =23,

xr
Position des Tischzentrums sei (z,y) € R™ und ¢ bezeichne den Winkel zwischen Diagonale und
Horizontale.
Koordinaten der Beine:

e Bein 1: [z + cos(¢), y + sin(¢)]
e Bein 2: [ — cos(¢),y — sin(¢)]
e Bein 3: [z 4 cos(¢ + T +6),y + sin(¢ + T + 6)]
e Bein 4: [z — cos(¢+ F +0),y —sin(¢p + & + 9)]

Mittelwert von 1 und 2:

My = =[h(x + cos(¢),y + sin(¢)) + h(z — cos(p),y — sin(¢))]

N | =

Mittelwert von 3 und 4:

M, = %[h(m—i—cos(qb—&- g +9),y +sin(¢ + g +6)) + h(x — cos(¢ + g +6),y —sin(¢ + g +9))]

M, — My =d(z,y,6) : R xR x [-7,7] - R
—_— —

=:D
Beobachtung: Tisch steht fest genau dann wenn d(z, y, ¢) = 0 fiir ein (z,y, ) € D = Suche nach
Nullstelle einer multivariaten Funktion.
Wenn Beinradius p > 0 muss (nur) h(zx,y) ersetzt werden durch:

iz(x,y) = max{h(a?,g) : (j - x)Z + (g - y)2 < p2} = {h(jvg) : ||i‘ —x,y - y|| < p}

Wie wir sehen werden, folgt aus Stetigkeit von h die Stetigkeit von h.

14.1 Definition: euklidische Norm

Als Verallgemeinerung des Betrages |z| fiir + € R = R! gilt die songenannte euklidische Norm
(oder l5-Norm):

1
n 9 2
el = llzll2 = (Z (=) ) >0 fiir o = (a0, ,a(") € R”

k=1

14.2 Lemma: Eigenschaften der euklidischen Norm, Cauchy-Schwarz-
Ungleichung
i): ||z|| = 0 & @ = 0 Definitheit
ii): ||lyx|| = |y|||z|| fiir y € R Homogenitt

ii): [l +yll <[lz[l +llyll (= |l +yll = [|lz]] - [[yl||) Dreiecksungleichung
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Beweis: (mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

i): und ii): trivial, bleibt zu zeigen die Dreiecksungleichung.
Dafiir betrachte:
1.y = Otrivial.

2.y #0:
o+ apll? = D20 @) = 3 @) 2y Y 2Oy 42 Y (y0)?
i=1 i=1 =1 =1
—— ——
=|lz||? =yl
= (Yl + 7 > @Dy D) Hja||? - =5 >0, da ||z +yy|| = 0
lyll = Iyl

- —_ =@y
=0, wenn V=N

= (D ey <[l Pllyll> = [ D «Wy @] < lel] [y
= fir y =1, dass ||z +y|[* = [Jo[]* + 2lJ2[[[ly[] + [ly|* = (]| + [ly])?
= [l +yll < [l + llyl| O

n ) .
Berechnung: Die im Beweis hergeleitete Ungleichung | > 2®y@| < ||z||||y|| heiBt Cauchy-
i=1

Schwarz-Ungleichung und spielt zentrale Rolle in Hilbertriumen.

14.3 Definition: Konvergenz im R"

Eine Folge z, = (x}cl),x£2),...7x,(€n)) = (-T;(j))izl,mn € R"™ heiflit konvergent, wenn es ein x =
(2@, ..., 2(M) gibt, so dass ||z — z|| 222 0 & ||k — 2|2 22220 :

Sl — 2@ 20 o ) 2 00 fir i = 1,0
=1

=|lz®) —z||

Man schreibt dann kurz z = klim Tk.

—00
Mit anderen Worten: Folge von Tupeln oder Vektoren z; € R™ konvergiert denau dann wenn
jede der n Komponentenfolgen konvergieren.

14.4 Definition: Eigenschaften von Mengen im R"
Eine Untermenge D C R™ wird bezeichnet als:

e abgeschlossen, falls (z) C D und limg_,o 2 = € R™, dann gehért auch z zu D.
Mit anderen Worten: Jeder Haufungspunkt einer Folge aus D gehort zu D.

e offen, falls Cp = R™"\D = {z € R" : x ¢ D} abgeschlossen ist.
e beschrinkt, falls sup(||z||: € D) < o
e kompakt, falls beschrankt und abgeschlossen

e konvex, falls fiir alle z,y € D und « € [0,1] auch az + (1 — @)y € D
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14.5 Satz: Rechenregeln, Verallgemeinerung von 13.12
i): f,g€C(D),DCR" = f+geC(D),f -geC(D),Lecc(D)falls |g(x)| # 0 fiir z € D
i)y f:DCR*"—>R,g:FECR—-R":

(fog): E—=Rfallsg(E)CD. feC(D)ANgeC(D)= (fog) € C(D)
(gof):D—R"falls f(D)CE. feC(D)ANgeC(D)= (gof)e€C(D)

Beweis

Wie im eindimensionalen, skalaren mit Hilfe von Folgencharakterisierung.

Bemerkung: Gilt auch fiir gleichmiflige Stetigkeit, vorausgesetzt inf,cp |g(x)] > 0. Mit ande-
ren Worten: Stetigkeit und gleichméflige Stetigkeit vererben sich, wenn man Nullen im Nenner
vermeidet.

Beispiel

F:DCR—-R"g:R" =R, g(z) =|lz||. Fel(D)=|F(z)—y|l =g(F(xr) —y) € C(D), wobei
y € R™ ein konstanter Vektor.

Héufig sucht man x so, dass ||F(z) — y|| null oder minimal wird, ein solches x muss es geben, wenn
D kompakt ist.

Erginzung: D = (0,00), g(z) =z, f(x) =1 = M) 1 g(x) > 0Vz € D, aber inf ¢ p(g(z)) = 0,

g(z) — =
gg; = % ist stetig, aber nicht gleichmifig stetig auf « € (0, 00). Andererseits fiir g.(x) = €+« hat
. o . . . . . . 1 1
wlgg ge(x) = € und ergibt die gleichméifige stetige Funktion @ T Tte

14.6 Satz: Verallgemeinerung von Bolzano-Weierstrass/Heine-Borel, 13.14,
13.16

Falls D C R™ kompakt, dass heifit abgeschlossen und beschréankt gilt:

i): Alle Folgen (xx) C D haben eine in D konvergente Teilfolge (zy;) C D, so dass lim; oo Tg; =
x € D (sogenannte Folgenkompaktheit).

ii): Fir f € C(D) existieren Punkte z,,2* € D, so dass:

f(zy) =inf{f(x): 2 € D} < f(z) <sup{f(x):x € D} = f(z*)

Man schreibt dann z, = argmin(f(z) : ¢ € D) und z* = argmax(f(z) : € D).

Warnung: arg min und argmax sind streng genommen keine Funktionen (sondern Multi-
funktionen), da z, und x* eben im allgemeinen nicht eindeutig sind.

iii): f € C(D) < f ist gleichmiBig stetig , dass heifit:

Ve>036>0:ze€D,ye DAz —yl| <d=|f(z)— fly)] <e

Beweis

Nur zu i):, da Rest analog wie im eindimensionalen Fall.
Zu i): Schreibe z = (x,(:),x,(f), e 7:r,(fb)) € R™. Da fiir jedes i < n gilt:

7 - 7 1
2 < (O[22 < sup(|Jz]| : z € D) < 00
=1

sind auch die Komponentenfolgen (JCS))IC:L..,,OO C R™ beschrankt.

(1) g—=oo, (1)

Deshalb hat insbesondere (x,il)) » eine konvergente Teilfolge ) ; * ~——— 2.’ Dann hat wiederum
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(Ikg-z)) j=1,... eine gegen xf) konvergierende Teilfolge. Dieser Auswahlprozess kann n mal wiederholt

werden um eine Teilfolge (Zx) C () C R™ zu erhalten mit:

lim &y = . = @iy, €R™ & ||Fk — 24|k — O
c— 00

. € D, wegen der vorausgesetzten Abgeschlossenheit von D.

ii): und iii): folgen ,wrtlich“wie in Satz 13.14 und 13.16 O

14.7 Definition: Zusammenhngende Menge

Eine Menge D C R"™ heiffit zusammenhéngend, wenn es fiir alle Paare z,y € D eine Pfadfunktion
p:[0,1] — D, so dass p € C([0,1]) und p(0) =z, p(1) =y.

Beobachtung: Vereinigungen zusammenhéngender Mengen sind genau dann zusammenhéngend,
wenn die Schnitte nicht leer sind.

14.8 Satz: Mittelwertsatz, Verallgemeinerung von 13.6

Falls f € C(D) mit D zusammenhingend, existiert fiir jedes Paar z,y € D und jedes ¢ €

(min(f(z), f(y)), max(f(z), f(y))] ein z € D mit f(z) = c.

Fiir Anwendung auf Tischbeinproblem betrachte h : D C R" — R, D abgeschlossen und fiir festes
p > 0 die modifizierte Funktion: h(z) = max{h(z) : x € Bs(2)}, mit Bs(z) = {x € D : ||z —z|| < §}

Behauptung: h € C(D) = h € C(D).

Beweis: Betrachte Punkt z und Nachbar 2z’ mit ||z — 2/|| < ¢d, 0 < e < 1

Bas(z) ist abgeschlossen und beschrinkt und damit kompakt. Folglich ist h auf Bas(z) nicht nur
stetig, sondern gleichméifig stetig.

Dass heifit zu jedem € > 033 >0 Va,y € Bas(2) : ||z —y|| < B = |h(x) — h(y)| <e.

h(z') = max{z € Bs(2')} = h(y) fiir § € Bs(2')

h(z) = max{z € Bs(z)} = h(#) fiir & € B;(2)

&, 7 existiren da h stetig auf kompakten Bj(z), Bs(z')

Betrachte ||x—z'|| =g —z4+2z=2|| < ||z —z||+ ||z =]

<0+ ¢d = (1+ ¢)d Betrachte w := =)+ =>lw=2<$

= w € Bs(2') und es gilt:

[|lw—2|| < (1- ﬁ)(l —¢)d dann zu € > 0 wihle ¢ klein genung so dass (1 — ﬁ)(l —c) < p
und dann gilt:

h(z) — h(w) < €= h(z) < e+ h(w
= h(Z) = h(g) < €= h(z) —h(z')

1+r(

~—

<e+h(p)
€

IN

Umgekehrt gilt nach Austausch von z und 2':
h(z) < h(2) + €= |h(z) — h(3)| < € fiir ||z — 2| < 6
= h:D — R ist stetig wie behauptet.

Folgerung: O.b.d.A.: gilt p = 0 bei Tischproblem. Quadratischer Fall: Setze Tischzentrum
1
(z,y) = (0,0): d(¢) =d(0,0,¢) = ;[h(cos ¢,sin¢) + h(~cos ¢, —sin ¢)]

1
= i[h(cosqﬁ—i— m,sing + ) + h(—cos¢ + 7, —sin g + 7)]
T T
A+ 5) = ~d(6) = d(0) = d(})
d ist Zusammensetzung stetiger Funktionen und muss nach Zwischenwertsatz Nullstellen in [0, 7]
besitzen, daraus folgt Tisch wackelt nicht.
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15 Gleichméiflige Konvergenz

Motivation: H&ufig werden Funktionen f fiir theoretische oder praktische Zwecke durch Folgen
yeinfacher“Funktionen f,(x) angenéhert.

=0

Fragen ergeben sich beziiglich dem Konvergenzverhalten und der Vererbung von Eigenschaften der
frn auf die Grenzfunktion f(z), speziell Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

Beispiel: exp(z) = lim f,(z) mit f,(x) =

15.1 Definition: punktweise Konvergenz

Eine Folge von Funktionen f,, : D — R™ heiflit punktweise konvergent gegen f : D — R™, falls
Ve D gilt:

f(z) =lim f,(x). Man schreibt dann f = lim f,,.

Beispiel: f,(z) = (1—|z|)":[-1,1] — [0,1]. Dann gilt: f,(—x) = f»(x), die Funktion ist gerade,

) 0 ,fallsx#0
und f(z) = lm fu(@) = 1 L fallsz=0

Mit anderen Worten: Obwohl alle f,(z) (sogar gleichméBig) stetig sind auf [—1, 1], hat die Grenz-
funktion an der Stelle z = 0 eine Unstetigkeit.
Allgemeine Interpretation: lim (lin%) fu(x)) # lirr%)( lim f,(x))
-1 =0
In Worten: Die beiden Grenzprozesse
e Argument x gegen a schieben
e Funktionsindex n gegen Unendlich laufen lassen

sind hier nicht kommutativ. Das ist ein typischer Effekt, der zum Beispiel auch fiir Vertauschung

von unendlichen Summationen, Differentation und Integration auftritt. Die Analysis sucht stérkere
Bedingungen,um die Austauschbarkeit zu gewéhrleisten.

15.2 Definition: gleichmé&flige Konvergenz

Die Folge f,, : D — R heif}t gleichnméBig gegen f : D — R konvergent, falls:
Ve>03n(e) : |fu(z) — f(z)| <efirallex e DA Vn > n(e)

Bemerkung: Bei punktweiser Konvergenz darf n = n(e,z) von x abhéngen. Obiges Beispiel ist
nicht gleichméfig konvergent, da zum Beispiel fiir € = %, n beliebig (grof}) und x,, = % gilt:

folan) =(1—5)"21-3=2> f(z)+5=0+3

15.3 Satz: Vererbung von Stetigkeit bei gleichmifliger Konvergenz
Falls (f,) € C(D,R) gleichmiBig gegen f konvergiert, so ist auch f stetig, dass heifit f € C(D,R).

Beweis

Fiir festes # € D und € > 0 finde n so, dass |fn(y) — f(y)| < § Vy € D. Dieses n existiert wegen
der Vorraussetzung der gleichmifligen Konvergenz, da f,, laut Voraussetzung stetig, existiert § > 0
so, dass | f(Z) — f(z)] < §, falls ||z — Z|[ < J. Also folgt aus der Dreiecksungleichung:

12 —al] <6 = [f(Z) = fu(@) + [o(Z) = fu(2) + fo(z) = f(2)]
[£(2) = fu(@)| + [ (Z) = fo(@)] + | fu(z) — f(2)]

€ € €
§Z+§+Z<€D

A
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Bemerkung: Die gleichmiBige Konvergenz lisst sich fiir f,, C C(D,R) mit kompakten D C R?
wie folgt durch Normation darstellen:

Beobachtung: Die Definition 15.2 der gelchméisigen Konvergez ist dquivalent zu: Ve > 03n(e) :
[|fr. = flloo < € fiir alle n > n(e), wobei fir beliebiges g € C(D,R) mit D kompakt gilt: ||g]|cc =
sup |g(z)| = max |g(x)]. Man kann leicht nachpriifen, dass || - ||cc auf dem linearen Raum C(D,R)
z€D K

die in Lemma 14.2 fiir die euklidische Norm aufgefiihrten Eigenschaften hat (Definitheit, Homo-
genitéit, Dreiecksungleichung). Dadurch wird C(D,R) zum normierten Raum, in dem man dhnlich
argumentieren kann, wie in den euklidischen Rdumen R”™. Insbesondere gilt folgendes:

15.4 Satz: gleichmiflige Konvergenz von Cauchy-Folgen

Fiir kompaktes D konvergiert eine Folge f,, C C(D,R) genau dann gleichmiflig gegen f € C(D,R),
wenn sie eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||« in folgendem Sinne ist:

Ve>0dng(e) :m>nle) <m=||frn— filloo <€

Beweis

Aus gleichméBiger Konvergenz folgt, dass |f,(z) — f(z)| < § fiir n > n(e) Az € D. Also gilt fiir
m > n(5) nach Dreicksungleichung:

1fo = fnll = max | fn(2) = fin(2)| < max(|fa(z) = f(2)[ +[f(2) = fm(2)])

< max|fu(2) — f(2)| + max |fm(z) = f(2)] = |Ifa = flloo + [Ifm = fllo <25 =¢
= (fn) bilden Cauchy-Folge
,<=“Ubung

Bemerkung: Aus gleichméafiger Konvergenz ist hinreichend, aber nicht notwendig fiir Stetigkeit
der Grenzfunktion, siche Beispiel:

fn(z) = max(0, min(22",2 — 22™)) : [0,1] — [0, 1]

Die punktweise Grenzfunktion f(z) = nl;rr;o fn(x) = 0 ist sicherlich stetig. Es gilt aber fiir n # m,
dass ||fn — fmllee = 1, die f,, bilden also sicherlich keine Cauchy-Folge und wir haben keine
gleichmifige Konvergenz. Auflerdem hat die Folge (f,)nen trotz der Beschrinkung || f,||e keine
konvergente Teilfolge.

Mit anderen Worten: Heine-Borel, dass heifit die Folgenkompaktheit beschrankter Mengen, gilt
nicht on C([0,1],R) oder anderen unendlich dimensionalen R&dumen. = Funktionsanalysis wird
angewand, wo Satz 15.4 bedeutet, dass C(D,R) ist vollstindig, dass heifit jede Cauchy-Folge kon-
vergiert.

15.5 Definition: Konvergenz von Reihen

Fiir eine Folge D C R? — R heiBt die Reihe >0 o fn punktweise oder gleichméBig konvergent,
genau dann wenn, die Folge der Partialsummen g,, = ZZ:O fr : D — R punktweise beziehungsweise
gleichméBig konvergent sind.

15.6 Satz: Majorantenkriterium von Weierstrass(glm. Kvg. von Fkt-
folgen)

Falls D C R™ kompakt ist folgt gleichméBige Konvergenz von » . f, = f aus der Bedingung
[|frnlloo = max |fn(z)] < ¢p mit Y07 ¢, < o0, dass heifit die Skalarreihe der Schranken ¢,, muss

absolut konvergieren.
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Beweis

n
Wegen der Dreiecksungleichung gilt fiir die Partialsummen g, = > f fiir m > n:

k=0
m m m m n
gm = gnlloo =11 D fillo < D0 Wrllo < D =D ds—Y o
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=0 k=0

Da > ¢y beschrinkt ist, bilden ihre Partialsummen eine Cauchyfolge und dasselbe muss fiir die g,
gelten. Die Behauptung folgt aus Satz 15.4.

o0
Riickblick: Nach Satz 12.5 ist die Potenzreihe f(x) = 3. azz* absolut konvergent, wenn
k=0
N S i L= J i
x| < p= — wobei 5 = 0o und —- = 0 gesetzt wird.

Nunmehr ergibt Satz 15.6 fiir fi(x) = apa® mit D = [~p,p] C (—p,p) (& 0<p < p), dass :

| frlloo = max ara®| =
|z[<p

|ar| max [x|* < |ax|p" =: ¢x
| je|<p

1 .
limsup {/¢r = limsup,, o |an|np = % < 1 nach Definition von p > 0.
Also konvergiert > ¢y nach dem Wurzelkriterium und wir erhalten folgenden Satz:

15.7 Satz: Stetigkeit und glm. Konvergenz innerhalb des Kvg-Radius
Falls f(x) = Zﬁo arz® positiven Konvergenzradius p > 0 hat, so ist die Reihe auf allen Intervallen
[—p,p] C (—p, p) gleichmiBig konvergent und f(x) ist in ganz (—p, p) stetig.

Beweis

GleichméBige Konvergenz und damit Stetigkeit auf [—p, p] folgt aus Weierstrass-Bedingung. Ste-
tigkeit in (—p, p) folgt, da fiir alle = € (—p, p) gilt: = € [—p,p] fiir p = 2(p+2z) O

Beispiel: f(z) = Y zF = 1 hat p=1
k=0

16 Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

Nach Abschnitt 12 hat die Exponentialreihe exp(z) = Y p° %I,c =1+a+ 122+ 2%+ ... den
Konvergenzradius p = oo, ist also nach Satz 15.7 fiir alle x € R = (—o00, 00) wohldefiniert und stetig.
Wegen der sich aus dem Wurzelkriterium ergebenden absoluten Konvergenz, fithrt das Cauchy-
Produkt auf die Funktionalgleichung exp(x + y) = exp(z) - exp(y).

16.1 Lemma: elementare Eigenschaften des Exponentials
Elementare Eigenschaften des Exponential:

i): > 0= exp(z) > 1=exp(0) > exp(—zx) >0

ii): x <y < exp(x) < exp(y) Monotonie

iii): lim 2@ —

z—0

iv): VneN: lim %T(f) =00, lim exp(—x)z" =0

T—00 Tr—00



KAPITEL 1V. STETIGKEIT UND KONVERGENZ 54

Beweis
i)y eexplr)=1+z+...>14zfiirx>0
oexp(O)=1—|-0+ =1
< 1, da exp(—x)exp(z) = exp(0) =1

o exp(—x) = exp(w)

il): eap(y) = eap(a) eaply — ) > exp(x)
————

>ley>x
iii):
oo k
(> Hm-1
1 i k—1
coplz)=l _ izh B :k;wk, =L+Z+
lim €2P@=1 _ 1, S° 20
= e e — =
:v1—>InO z ml—>0 kgl k! I% Z (k:+1
iv): e cxp(x) =1+z+ .. —|—n+1> fii >0= U %(z)>l 2t
: pr) = z (n+1)! = (n+1)' ur x ZLHOlO zn zLH;o z™(n+1)!
dm iy = oo
_ n _— i 1 _ 1 _
. mhﬁn;o exp(—x)z™ = IILH;O @) = % = 00O
e

Bemerkung: Man kann zeigen, dass exp(z + y) = exp(z)exp(y) und die Eigenschaft iii): die
Funktion exp(x) eindeutig, dass heifit ohne Bezug auf Potenzreihe definiert.

16.2 Definition: Eulerische Zahl

Der spezielle Wert e = exp(l) = 1 + % + % + ... =2.7182... heifit eulersche Zahl und erscheint
sehr hiufig.

16.3 Satz: Interessante Eigenschaften von exp(x)

i): e ist irrational (sogar transzendent)
ii): exp(m/n) = [ewp(l)]% fiir n,m € N.

iii): lim (14 1)" =e =eap(1)

n—oo

iv): lim (14 £)" = exp(x)

n—oo

Letzteres charakterisiert exp(z) als Grenzwert der Funktionenfolge f,(z) = (1 + &)".

Beweis
o0
i): Annahme: %:e:1+%+%+...:k20% fiir m,n € N.

=nl(2) =m(n—1) = i Z—',!: En: (Z)(n—k)!—i— i %’

k=0 k=0 k=n+1

nl 1 1 1
=N3> Z H=nl T e T e Deems s T

00

+1 Z H +1+ < +1 Z +1 +1 : n+2 ( 1)
P k il = € (0
nlkojlnlj (n 1)k0(n 2) nl(l 2) (n+1) ’

= Widerspruch zur Ganzzahligkeit .
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ii): folgt ,,unmittelbar“aus der Funktionalgleichung.

iii):

=3 k(- neenokt D) 5 L

k=0 k=n+1
n o0
f—
=y Lh-a-Ha-2). . .a-ELy > L
k=0 k=n+1
€(0,1)
€(0,1)
m—1 00
k,
<> Eh-a-hHo-2)-...a-Ey > 4
k=0 ke=m
fiir festes m < n.
Fiir n — oo ergibt sich:
m—1 e’}
0<e— lim (1+ )" < lim kz i-a-hHa-2).....0q- <’“;1>)]+k2 +
n—oo n—0oo p =m
da fiir festes k
m—1
lim > A-(1-L)a-2).. -8
=0
k—1 ) k1
=lm[1-JJa-2)]=1-[[(1- lim {)=1-1=0

Schlieflich lassen wir auch m — oo gehen und erhalten lim,, oo > pe, . % =0,da ) -, %
konvergiert.

iv): Selbst! O

16.4 Satz: Umkehrfunktion f~! fiir monotones, stetiges und abgeschlos-
senes f

Falls f auf [a,b] C R mit a < b,a € R > b stetig und streng monoton wachsend, dass heift
r <y € lab = f(x) < f(y), dann existiert eine inverse Funktion f~!: E = [f(a), f(b)] — [a,b].
Diese ist auch streng monoton wachsend und stetig.

Beweis

Injektivitit folgt aus der Monotonie und der Zwischenwertsatz impliziert, dass f(xz) = z fiir alle
z € [f(a), f(b)] eindeutig losbar ist. Also ist f eine Bijektion von D = [a,b] auf E = [f(a), f(b)].
Zu zeigen bleibt die Stetigkeit.

Fiir y € (f(a), f(b)) existiert € (a,b) so, dass f(z) =y. Fiir 0 < € = min(z — a,b — z) gilt:
|7 —z[<ee flz—e¢) <f(Z) < flz+e)
Also folgt fiir § = f(2): [§ —y| <0 =min(f(z +¢€) — f(z), f(z) — f(z —¢)) dass:
1@ - ) =2 -2 <e

Daher kann € beliebig klein gewihlt werden, so dass sich Stetigkeit von f~! im Inneren von

E = [f(a), f(b)], ergibt.
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Gesonderte Betrachtung fiir z = a,x = b ergibt Stetigkeit auf [f(a), f(b)] O

Verallgemeinerung: Durch Anwendung auf —f(z) lidsst sich der Satz unmittelbar auf streng
monoton fallende Funktionen erweitern. Es gilt auch auf offenen und halboffenen Intervallen, also
(a,b),[a,b), (a,b], sowie fir a = —oc oder b = co. Im letzten Fall wird gesetzt:

f(a) = lim f(z) € RU{—oc} beziehungsweise f(b) = lim f(z) € RU {oc}
Verallgemeinerung auf F : R? — RY durch IFT (Implizite Funktionen Theorem) (siehe Analysis
10).

16.5 Definition: Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
Die nach Verallgemeinerung von Satz 16.4 existierende Umkehrfunktion von f(x) = exp(z) :
(—00,00) — (0,00) heifit der natiirliche Logarithmus log(x) = In(x) : (0,00) — (=00, 0).
16.6 Lemma: Eigenschaften des Logarithmus
(Korollar zur 16.1) Fiir x > 0 < y:
i): log(1) = 0,log(e) = 1,log (1) = —log(x)
ii): log(zy) = log(x) + log(y),log(3) = log(z) — log(y)

log()
1

iii): lim log(148) — 1

= lim
z—1 T T

—0

iv): lim % =0 fir allen € N

Beweis

i):

exp(0) =1 = log(1)
log(e) = log(exp(1l)) =
o« 1= waptoecyy = exp(—log(w)) = log(3) = —log(x)

0
1

z = 10g(1’y) R=N e? = Ty = elOg(I) 610g(y) — e(log(m)+log(y))
= z = log(x) + log(y)

log (%) = log (w : %) = log(z) + log (%) = log(z) — log(y)

ii):

iii):x—>1(:)y:10g(w)—>0$116i_>ml%:;i_r)%ey{1:rﬁ:%zlnachiv):
voo Y

) _ s log(x) s yn s y" 12 _ ot

1v).x—>oo<:>y—log(:1:)—>ooémhﬂrgo g —ylingo(ey)%—[ylirgoexp(y)] =0~ =00

16.7 Definition: Allgemeine Potenz- und Logarithmusfunktion

Allgemeine Potenz und Logarithmus zur Basis 0 < a € R. a” = exp(xlog(a)) fiir 0 < 2 € R ist die
— log(x)
— log(a)

allgemeine Potenz und log, () fir 0 < =z € R ist der allgemeine Logarithmus zur Basis a.

16.8 Lemma: Eigenschaften des allgemeinen Logarithmus

Fir 0 < a € R gilt:

i): log,(a®) = z fiir * € R = log,(a®) = idg,a'%® =z fir 0 < z € R = ¢°8(®) = jdp
(Identidtsabbildungen auf R/Ry)

a®—1

log,(#) _ 1
rz—1 =

11) %LHIO = IOg(a’>7 %Lnll log(a)

iii): log, (zy) = log,(x) + log,(y), log, (%) = log, (z) — log,(y)
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Beweis

Partiell als Ubung, durch Rekfithrung auf 16.5 und 16.6.

Zwischenbemerkung: Definition und Eigenschaften von Sinus und Kosinus lassen sich relativ
elegant aus den Eigenschaften des Exponentials im Komplexen herleiten. Deswegen machen wir
einen kurzen Ausflug ins Komplexe. Im Folgenden, dass heifit fiir Differentation und Integration,
spielen nur sin(x) und cos(x) fiir z € R eine Rolle.

Beobachtung: Alle Aussagen zur absoluten Konvergenz aus Abschnitt 12 gelten auch fiir kom-
plexe Potenzreihen f(z) = >3- axz® mit a, € C und z € C. Der Betrag wird jetzt berechnet als

12| = Vo +y? = [l(z, )|l

Der Konvergenzradius berechnet sich wie zuvor mit p =

1

W S [0, OO]

Im Inneren der Kreisscheibe B, = {z € C : |z| < p} konvergiert die Reihe absolut gegen einen
stetigen Grenzwert f(z). Auflerdem ist f(z) beziiglich Konjugierung homomorph (wie Polyno-
me), dass heifit: f(z) = f(z) mit Z = x — iy. Aus absoluter Konvergenz folgt Konsistenz des
Cauchy-Produktes, dass heifit insbesondere fiir Exponentialreihe exp(z) = Y o %)? die Funktio-
nalgleichung: exp(z; + 2z2) = exp(z1)exp(ze) fiir 21,29 € C

Aufteilung von z in reellen und imaginéren Anteil ergibt:

o

. . i)k
eap(w + iy) = eap(@)eap(iy) = eap(@) - (3 “H-)
n=0
exr ($+Z)_ . 222 23,3 -4 4 -5, 5
;Tf’_1+%+%+’g + S+ By T
2 4 . 3 5
=(1-%+45 - )+ily—% +%5—--)
> _ 2k X 2k L.
= Z ((2yk))' +i kZO ((Qk“ﬁ), = cos(y) + isin(y)
k=0 =

Schlussfolgerung: Eulerische Formel: exp(x + iy) = exp(z)(cos(y) + isin(y))

16.9 Lemma: Eigenschaften von Sinus und Kosinus
i): e sin(z) = Im(exp(iz)) = 3 (exp(iz) — exp(—iz)) = —sin(.z) € R ist ungerade.
e cos(z) = Re(exp(iz)) = 3(exp(iz) + exp(—iz)) = cos(—z) € R ist gerade.
ii): sin®(x) + cos?(z) = 1 und sin(z) € [~1,1] 3 cos(x)
iii): cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y), sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

iv): lim S22 — 1 iy s@=L _ g
z—0 x—0 z

Beweis
i): folgt aus der Definition.
ii): (% (eix + e—i;c))2+(i (eix _ e—i;c))Q — %(e2ix+2eixe—ix+e—2ix_€2iw+e2ixe—ix_e_Q,L'x) =1

iii): cos(z+y)+sin(z+y) = @Y = el = (cos(z)+isin(z))(cos(y)+isin(y)) = cos(x) cos(y)—
sin(z) sin(y) + ¢(cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y))

iv): Aus der Reihendarstellung folgt:

. osin(x) 2 (—2?)k - x? _
Jim, = =) gy~ - g ) =

_cos(z) =1 O (=12l
o —.ili%; @ 0
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16.10 Satz: Weitere Eigenschaften von Kosinus und Sinus

Die Funktion cos(x) hat auf (0,2) genau eine Nullstelle, die mit 7 bezeichnet wird, die eine ir-
rationale und sogar tranzendente Zahl ist (Irratlonahtat und Tranzendenz spater bew1esen). Es
gilt:

i): sin (%) = 1,cos(m) = -1

ii): sin(x+m) = —sin(x) = sin(z — ), cos(x + ) = — cos(x) = cos(x — m), dass heifit, die Periode
betragt 27.
iif): sin(z) = 0 < £ € Z A cos(z) = 0 < (“ﬂi) c7.
Beweis
Hilfsaussagen:

a): sin(z) >z fir0 <z <2

b): cos(0) = 1,cos(z) < —1%, cos(z) ist streng monoton fallend fiir 0 < z < 2

3 )
a): und b): implizieren die Existenz eindeutiger Nullstellen in (0, 2).

o0
. . osin(z) _ (—ng)k N z2 4
Beweis von a): ~—~ = } DT =1-2 42 -
k=0

Die Reihe alterniert und fiir || < 2 sind die Gliederbetriige monoton fallend, da:

(=) 12k—1)! 22

DD (—aF = =t < 1

Beweis von b): Fiir y > x gilt nach der trigonometrischen Identitiit:

cos(z) — cos(y) = cos(z (x +y) + 5 (z —y)) —cos(3 (z +y) — 5 (x —y))

= cos(3 (v +y)) cos(5 (z —y)) —sin(5 (z + ))Sin(%(l"—y))
—cos( (z +y)) cos(3 (x —y)) —sin(3 (z +y))sin(3 (z — y))
-2 @ry)sn(@—y) =2 simG@+y) s @—y)
—— ——
>3 (@+y),da0< 5 (z+y) =0

y > x = cos(z) — cos(y) >0
= cos(y) < cos(z) = streng monoton fallend.

Beweis von iii): Nach dem Additionstheorem von Lemma 16.9 gilt:

sin(r) =sin (3 + %) = 2sin (5) cos () =0
——

=0

cos(m) = cos (5 + %) = cos® (3) —sin® (%) = —1
T T

sin(z + ) = sin(z) cos(m) + cos(x) sin(m) = — sin(z)

cos(x +m) = —cos(z) O

Ubung: cos(2) < 0, Rest Selbst!
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Differentation

17 Definition und Grundeigenschaften

17.1 Definition: Differenzierbarkeit

Eine stetige Funktion f : (a,b) — R heifit differenzierbar an der Stelle zy € (a,b), wenn der
Grenzwert f/(zo) = limy,_,, %ﬁxo) existiert. Dann heifit f’(z9) € R die Ableitung von f an
der Stelle zgq.

Wenn f differenzierbar an allen xg € (a,b) ist, dann bezeichnet f’ auch die Ableitungsfunktion
f':(a,b) = R.

Mit anderen Worten: Der auf (a,zg) U (x0,b) stetige Differenzenqoutient %"J;}(TO) hat an der
Stelle zp eine hebbare Unstetigkeit und der Grenzwert gibt die Tangentensteigung an. Wenn die
unabhiingige Variable x = t die Zeit representiert, dann ist f’(¢p) die &nderungsgeschwindigkeit
von f(t) zu tg.

Beispiele:

i): f(z) =ax+bmit a,b e R = [@)=fwo) _ aztb-are=b _ g2=20 _ g

r—Io Tr—x0 r—Io

ii): Fiir f(z) = 2" = L&) (T‘H'h) 1@0) it h = 2 — o — 0 gilt:

T—Xo

(mo—i-h)"—azg o mg+nhzg_1+.“718’ . nhxg_lJr...
- h h

n n
= lim %Z() g% = lim 37 (3)RFtag —hm NESS +Z<>hk1nk

|
k=1 h=0 k=1

—0

= fla)=nay =" =L

iii): f(x) = exp(x):

= f'(zo) = lim

exp(zo+h)—exp(ea) _ |;
SPLToTH)ZEXPIT0) — lim
h—0 h h (

im (exp(wo) exp(h) — exp(zo))

exp(h)—l) _ 1=
h Lemma 16.1 exp(mo) eXP(xO)

= }llii%(exp(xo) (

Wichtig: cexp(z) = ce®” mit ¢ € R ist die einzige Funktionenklasse, die mit ihrer Ableitung
iibereinstimmen: f'(x) = f(z) fir t e R & f(x) = ce® fiir c€ R

59
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iv): f(z) = cos(z):

= 1 (cos(zg + h) — cos(zg)) = 1 (cos(zg) cos(h) — sin(zg) sin(h) — cos(zo))

h
. (cos(h)—1 . sin(h) __ .. cos(h)—1 . .. sin(h)
= }1}3}) cos(wg) - — sin(zo) =~ = cos(xo) ]{12% =47 +sin(wo) }1}3}] =
= cos(zg) - 0 — sin(wp) - 1 = —sin(zo) = - cos()
= —sin(x)

Alternative Schreibweisen fiir die Ableitung: f'(z0) = 4 f(2) |p—a= % [ Z—Z la=zy, falls

y=f(x).

Vorgriff zur Verstéindlichkeit: Potenzreihen diirfen innerhalb ihres Konvergenzradius gliedweise
differenziert werden und sind dort insbesondere beliebig oft differenzierbar.

d [ a2k = dzx = kx =z
T R S
Entsprechendes gilt fiir sin(z), cos(z), . ..

Einfaches Beispiel einer stetigen, aber nicht differenzierbaren Funktion:

x Jfallsz >0

f(z) = || = abs(z) = {

—x Jfallsz <0
Nahe eines beliebigen zg # 0 gilt entweder abs(z) = x oder abs(x) = —z und es ergibt sich die
Ableitung
d 1,fallsz >0
b !/ - b — ’
abs'(x) = Jabs(@) {1 falls z < 0

Am Ursprung zy = 0 gilt fiir eine Folge z,, = (_n)n):

1
_ = —0
f(zn) g(o) _ r(t o = (—1)" — divergent
Ty — (=™

Trotzdem ist f(x) = abs(x) relativ gutmiitig und lisst sich immer noch richtungsdifferenzieren im
folgenden Sinne:

17.2 Definition: Links- und Rechtsdifferenzierbarkeit

Eine Funktion f € C(a,b) heiit an xg € (a,b) links- und/oder rechtsdifferenzierbar, falls folgende
Grenzwerte existiert:

fl(z) = }111;1% w bezichungsweise f', (z) = }{1{% w

Fiir beliebiges ¢ bedeutet 1i}n ¢(z) = ¢, dass fur alle Folgen (x,) C {a > z € R} mit z,, — a gilt:

zlir_r}a d(xn) =c
Entsprechend il{‘r}l o(x)=c¢
1,firz>0
o(x) = sign(x) =<0, firz=0 ,ii}r}) o(x) = —1, }1{1%) d(x) =1
—1,firx<0

Man nennt f/ (x) und f} (x) dann die links- und rechtsseitige Ableitung und f(x) selbst richtungs-
differenzierbar an der Stelle z, falls beide existieren.
Beispiel: f(z) =|z|= f.(0) =—1und f,(0) =1
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17.3 Lemma: Zusammenhang von Richtungsdifferenzierbarkeit und Dif-
ferenzierbarkeit

Eine Funktion f € C(a,b) ist an der Stelle x differenzierbar genau dann wenn die Richtungsablei-
tungen f’ (xo), f (xo) existieren und den gleichen Wert haben.

Beispiel: f(z) = {

3 firz >0

0 sonst

_ T4 _ iy SO0 0 _n—1 i _ h2 —
An der Stelle xy = 0 gilt: f.(0) = }lll/moT) = ]}b%ﬁ =0= ’111\moh2 = }ILIQ%TQ = f1.(0) =0
existiert.
Beweis

Es gilt jeweils fiir gegebenes € > 0 und geeignetes 6 > 0, dass:
i) bei Differenzierbarkeit: |+ [f(z 4+ h) — f(z)] — f'(z)| < € fiir h € (—§,0) U (0,0)
ii) bei Linksdifferenzierbarkeit: |+ [f(z 4+ h) — f(z)] — f_(z)| < € fiir h € (=6,0)
iii) bei Rechtsdifferenzierbarkeit: |+ [f(z 4+ h) — f(z)] — fi(z)| < € fiir h € (0,6)

Offensichtlich folgt aus i) sowohl ii) als auch iii) mit f” (z) = f'(z) = f} (z). Umgekehrt implizieren
ii) und iii) mit f’ (x) = f} (x) die Aussage i) mit f'(z) = f_(z) = f.(z).

Beispiele wichtiger nur stiickweise differenzierbare Funktionen sind: f(x) = max(f1(z), ..., fn(2)),
f(z) = min(fi(x), ..., fn(x)) zum Beispiel in Tschebyschew-Approximation oder in Wirtschaftswis-
senschaften.

17.4 Satz: Ableitungen von Summen, Produkten, Qoutienten

Falls f,g € C(a,b) und an der Stelle o differenzierbar sind, so sind folgende Kombinationen auch
differenzierbar mit den angegebenen Ableitungswerten:

i) Linearitét (Additividt und Homogenitéit der Ableitung):
hz) = af(z) + Bg(z) mit @ € R 3 5 = h'(z0) = af'(x0) + By’ (x0)

ii) Produktregel: h(z) = f(z)g(x) = W' (z0) = f(z0)g'(z0) + f/(x0)g(z0)
f

166} mit g(x0) £ 0 = W (zg) = lalzog fro) (oo

iii) Qoutientenregel: h(z) =

Beweis
i) offensichtlich beim Hinschreiben
ii)

f(@)g(x)=f(x0)g(wo)

lim _ lim [L@06)—f@o)o() | fz)o(x)—f(odo(ro)]
T—x0 T—Zo T—xq T—To T—To
1 Crf(@)—f(=o) : 9(z)—g(wo)
= lim g(z) - [Fo= ]+ lim [f(20) 55=5]
= lim g(x) lim f(~):f(370) -‘rf(l‘o) lim .‘7(37):9(370)
T—T0 T—To T—To T —x0 T—xo

= g(20) f'(z0) + f(20)g' (20)

iii) eventuell Ubung.

mn

Beispiele: Die schon bewiesene Aussage %x = nz"~ ! fiir n > 0 lisst sich mit der Produktregel

durch Induktion Uberpriifen:

Lamy=L@-am ) =1-2"" 4o Lo =2 + 2(n—1)2""% < Induktionsannahme
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Die Qoutientenregel ergibt fiir n < 0:

_d 1 _ 0z "—(—n)z "1 1 _ pgem-l e l4on —
dx T drxxzm T (xz—m)2 z—2n — & =nx

Frage: Was passiert bei Hintereinanderausfithrung: x ER y RN (Komposition)
z € (a,b) CR,y = f(z), 2 = g(y) = h(z) = g(f(2))
17.5 Satz: Kettenregel

Sei f € C(a,b) an der Stelle zy € (a,b) differenzierbar und g auf der Umgebung (yo — d,y0 + 0)
von yo = f(xp) differenzierbar. Dann ist auch h(xz) = g(f(x)) = (g o f)(z) in der Umgebung
(zo — €, k0 + €) von zy differenzierbar und es gilt:

@) | o= (20) = % |omao= g (0) ' (@0) = ¢'(f(20)) [ (x0)

Eselsbriicke nach Leibniznotation: ¢ = 2= 24

Beweis

Wegen der Stetigkeit von f gilt fiir x — zg = y = f(z) — yo = f(20):

; (f(@)—g(f(z0)) _ 7; (f(2)—g(f(z0))\ . fl@)—f(x0)
Jim B = Jdim (5= ) e )
= Jim 2=l Tim SE=ER = of (o) ' (w0)

Dieser Beweis ist giiltig, falls f/(zg) = limg .o %ﬁézo) # 0 und sonst f(z) # f(xo) fir alle x
mit |z — x| < 0.
Allgemeiner betrachte die Darstellung;:

% falls v # yo

9(f(z)) — g(f(x0)) _ G(f(x))f(x) — f(20)
9'(vo)

T — X9 r — X

fiir festes yo

wobei G(y) = {

Differenzierbarkeit von g an yq ist dquivalent zur Stetigkeit von G(y) an y = yo. Also folgt aus den
Grenzwertséitzen, dass:

lim G(f(x))M = lim G(f(z)) lim M = lim G(y)f (xo)

T—T0 T — X9 T—x0 T—To r — X Y—Yo
= G(y0).f'(z0) = ¢'(f(x0)) ' (x0) O
Beispiel: sin(z") = g(f(x)) mit f(z) = 2", g(y) = sin(y), f'(z) = nz™"", g'(y) = cos(y)
= f'(zo) = cos(z") ma"?

duflere Ableitung
17.6 Definition: Minima und Maxima
Fir f: D — R heifit p € D ein lokales Minimum beziehungsweise lokales Maximum, wenn gilt:
0>0,2 € Bs(xg) ={x €D:|x—x9 <0} = f(x) > f(zg) bzw. f(x) < f(xo)

Falls Aussage fiir beliebiges § gilt, heifit x¢ globales Minimum bzw. Maximum von f auf D.

Beispiel: f(z) = % auf D = R alle lokalen Minima sind globale Minima mit Minimalwert

0. Nur das lokale Maximum f(0) = 2 ist auch globales Maximum.
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17.7 Satz: Optimalititsbedingungen 1. Ordnung (1. Ableitung)

Sei f auf [a, b] stetig, in (a, b) differenzierbar und an x = a rechts und an x = b links differenzierbar.
Dann gilt fiir jedes lokale Minimum zq € [a, b] entweder:

i) a<zg<bund f'(xg) =0
ii) oder a = xo und f! (x9) >0

iii) oder zo = b und f’ (x0) <0

Beweis
Falls zy < b folgt aus Minimalitét, dass f’ (zo) = lim %‘/{,SO) >0

T—xo
Dies beweist iii) fiir g = b. Entsprechend fir o > a gilt f’ () > 0. Fiir alle g € (a,b) gilt
sowohl f! (zg) > 0 als auch f’ (29) < 0= f'(20) =0 O
Bemerkung: Obige Aussagen sind notwendige Bedingungen fiir Optimalitdt. Hinreichend fiir
Minimalitét (lokal) von zo = a oder xo = b ist, dass f’ (a) > 0 beziehungsweise f’ (b) < 0. Fiir
Maximalitit von f an xg gilt dieselbe Stationarititsbedingung f/(z¢) = 0 bei xg € (a,b) und am
Rand miissen jeweils die Ungleichung invertiert werden.
Allgemein werden Optimierungsprobleme (Extremwertaufgaben) als Minimierungsprobleme formu-
liert (keine Einschrankung der Allgemeinheit, da max{f(z) | z € D} = —min{—f(z) | z € D}).

17.8 Satz: Zwischenwertsatz der Differentation

Falls f € Cla, b] und differenzierbar in (a, b) existiert mindestens ein Zwischenwert = mit :

f(b) — fla)
b—a

= f'(xo) beziehungsweise f(b) — f(a) = f'(x0)(b— a)

Beweis

Betrachte die stetige Funktion ¢(z) = f(z) — f(a) + W(m —a) = ¢(a) =0 = ¢(b) und ¢
in (a,b) differenzierbar = ¢ hat ein Minimum oder Maximum an z € [a, b] nach Weierstrass. Falls
Maximalwert gleich Minimalwert muss gelten ¢(x) = 0 fiir alle x € [a,b] = ¢'(z) =0 YV € (a,b).
Ansonsten ist entweder Max oder Min ungleich 0 und wird somit an g € (a,b) anngenommen:

= ¢'(x9) = 0 nach Satz 17.7 < 0= ¢'(zq) = f'(x0) — W 0

Beispiel: f(z) = \/E = f'(z) = ﬁv [a,b] = [0,1]

f()—f(0) 1 _1
1-0 m—l?l‘—z

Bemerkenswert: f ist am linken Rand noch nicht einmal richtungsdifferenzierbar, da Tangente
vertikal.

= 1 Zwischenwertsatz gilt fiir x mit

17.9 Korollar: monotone und streng monotone Steigung

Eine auf (a,b) differenzierbare Funktion f ist streng monoton steigend beziehungsweise streng
monoton fallend, wenn entweder:

Vz € (a,b): f'(z) > 0 beziehungsweise Vx € (a,b): f'(x) <0
Sie kann nur monoton sein, wenn diese Bedingungen schwach erfiillt sind, dass heift:

Anf (f(2)) 2 0 oder ailigb(f’(w)) <0



KAPITEL V. DIFFERENTATION 64

Beweis

Es gilt fiir « < @ < b < b nach Mittelwertsatz f(b) — f(a) = (b — a)f'(z) fiir € (@,b). Es folgt:
f(b) = f(@a) >0 < f'(z) >0= strenges Wachstum folgt aus f'(z) >0

f(b) — f(@) > 0 < f'(x) > 0, zum Beweis der Notwendigkeit von inf(f’(z)) > 0 fiir schwach
monotones Steigen nehme an, dass f'(z¢) < 0 fiir ein x¢ € (a,b). Dann gilt:

ZI{IQOW = f'(z0) < 0= f(x) < f(zo) Vz € (x0, 20 + )

= f nicht monoton wachsend - Widerspruch.

17.10 Satz: Existenz und Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen

Falls die Ableitung f'(z) von f(x) fiir alle © € (a,b) existiert und positiv ist, so besitzt eine
stetige funktion f : [a,b] — [f(a), f(b)], eine Inverse f~! : [f(a), f(b)] — [a,b]. Diese ist fiir alle
yo € (f(a), f(b)) differenzierbar und es gilt:

1 _ ! = 1
W) ly=yo= f(zo)  f(f~(yo))

wobei yo = f(xg) beziehungsweise xo = f~!(yo). Die Aussage gilt entsprechend wenn f’(z) < 0
tir alle « € (a,b).

[rwwz%=

Beweis

Strenge Monotonie folgt aus Korollar 17.9. Dadurch ist die Existenz und Stetigkeit der Umkehr-
funktion garantiert. Aulerdem gilt:
T — X9 1

lim m — = lim =
v=yo Y — Yo z =0 f(@) = f(zo) v—zo f(z) — f(zo)  f'(x0)

da f'(zo) # 0 nach Vorraussetzung.

17.11 Korollar: besondere Ableitungen
i) g log(a) = 5

i) Lov=ya¥~firO<zeR

d

iii) ~9* =log(y)y” fir 0 <y € R

Beweis

Nach vorherigem Satz folgt aus log(y) = f~1(y):

i) Umkehrfunktion von f(z) = exp(z), somit: % log(y) = f,(f_ll(y)) = exp(lig(y)) = %

i) La¥ = L exp(ylog(z)) = exp(ylog(z)) (£) = a¥% = ya¥~!(y = n)

iii) £ exp(zlog(y)) = log(y) exp(zlog(y)) = log(y)y” O

17.12 Satz: Lipschitzstetigekeit stetiger, differenzierbarer Funktionen

Sei f auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann ist f auf [a, b] lipschitzstetig stetig genau
dann wenn Ly = sup(|f/(z)] : @« < < b) < oo. Falls endlich ist Ly kleinstmégliche Konstante auf
[a, b].
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Beweis

Tr—

Falls f lipschitzstetig mit Konstante L folgt Vo : |f'(wo)| = lim MP=IGol <1 o 1> 1
T—xT0

Umgekehrt gilt nach dem Mittelwertsatz, dass |W| =|f')|fire<z<y

Beispiel:
cos(x —sin(z r?) — 2z cos(x
o) = L) g ) %) 221+ o)
1+ 22 +2|z[2 _ a4 21)2
- (1422 T (1+4a?2)?2 —

mit 1+ 22 + 4|z <1+ 42 + 42 < (1 + 22)? und |sin(z)| < 1> |cos(z)].

18 Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

18.1 Satz: Satz von Rolle

Sei a < b, f : [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b) und f differenzierbar auf ]a,b[. Dann existiert
€ €Ja,b[ mit 1'(€) = 0.

Beweis

Folgt direkt aus dem Mittelwertsatz.

18.2 Satz: verallgemeinerte Mittelwertsatz

Sei f,g € C([a, b)), f, g differenzierbar auf Ja, b[ und ¢'(x) # 0 V z €]a, b[. Dann existiert £ €]a, b[:

Beweis

Setzen 9(x) = f(x) — f(a) — LO=LE (4(2)  g(a).
Es gilt: ¢ € C([a,b]) differenzierbar auf ]a, b] sowie ¢(a) = 0 = ¢(b)
Bemerkung: g(b) # g(a) wegen Vorraussetzung und Rolle.

Satz von Rolle liefert: 3¢ €la, b[: 0 = ¢/() = f(€) — LP=H4g'(¢) D

18.3 Satz: Zwischenwertsatz fiir Ableitungen

Sei f : [a,b] — R differenzierbar auf [a, b] mit f'(a) # f/(b).
Dann nimmt f’ jeden Wert in [f(a), f'(b)] beziehungsweise [f'(b), f'(a)] an.
Bemerkung: [’ muss hierzu nicht stetig sein.

Beweis

spater

18.4 Satz: Regel von ’Hospital
Seien —oo < a < b < o0, f, g :]a,b[— R differenzierbar und ¢'(z) # 0 V x €]a, b[. Weiterhin gelte:

i) 91013%) f(x) = ili)r})g(l‘) =0 oder

i) lim [g(2)] = oo
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Falls nun der eigentliche (€ R) oder uneigentliche (€ oo ) Grenzwerte lirr}) f; :E;g existiert, so existiert
z—b !

auch hm ( ) und beide Grenzwerte sind gleich.

(Analog fur x — a)

Beweis

g'(z)

i) lim f(2) = lim g(x) = 0:

Betrachten nur A = lirr}) I@) ¢ R,

Fall 1: f, g stetig auf (a, b] fortsetzbar, dass heifit insbesondere b € ]R ,f(b)=0=g(b). Seie >0
beliebig, = €]b — §,b[ fir 0 < 6 < b — a derart, dass |f — Al < e VY €]b— 4,0l

Wegen dem Mittelwertsatz existiert £ €]z, b[ mit ggg = :gég = fgb; g((;)) f,gg. Also

3-8 15§ - <
Fall 2: b = co. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit a > 0. Wir definieren:

1 1 1 1
) = {f(y) O<Y<i g {g(y> O<y<t

0 ,y=0 0 ,y=0

Damit gilt: F, G € C([0, 1[) (wegen hm (& ;) = lim f(z) = lim g(z) =0)und F'(y) =
y— r— 00 r— 00

y2 ( ),G'(y) = y—12 (i) fiir y 6]0 11, also wegen Fall i) Fall 1:
1 1
f@) oy FG) o Fw) o P o PG r@)
Ao = o dy =M ow =M ew = o d) = vo

Fall 1: b € R. Sei € > 0 beliebig. Dann existiert nach Vorraussetzung ein 0 < §y < b — @ mit
|f () _ Al < £V €]b—0dg, b[ und wegen (0.B.d.A.) g(x) 270, 5o existiert auch 0 < § < dg

mit |M| < § sowie |g(b %) <1V €]b— 41, b]. Nach dem Mittelwertsatz

g(z)
existiert fiir beliebiges © €]b — dp, b ein £ €]b — g, [ mit % = 5/8 Also gilt:

F0) Al (S50 —ag(b—de) | (1 _ glb—do)y Fla)—F(b—ba) _ e o IO
[5Gy — Al =1 @ + (=S ) o=t ~ A 55, 5 T 2@ — Al

<5+2;=c¢
Fall 2: analog O
Beispiele

e [Typ % |Erste Standardtyp i).

e—1
T

: lim

=lim & =1
z—0

r—0
e [Typ & |~ I'Hospital nicht anwendbar

lim
z—0

liefern: lim
x—0

M existiert nicht (Haufungspunkt +00), aber Anwendung von 1’'Hospital wiirde

cos(m);sm(w) -1
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[Typ 2]~ I'Hospital nicht anwendbar, aber Grenzwert existiert nach den Grenzwertsétzen.

- ili% S;fﬁ) = 0 ("Hospital ergiibe: hr% S”’_&) = i% &1(1) =1)
o [Typ 22]Zweite Standardtyp ii).
. log(x"b_;'_l) _ . m—1 n _ . m _
- A oy = m S et = im gy =R mnEN
sin(x)
— zlL n ziiii?} = 1m i—t”ﬁ = 1 (Grenzwertsitze), 'Hospital nicht anwendbar, da

(x +cos(z)) =1— sm(x) nicht # 0 V z beziehungsweise hinreichend grofie x.

[Typ 0 - 0o ]~ Umformen zu Briichen: $ = £
0

[Typ 1°°]~ Umformen mittels exp ~ eT¥? wegen Stetigkeit von e.

19 Ableitungen hoherer Ordnung

19.1 Definition: k-fache Differenzierbarkeit

f :]a,b[— R heiit k-mal differenzierbar in xo €]a, b[, wenn:
VO<j<k:furl(z) = hm (f(])(xo +h) — f9)(x0))

existieren (insbesondere muss f (k — 1)mal differenzierbar auf einer Umgebung von z( sein. Be-
trachte ja Grenzwerte!).

Dabei gilt: (O := f, f() = f" usw. Entsprechend heifit f k-mal differenzierbar auf |a, b[, wenn f
k-mal differenzierbar V g €]a, b|.

Bezeichung: C*(Ja,b[) = Raum aller auf dem Intervall k-mal differenzierbaren Funktionen mit

f® e C(]a,b]).

C>®(Ja,b]) := U C*(]a,b]) = beliebig oft (stetig) differenzierbare Funktionen.
k=1

19.2 Satz: Leibniz-Regel, Produktregel fiir hhere Ableitungen

Sei f,g: I — R k-mal differenzierbar auf dem Intervall I. Dann ist f og auch k-mal differenzierbar

und (f - 9)®) (2) = i:o (?)f(j)(.’)’;)g(k_j)(x)

Beweis

Induktion mit Proiduktregel und Summenragel fiir 1. Ableitung analog zur binomischen Formel OJ

19.3 Satz Taylorformel

Taylopolynome und Taylorentwicklung.
Motivation: Entwicklung von Polynomen p(z) in Punkten y # 0,p(z) = ppa™ + ... + p12 + po.
Setze x =y+h,h=xz—y:

P(y+h)=§pk(y+h)k= > m(k)kmhm—zhm.z <k>ykm

o<m<k<n k=m

n—m
k=t hm m+1)!
= § pm-‘rl( N ) yl
m! = !

=am(y)
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am(y) ist ein Polynom vom Grad hochstens n — m.
n o)k
= p(r) = 3 arly) -

y ist Parameter,des Entwicklungspunktes, x ist die Variable.

n R n—1 r—u)*
pa) =Y ap(0)ke=n ) ap1(0) EFE-

Die Ableiten verschiebt die Koe;ﬁzientenfolge (ag, a1, ..., a,) um eine Position nach links zu (a1, as, ..., Gp—1)

H 4. (M) (x=y)" y)k
Per Induktion gilt: p\™(x) = E Amn(Y) .

1
Insbesondere folgt: p™)(y) = a,,(y), womit die Entwicklung die Form p(z) = 3. p(*) (y)(x?fi?)k

annimmt.
Was taugt diese Formel als allgemeine Niherung?

Sei I = [a,b],a < b, f:1— R (n+1)-fach differenzierbar. Betrachte p,(z) = > p_, fF (y )(miy
als Niherung fiir f(z). Betrachte nun z als festen Parameter und den Entwicklungspunkt y als
Variable.

Setze: ¢(y) := py(x) — f(z). Dann ist:

o $() = pa(z) — f) =0
« $(y) =TI +k§[f<k+l><y> L) p) () T = f(y) + FD () ()

@(z) ist klein mit Ordnung n in (z — y) — ¢(y) klein mit Ordnung (n + 1).
Zum Satz: Sei I = [a,b] C R,a < byxg € I,f : I — R, (n+1)-fach differenzierbar. Dann gibt es
zu jedem z € I ein 6 € (0,1) mit:

_ n+1
§ jf<k> x") + D (o + 0 — xo))@(n%!
Beweis

Sei ¢ wie oben definiert, m € {1,...,n+ 1}: o) W)@ _ _ #(*) __ nach dem

@07~ @y =@ m(e=a)"

Mittelwertsatz mit & zwischen x und y gilt :
I=y+0(x—y), mit b e (0,1) und:

Setze nun y = xg,m =n + 1:

(x — xo)" Tt

J(@) = Ga (@) + D @ + 8w = 20)) ==

Bemerkung: R, (zo, ) := f"(zq + 0(x — xo))% ist das Lagrange-Restglied.

19.4 Korollar: Schldmilch-Restglied
Fiir jedes x € I,m € {1,...,n+ 1} gibt es ein 6 € (0,1) mit:

(1 _ e)n—m-‘rl(x _ QTO)TH_I

nl-m

F(@) = pog(x) + fOF (20 + 0(z — 20))
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19.5 Beweis
2 =a— (20 +0( —20)) = (1— 0)(x — )

(.’L‘ _ i)n—m—&-l

m-n! (2= @0)"

(1 _ 9)n—m+1
m-n!

= f(2) = pay () + fOHD ()

n+1

= pay () + f (20 + 0(2 — 20)) (x — x0)

19.6 Definition: Entwickelbarkeit von Funktionen

Sei I = [a,b],a < b ein Intervall, f € C>®(I),zg € I. Dann heifit f um zy in eine Taylorreihe
entwickelbar, wenn es eine Umgebung U C I von xq gibt, so dass V€ U: lim R,(zg,x) = 0.

Zur Anwendung folgt:

19.7 Satz: hinrechende Bedingung fiir Maxima

Sei I = [a,b], f € C3(I),z0 € I mit f'(x¢) = 0. Wenn f”(xq) < 0, dann ist zg ein lokales Maximum
von f.

Beweis

Wegen f” stetig und f”(zg) < 0 gibt es ein § > 0 mit = € I, |z — x| < § = f"(x) <O0.

Sei z € I,|x — x| < 0:

flz) = f($0)+f/($o)($—fco)+%f//($0+9($—$0))($—$0)2 mit 0 € (0,1) = [(xo+0(x—x0) — 20| =
Olz — zo| < 9, dass heifit f(x) — f(zo) < 0 und dann f(z) < f(zo).



Kapitel VI

Integration

20 Das bestimmte Integral nach Riemann

Motivation: Berechnung von Flédchen unter Kurven, Volumen unter Fliachen, usw..

20.1 Eigenschaften des Integrals

J? f(x)dz heiBt Integral, falls fiir alle ,geeigneten“Funktionen f, g : [a, b] gilt:
i) fab vf(x)dx = 'yf; f(x)dz fir v € R (Homogenitit).
i) [2(f(2) + g(2)dz = [° f(z)de + [ g(z)dz (Aditivitit).
iii) fab flx)dy < fabg(x)dx, falls f(z) < g(x) fiir a < z < b (Monotonitét).

iv) |f: f(z)dz| < (b—a)||fllec (Beschranktheit), wobei ||f||oc = sup{|f(z)

vorausgesetzt.

o<z <b} <o

20.2 Definition: Treppenfunktion

f :]a,b] — R heifit stiickweise konstant, wenn es eine Zerlegung Z = (z;), gibt, so dass a =
To < 1 < ...Tp_1 < Ty = b und es existieren (¢;)7_, mit ¢; = f(z) fiir z € (z;-1,24), f(2) €
[min(e;, ¢i41), max(c;, ¢i+1)]

Die Menge dieser Treppenfunktionen bezeichnet man mit T'[a, b].

20.3 Lemma: Verknpfung von Treppenfunktionen
Falls f, f mit Zerlegungen Z,. Z zu Ta, b] gehoren, so gilt dies auch fiir Lf+ fund f — f. Fir

letztere ist die Zerlegung ZUZ geeignet (Hierbei miissen Elemente von ZUZ neu monoton geordnet
werden).

Beweis

per Beispiel:

-1 fir0o<z<i
f(.’t): N | 27Z:[07771}
1 fir ; <o <1
% fﬁr0§m<%
~ 1 5 5 12
flxy=4¢2 fur§<x<§,Z=[O,§,§,1]
—% fﬁr%<x<1

70
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1 1
-3 O=sz=<g3
5 - -2 i<a<i
= Z U Z umgeordnet =[0,%, 4 2 1] f4 f= 3 =2
g [73;25331]7f f 9 %§m§§

102
7 zso=sl

20.4 Definition und Lemma: Integral und Summe

Fir f € T[a,b] ist das Integral ff f(@)dx = 3" (i — x;_1)c; € R eindeutig definiert und erfiillt
die nach Definition 20.1 geforderten Eigenschaften.

Beweis

Angenommen f € T[a, b] hat zwei Zerlegungen Z C 7, dass heiBt Z ist Verfeinerung von Z. Dann
gibt es fiir jedes Intervall [z;_1, ;] mit 2;_1,x; € Z Punkte Z;_1,&;,..., T € Z, so dass:

Ti—1 :.fj_l <£ij... < T = x4
Dann folgt aus Definition von f € Ta,b], dass ¢; = ¢ fiir [ = j, ...k, somit:

k

ci(rs —xi-1) = Z(i“z —T11)¢

I=j
Summation tiber ¢ = 1,...,n ergibt die Identitéit des Integralwertes von f fiir Z und Z>Z.

Fiir ein beliebiges Paar Z, Z von f gilt, dass ZU Z > Z und Z U Z D Z, dass heiit Verfeinerung
von Z und Z. Also ist das Integral durch Z, Z und Z U Z identisch definiert.

Beweis der Homogenitét: Falls Z Zerlgeung von f € T'la, b], ist es auch eine geeignete Zerlgeung
von f =f mit & = vy¢;. Also folgt:

n

/abvfdw=2(x —@i1)ye = ’YZ ) /f

i=1

Beweis der Aditivitit: Mit der Hilfe von Z U Z wie bei der Eindeutigkeit.
Entsprechend fiir Monotonie. Beschrinktheit folgt aus der Dreiecksungleichung;:

| [ F@)de] = 1D e = wim)l < D leilw x11|—z|c1| ~ zi1)

<D max (jeil)(@i = 2i1) = [|flloo Y (x5 = 2im1) = ||flloc(b — @) O

=1 i=1

Bemerkung: Linearitét und Beschrinktheit implizieren, dass fiir f,g € T'[a, b] gilt:

I/:f(x)dw/ dx\,\/ 2)dz] < (b= a)||f — glloo

Mit anderen Worten: Das Integral als Abbildung des linearen Raumes T'[a,b] in die reellen
Zahlen ist lipschitz-stetig.

20.5 Definition und Lemma: Konvergenz einer Folge von Treppenfunk-
tionen

Falls f : [a,b] — R der Grenzwert einer Folge von f,, € T[a,b] im Sinne von ||f — fn|loc ——> 0
ist, dann definiert fa f(z)dz = hm f fn(x)dz eindeutig ein Integral.
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Beweis

Fiir ¢,, = f fn(x)dz gilt:

¢M—d&a — fn@)dz] < (b= @)l fn — fonlloo < (b= a)(Ilfu = Fllow + [l fn — Fllso)

Cauchyfolge Cauchyfolge

= (¢n )y ist Cauchyfolge mit eindeutigem Grenzwert.

Falls auch f,,, — f, gilt fiir: ¢, = f: fon(x)dz

wA\/n — Fn(@)dz| < (b~ a)|[fo — foull = 0

20.6 Satz: Existenz einer passenden Treppenfunktion (Teil 1)

n—oo

Fiir f : [a,b] — R existiert genau dann eine Folge f,, € T[a,b] mit ||f — f,|| —— 0, wenn folgende
Grenzwerte existieren:

fr(x) = }lli\mof(a:—&—h) fir z € [a,b) und f_(x) = %%f(x — h) fiir z € (a,b]

Mit anderen Worten: f muss auf ganz [0, 1] links- und rechtsstetig sein (Es kann abzihlbar viele

Spriinge mit f_(x) # f4(z) geben).
Beispiel einer Funktion, die 20.6 nicht erfiillt, aber trotzdem riemannintegrierbar ist:

f(m)—{(l)“m(l) iﬁiﬁig auf [0, 1]

Beweis

Setzen die Existenz der linken und rechten Grenzwerte voraus.
Annahme: ||f — g|[«c > € V g € T[a,b]. Dann ist die Restriktion von f auf [a, “E] oder [%£2, b]
auch nicht e—approximierbar:

sup ﬂf(x) - g(x)|} > e fiir [alvbl] = [aa aTer] \ [alvbl] = [%H)’b]

a1 <xz<by

Entsprechend kann man [aq, b1] weiter halbieren und erhélt eine Intervallfolge [a;11,b;4+1] C [as, bs
mit (bi+1 — aiy1) = 3(b; — a;). AuBerdem sind die a; monoton steigend und die b; monoton fallend:

z = lim a; = lim b;
i—00 1—00

Wegen der Halbstetigkeit existiert 6 > 0, so dass |h| <0 = |f(z —h) — f_(z)| < § > |f(x + h) —
f+ ()]

_ fallsz — 0 < T
Deshalb ist die Funktion ¢(Z) = J-) - falls @ ~< e
fr(zx) fallsz<z<z+d
fiir die sup{f(%) —g(Z):x -0 <z <w+0} < 5.
Da (b; —a;) — 0 und z € [a;, b;] ist g fiir hinreichend grofies ¢ durch e Ann&herung von f auf [a;, b;]

im Widerspruch zur Konstruktion dieser Intervalle. = Die Folge f, muss existieren [

eine Treppenfunktion auf [x—4, x+0]

Hierarchie von linearen Funktionenrdumen auf [a,b] C R:
Ta,b] C Rela,b] C Bla,b], R.]a,b] D Cla,b]
e Bla,b]: Raum aller f : [a,b] — R, die beschrinkt sind: ||f||oo = sup{|f(x)|:a <z <b} < o0

e Tla,b]: Raum aller f : [a,b] — R, fiir die eine Treppenzerlgeung Z = [z, x1, . .., T, ] existiert,
sodass ¢ < g < 21 < ... < Tp_1 < T, < bund es existieren Konstanten (¢;)_, so dass
f(z) = ¢, falls @1 < & < @y, f(x;) € [min(e;, ¢—1), max(c;, ¢i—1)] = || flloo = max{|¢;],1 <
i <n}.
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e R.[a,b]: Raum der richtungsstetigen oder ,regulated“Funktion, fiir die die Grenzwerte exis-
tieren:

fr(x) = }lli{r%)f(;v—&—h) an ¢ € [a,b) und f_(z) = }ll%f(x—i—h) an z € (a, b]

e ('a,b]: ist der Unterraum der stetigen Funktionen, fir die f_(x) = f1(z) an « € (a,b).

Geometrische Vorstellung: Bla,b] ~ R3, Unterraum T '[a, b] sind Punkte in dieser Menge.

Der Abschluss des Unterraumes T'[a, b] beziiglich || - || ist T = Re.

(Durch die Definition des Integrals fiir die Treppenfunktionen kann man iiber den Abschluss diese
Definition auf die richtungsstetigen Funktionen iibertragen werden.)

20.7 Satz: Abschluss der Treppenfunktionen in Raum der richtungsste-
tigen Funktionen (Teil 2)

Es gilt, der Abschluss T[a,b] = Re[a,b], dass heifit eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann
richtungsstetig, wenn sie sich beliebig gut durch Treppenfunktionen annédhern lésst.
Beweis

e = Richtungstetigkeit impliziert Approximierbarkeit, wurde durch Widerspruchbeweis be-
wiesen (Teil 1).

e < Fiir f und beliebiges € > 0 existiert eine Treppenfunktion f. € T'[a,b], so dass

|f(x) — fe(z)] < § fiir alle z € [a, ]

Sei Z = (z;)I_, die Zerlegung von f.. Dann existiert fiir beliebiges & € [a,b) ein Index i, so
dass § = min{zx — x;,z; > &} > 0.

Entsprechend gilt fiir alle h € (0,0),dass: f.(& 4+ h) = ¢; = f.(& + h) falls h € (0,6)

= [f(@+h) = f(@+Dh)| < |f(@+h) —ci + e — f(&@+ D)
S f@+h) = f@E+n)] < |f(@+h) = f(@+ )| +|f(@+h) = f(@+h)| <e O

<

<

ol
ol

Fiir beliebiges f € Re[a,b] definieren wir das Integral durch: fab f dx = lim fab fm(x)dz, wobei

(fm) C Tla,b] eine beliebige gegen f konvergierente Folge ist, dass heifit: ||f — fin|loo — O fiir
m — oo.

20.8 Satz: Integral im Raum der richtungsstetigen Funktionen

Das oben definierte Integral erfiillt fiir f € R.[a, b] die in Definition 20.1 verlangten Eigenschaften.

Beweis
i) Linearitéit: f = lim f,, € Rela,b] 2 ¢ = lim g, mit fo,g9m € Tla,b] = afm + Bgm €
Tla,b), lim (afm + Bgm) = of + Bg

b b b b
= [+ s0)de = Jim_ [ @hn+ Bgn)de =t fo [ fude 5 [ gl

e & / b f(z)dz + 3 / b g(z)dz
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ii) Monotonie: Fiir e = L existieren f,, € T[a,b] 3 g = |f(z) — fin(z)| £ = un
gm ()| < % = fon— % und g,, + % sind Treppenfunktionen mit f,,(z) —
gm(x) + & fiir x € [a,b]

b

b
= fnle) =k Zgn@+E = [ ()= Hlde < [ lgale) + Hldo

™ da Trp.-fkt. mon. a

b b b
m;oo/ g(m)dx:/ f(z)dz — lim * S/ g(x)dz + lim %:f:g(x)dx

m— 00 m—0o0

= ii) erfiillt.

Folgerung: Da sowohl stetige, wie auch monoton fallende oder steigende Funktionen iiberall rich-
tungsstetig sind, ist damit die Existenz des bestimmten Integrales fiir diese wichtigen Funktionen-
klassen gesichert.

Frage: Wie lassen Integrale sich konsturktiv auswerden?

Antwort:

e Mit Hilfe von Riemannsummen = numerische Auswertung

e Durch symbolische Umkehrrung der Differentationsregeln.

20.9 Definition: Riemannsche Summe

Fir f € Bla,b] und eine Zerlegung Z = (x;)", mit a = 29 < ... < x, = b und z; € [z;_1, 3]
beliebige Stiitzstellen, setze: R(f, Z,z) = > (x; — xi—1)(f(2:))-

Die Feinheit ||Z]| = max{(z; — z;-1),7 = 1,...,n} € R misst die Genauigkeit der Riemannschen
Summe.

20.10 Satz: Konvergenz der riemannschen Summe

Fiir f € Rc[a,b] und eine beliebige Folge von Zerlegungen Z,, mit Stiitzstellen z,, gilt:
b
12l = 0= R(f, Zoza) = [ S(o)ds
a
Beweis
spéter!

Beispiele:

D) flz) = e, [P evdr =277
Uniforme Zerlegung x; = a + ih, h = = (b — a). Auswertungsstellen: z; = x,_1 = a+ (i — 1)h

n n—1 h\n
x _ a+(i—1)h __ a hy(2) _ a(e) -1
:R(e,Z,z)—;h-e =Dk — he ;(e )()_heﬁ
h b—a a h b a
:eh_l[e —1le = 1[6 — e

b
= lim R(e*%, Z,z) = lim %[eb — e = (e —e?) lim h_ el —et | = / edx
n— 00 h—0 (6 — ].) a
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i) f(2) = 3, Ji' pdw =277

Z = ( )z 0y Ri—1 = Tj— 1—@"1 xi—xi—lza%—afza"(aﬁ—l):

1 i1 1 1
R(%7Zaz):Z(a); —I)G,T :n.(aﬁ _1)

n—1
=1 a -
1
n—1 h—1 (loga)h _ 1 h
= lim R(1,Z,z)= lim a — = lim a = lim & = (log a)a loga
n—00 n— 00 pos h—0 h—0 h h—0 1

Il
S~
o
SHE
QU
S

Kette von linearen Riumen:
Tla,b] € Rela,b] C R;[a,b] C Bla,b]

wobei die erste Ungleicheit durch f(z) = x gezeigt werden kann und die zweite durch:

f(x)={1 el

0 sonst

20.11 Satz: Konvergenz der Riemannsummen bei Unstetigkeiten

Fiir f € Rc[a,b] und eine beiliebige Folge von Zerlegungen Z,, von [a,b] gilt:
12l = 0= B(f, 2, 20) :3%/ fla

20.12 Beweis
Fiir drei Falle:
i) f Treppe mit einer Unstetigkeit
ii) f Treppe mit m Unstetigkeiten
iii) f € Re[a,b] beliebig

fb) ,firm<ax<b
Fiir beliebige Zerlegung existiert genau ein Index ¢, so dass m € (x;_1,x;+1). Dann gilt:

i f(x){f(a) , fira<z<m

b b
/f(@dx:f(a)(m—a)+f(b)(b—m)=>\/ f(x)dz — R(f, Zn)|

=[f(a)(m —zi—1) + f(O)(wi1 —m) — f(zi) (@i — 1) + fzit1) (@ig1 — 1)

< [fla)[(m —zi—1) + [f(O)|(zit1 —m) + [ f(2:)[(xi — zim1) + [f(zip )| (Tit1 — 24)
< flloo (@i — zim1) - 2 < 2[| flloo 2] Znl|

<A4||flloc!|Zn|| = 0 wenn n — oo O

ii) Falls die Annahme fiir alle f € T'[a, b] gilt mit m — 1 Spriingen, folgt fiir f mit m Spriingen
die Existens einer Zerlegung f = f1 + f2, wobei f; einen und fo m — 1 Spriinge hat. Also gilt
fiir eine beliebige Folge Z,,, dass:

N—— —_—— N —
[P f@yde [P fi()de [P fa(z)da

wobei der letzte Term laut Induktionsvoraussetzung gilt.
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iii)

€

fERa,b]= Ve>03TfeTlab]:|[f - fello <

4(b — a)
b b c c
= | [ fa)ds [ fardel < § ARG Z) - R Z) <
Weiterhin existiert § > 0, so dass ||Z,|| < ¢ = |f fe(x)dr — R(fe, Zn)| < §
Mit der Dreiecksungleichung folgt Schlieﬁlich
|/ fla)dz — R(f.2,) < \/ — fu(a)] da] + \/ Ju(w)de — R(fos Z2)| + |BUfo. Z2) ~ RUS. Z,)

<

T

<3e<e O <

mm
Al

Bemerkung: Der Satz beweist, dass Richtungsstetigkeit eine hinreichende Bedingung ist fiir die
Konvergenz der Riemannsummen gegen einen eindeutigen Grenzwert, ndmlich das Integral. Die
Bedingung ist jedoch nicht notwendig. Umkehrung wie folgt:

20.13 Definition: Riemannintegriebarkeit

Eine beschrinkte Funktion f heifit riemann-integriebar, wenn die Riemannsummen R(f, Z,) fiir
beliebige Z,, mit ||z,|| — 0 gegen einen Grenzwert konvergieren, der dann als das Riemann-Integral:

ff f(x)dr = hm R(f,Z,) € R bezeichnet wird.

20.14 Satz: Integraleigenschaften der Riemannintegrierbarkeit

Das Riemannintegral erfiillt auf dem linearen Raum R;[a, b] der riemannintegriebaren Funktionen
die in Definition 20.1 geforderten Eigenschaften.

Beweis

Uber Riemannsummen statt Treppenfunktionen.

20.15 Lemma: Riemannintegriebarkeit aufgesplitteter Intervalle

Fiir ¢ € (a,b) gilt: f € R;[a,b] & f € Ri[a,c] A f € R;[c,b]. In diesem Fall gilt:

/abf(a:)dx:/:f(a:)dx+/cbf(x)dx

o . <“ Annahme: f € R;[a,c] A f € R;[c,b]. Betrachte nun eine beliebige Zerlgeung Z,, von
[a,b] mit || Z,|| — 0. Dann bilden Z! = {z; € Z,, : x; < c}U{c}, Z) = {x; € Z,, : x; > c}U{c}
eine Zerlegung von [a, ¢] und [c, b] mit ||Z],|| < ||Z.|| > ||Z]]|

Dann gilt:

Beweis

—_——— ———— ———— ——

— [P f@)de =[5 f@)de [P f(x)de —0
existiert und ist eindeutig, da Z, beliebig wahlbar ist.

Beispiel einer Funktion f € R;[0, 1], die nicht richtungsstetig ist und deshalb nicht durch Treppen-
sin(2)+1 , firz >0

= 0) ist undefiniert.
0 , firx =0 1+(0)

funktionen angenéhert werden kann, ist: f(x) = {
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Nach Lemma 20.15 gilt auf den Intervallen [e, 1] mit f € Cle, 1]:

1 1 I
[ o~ [ sl =1 [ fapdal <Je - max( fa)]) < 2e -

= lir% [ f(z)dz existiert und es laBt sich zeigen, dass dies den Grenzwert aller R(f,Z,) mit
Zerlegungen Z,, von [0,1] und ||Z,]|| — 0 ist.



