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1. Grundlagen

80 Aussagenlogik

Definition:

e Aussagen: sprachliche Gebilde, die wahr oder falsch, aber nicht jedoch beides, sein
konnen.
e Junktoren: verkniipfen Aussagen zu komplexeren Aussagen. Junktoren sind:
= Negation negiert oder nicht
V' Dissjunktion oder, A Konjunktion und

<, = Implikation daraus folgt oder impliziert

< Aquivalenz genau dann wenn.

e Aussagenlogik beschiftigt sich mit allg. Prinzipien des korrekten Argumentierens
und Schliefens mit Aussagen und deren Kombinationen.

Satz: Logische Aquivalenzen (Rechenregeln)

DazANlererV0zAN0<0,zV]1el
i)z ANz < x < Ve Idempotenz

i)z ANy yAx,xzVy<yVe Kommutativitit

i) (xAy)ANzeazA(yANz), (xVy) Vze oV (yVz) Assoziativitit

iv) (xAy)Vze (xV2)A(yVe), (xVy) Az (xAz)V(yA z) Distributivitit

(
(
(
(
(
(

v) (A(mz) e,V (x) el

~(AAB) & (~A)V (-B)

o (vi) LAV B) & (=A) A (=B) De Morgansche Regel

81 Mathematische Beweisverfahren

Bemerkung: Beweisverfahren:

1. direkter Beweis (Vorussetzung V — Behauptung B)
2. indirekter Beweis =B — =V

3. Widerspruchsbeweis, wie indirekter Beweis wenn V trivial ist
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4. Induktion (IA (Induktionsanfang), IS(Induktionsschritt): IV (I.-Vorraussetzung) und
IB (I.-Behauptung))

Definition: Eine Menge heisst wohlgeordnet durch eine strenge Ordnungsrelation
r<ye (r,y) ERC M x N, falls V{x,y,z} C M

o 1 £ x Irreflexivitat
o r <y ,y<z=2x <z Transitivitdt
o (z<y)V(zr=y)V(z>y) Trichotomie

e Fiir jede nichtleere Teilmenge: N C M : 3 ein kleinstes/minimales Element n € N,
sodassmeN = (m>n)V(n=m)en<m

Bemerkung: Die natiirlichen Zahlen und alle endlichen Teilmengen haben diese Eigen-
schaft. Sie 148t sich erweitern auf iiberabzéhlbare Ordnungszahlen.

Satz: Fir M wohlgeordnet und A: M — {0, 1} gilt:

VneM (meM:m<n—Am)=1)— An) =1

in Worten: falls fiir beliebiges n € M aus A(m) = 1V m < n folgt: dass auch A(n) = 1,
dass gilt: A(n) =1V n € M. (Prinzip der vollstdndigen Induktion)

Beispiel: Bernoulli Ungleichung : (1 + h)* > 1+ nh

2. Der reelle Korper

Bemerkung:
Mengen — geordnete Paare — Kartesische Produkte — Relationen — Funktionen
AuBerdem: Relationen — (Aquivalenzrelationen, Ordnungsrelationen)

Bemerkung: Strukturen: bestehen aus Mengen, ausgezeichneten Elementen und Funktio-
nen z.B. (N;1,n); 1 € N das ausgezeichnete Element, n : N — N die Nachfolgerelation

Bemerkung: Die Addition a : N x N — N wird rekursiv definiert:
a(x,1) := n(z) also: x+1 ist der Nachfolger von z
a(x,n(y)) := n(a(x,y)) x plus Nachfolger von y ist Nachfolger von x+y

82 Die reellen Zahlen: R

ist nachzulesen im Hefter; Dieser Paragraph teilt sich nicht in Sétzen und Definitionen und
ist an sich nur eine Einleitung in die Herleitung der reellen Zahlen.

Bemerkung: Das Komplement R\Q heisst Menge der irrationalen Zahlen, die sich weiter
aufteilen in



e die Menge der (irrationalen) algebraischen Zahlen

e die Menge der transzendenten Zahlen

83 Die Korperaxiome

Definition: Q, R, C bilden jeweils Korper im folgenden Sinne:
Axiomengruppe I: Additive Gruppeneigenschaften
3 eine Abbildung + : K x K — K und +(z,y) = x + v, so dass gilt:

L1)Va,y,z€ K : (x+y)+ 2 =2+ (y + z) Assoziativitit

(L)
(I.2) Vz,y € K : v+ y = y + x Kommutativitat
e (I.3) 30 € K Vx € K : x + 0 = x Nullelement
(1.4

[[4)Vee K Jye K : x4y =0, y=—x Negatives Element

Axiomengruppe II: Multiplikative Gruppeneigenschaften
3 eine Abbildung - : K x K — K und -(z,y) = z - y, so dass gilt:

o I)Ve,y,z€ K:(x-y)-z=x-(y-z) Assoziativitét

[.3) d1 €« K Vz € K : -1 = z Einselement

(L.1)
o (I.2) Va,y € K : -y =y - x Kommutativitét
. (13)
o (1.4)

[4)Vee K,z #03y e K :z-y=1;y=a"'= 1 Negatives Element
Axiomengruppe III: Distributivgesetz
o III.1) Va,y,ze K: (z+y)-z=(x-2)+ (y-2)

Bemerkung: In Z gelten alle diese Axiome aufler I1.4. Eine solche Struktur heiffit Ring.
N verletzt sogar auch 1.3 und 1.4 und N heiffit Semiring.

Satz: Die neutralen und die inversen Elemente beziiglich der Addition und Multiplikation
in einem Korper sind eindeutig bestimmt. Daraus folgt auch die eindeutige Losbarkeit der
linearen Gleichung: a + b - x = ¢ fiir gegebene a, b, c € K,b # 0 und gesuchtes x € K.

Bemerkung: Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division sind sog. binére
Operationen. —z und x~! sind unire Operationen.



Satz: Verallgemeinerung der Assoziativitdt und Kommutativitdt auf endliche Summen
und Produkte fiir Tupel von n Zahlen (a;)j_, € K™

zhf4«M+@+%Hm)+wz(th+%

sz«mym«mumwm:<ﬂw>ﬂn

Durch diese rekursive Definition wird induktiv bewiesen, dass das Produkt bzw. die Summe
von (a;)j_; € K™ wohldefiniert ist.

Lemma: Verallgemeinerung der Distributivitéit

Vbe K ; b(ia]) :i(b-aj)

j=1 =1

Satz: Allgemeine Summen- und Produktnotation

(n—m+1
n g i — falls n > m
Z aj = J; o
J=m \O sonst
(n—m+1
n byt i falls n > m
H bj = JI;Il o
J=m \ 1 sonst
Spezialfal: n! =[[7_, =1-2-----n=[n-1)!]-n

Definition: Binomialkoeffizienten fiir k,n € NUO0
n k—1 .
(1) =a -T2 —4)=gnn—-1)...(n—k+1)

Lemma: Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

e (i) (Z)#O*:nggn:(@:m(ﬁk)!

o (i) () = (o) + () fir 1<k <

84 Anordnung, Absolutbetrag und Max, Min

Anordnungsaxiome IV:

e (IV.1) (x <y)V (z=1y)V (z>y) Trichotomie

o (IV.2) (z <y) A (y < 2) = (x < z) Transitivitit
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o (IV.3) (x <y)A (2 €R) = (z+ 2z < y+ z) Monotonie der Addition

e (IV4) (x <y) N0 <z € R = (zx < zy) Monotonie der Multiplikation

x,fallsz >0

Bemerkung: Der Absolutbetrag ist definiert als |z| :=
—x , falls x <0

Lemma: Eigenschaften des Betrages

e (0) |z| =0 < 2 = 0 Definitheit

e (i) |zy| = |=||y| Homogenitét

o (ii) | £ y| < |x| + |y| Dreiecksungleichung

(
(
(
e (iii) |x + y| > ||z| — |y|| inverse Dreiecksungleichung

Definition: Maximum und Minimum

x, falls x >y in(z, 1) {x,fallsxgy
min(x,y) =

max(z,y) =

y,fallsz <y y,fallsz >y

Bemerkung: Es gibt kein neutrales Element bez. min und max, aber Maximum und
Minimum sind assoziativ und kommutativ und es gilt das “Distributivgesetz*:
max(min(x,y), z) = min(max(z, z), max(y, z)) und

min(max(zx,y), z) = max(min(z, z), min(y, 2))

Bemerkung: min und max sind erweiterbar auf endliche Argumenttupel

85 Vollstindigkeit der reellen Zahlen

Definition: Sei M C K Teilmenge eines Korpers. s € K heifit obere Schranke von M
falls Va € M gilt a < s. M heifit nach oben beschréankt falls ein solches s existiert, sonst
nach oben unbeschréinkt. ¢ € K heiffit untere Schranke von M falls Va € M gilt a > t.
M heifit nach unten beschrinkt falls ein solches t existiert, sonst nach unten unbeschrankt.

Definition: Eine obere Schranke s heifit kleinste obere Schranke (Supremum), falls
gilt: s < &, fiir alle oberen Schranken s’ von M, man schreibt: sup(M) = s. Ist ¢ die grofite
untere Schranke (Infimum) von M, so schreibt man: inf(M) = t.

Bemerkung: s = sup(M) = max(M), falls sup(M) € M.
Bzw. t = inf(M) = min(M), falls inf(M) € M.

Anordnungsaxiome V:
In R hat jede beschréinkte Menge M C R ein Supremum und ein Infimum.

Bemerkung: inf(M) = —sup(—M)



Anmerkung: verbleibende Anordnungsregeln sind in der ersten Ergdnzung zur VL Ana-
lysis I* zu entnehmen.

Satz: Existenz und Monotonie von Wurzeln
Fiir 0 < ¢ € R und n € N existiert genau ein 0 < x € R, so dass ™ = c¢. Dieses  wird mit
/¢ bezeichnet und ist monoton bezgl. ¢, d.h. ¢ > ¢ = V/d > /e

Bemerkung: Der Existenzbeweis fiir Wurzeln ist nicht konstruktiv, daher der Beweis gibt
nicht an, wie fiir konkretes ¢ > 0 sich die Wurzel berechnen ldsst. Damit kann/muss diese
beliebig durch bestimmte Verfahren angenéhert werden.

Beispiel: Fiir n = 2 ergibt sich mit dem Newton-Verfahren eine Beliebige N&herung durch

die rekursive Folge
Tt . C 1 (n=Dze+ -5
Tpyy i= —5 & bzw. Allgemein fiir beliebiges n: rj1; == ———5—

n

3. Konvergenzverhalten von Folgen und Reihen

§6 Folgen und Konvergenz

Definition: Abstrakt ist eine reelle Folge eine Abbildung f von N nach R, wobei iibli-
cherweise direkt die Bilder angegeben werden (x,, = f(n) € R).
Die Gesammtfolge wird wie folgt hin geschrieben: (z,)nen oder (x,,) oder ...

Definition: Eine Folge (x,) ist konvergent, gegen a, falls :
Ve >03n(e) e NVn>n(e) : |z, —a|l <e

Falls ein solches a existiert heifit die Folge konvergent, sonst divergent.
Bemerkung: Die Definition ist eindeutig, da (x,) nur ein Grenzwert haben kann.

. 3 — / _ / / :
Bemerkung: Zwei Folgen (z,) = x1,22,..., Tm, Tmy1,... und (2)) = 2,2, ... heien
dquivalent, wenn fiir ein festes m und alle n gilt: 2/, = 2,,,4p, also ¥} = X3 T = Tppy1; USW.

Lemma: Jede konvergente Folge ist beschrinkt in dem Sinne das die Menge
{z,, : n € N} = f(N) beschrénkt ist, also eine untere und obere Schranke besitzt.

Definition: Die Folge (z,,) heifit monoton steigend bzw fallend, falls fiir alle n € N gilt:
Ty S Tni1 bzw Tn Z Tnt1

Satz: Jede monoton steigende, nach oben beschrankte bzw monoton fallende, nach unten
beschrinkte Folge konvergiert gegen sup{z, : n € N} bzw inf{z, : n € N}

Bemerkung: rekursive Bildungsvorschriften, werden auch als Iterationen bezeichnet.



87 Grenzwertsitze

Satz 7.1: Falls (x,) und (y,) gegen a bzw. b konvergieren, gilt:

(i) lim (x, £y,) = lim z, £ lim y, = a £+ b; Additivitéit

n—oo

(ii) lim (z, - y,) = lim 2z, - lim y, = a - b; Homogenitét

n—oo

Additivitdt und Homogenitét zusammen bezeichnet man als Linearitat
(i) lim (z,/y,) = lim x,/ lim y,, = a/b, falls b # 0
Satz 7.2: Monotonie des Grenzwertes
Falls lim,, .o , = a und lim,, .y, = b und (z,),en beliebig, so folgt aus x,, < z, < y,,

fir n € N, dass a = lim,, .o , < b =1lim,, . Yy
und falls sogar a = b= a = b =lim,, .o 2,.

Lemma 7.3: Folgeneigenschaft von sup(M) und inf(M)
VM C R gilt s =sup(M) < s >« fiir allex € M A J(z,) C M. limz, = s.
Entsprechend auch fir inf(M)

Bemerkung: 0.B.d.A kann eine Folge (x,) monoton wachsend, bzw. fallend, fiir inf(M)
gewahlt werden.

Definition: Nullfolge und uneigentliche Grenzwerte

e (I) (z,,) € R heiBt Nullfolge, falls lim,,_,o z,, = 0, Summen und Produkte von Null-
folgen, haben dieselbe Eigenschaft

o (II) (x,) € R divergiert gegen oo, im Zeichen lim,, o z,, = 00,
wenn Ve > 0 In(e) : Vn > n(e) s a, > 1

e (III) (z,) € R divergiert gegen —oo, im Zeichen lim,,_, ., z, = —o0,
im Sinne von (II)
Lemma 7.4: lim, ..z, = ooV lim,_ . x, = —00
= lim,, i =0

Bemerkung: Die Umkehrung von Lemma 7.4 gilt nicht.



Bemerkung: Grenzwertséitze sind auf uneigentliche Grenzwerte erweiterbar:

dh. lim z, =oc0c= limy, A lim z,=c€eR

dann folgt:
lim (z, + y,) = 00 A lim (z,, - y,,) = 00
lim (z, £ 2,) = c0o A lim (,, - 2,) = sign(c) - oo, falls ¢ # 0

aber undefiniert sind:

lim (z, - 2z,) =7, fallsc=0

lim (z, —yn) =7
lim (z,/y,) =7

88 Teilfolgen, Bolzano-Weierstrafl, Cauchy Kriterium

Bemerkung 8.1: Aus Konvergenz folgt Beschréinktheit, umgekehrt gilt dies nicht, aber
aus der Konvergenz folgt auch die Existenz vom einzigen Haufungspunkt, dem Grenzwert,
(fiir Haufungspunkt siehe néchste Definition 8.2.(II)) und aus der Existenz genau eines
Héaufungspunktes und der Beschréanktheit folgt wiederum die Konvergenz.

Definition 8.2: Héaufungspunkte und Teilfolgen

e (I) Z, C R heifit Teilfolge von (z,) C R, falls es eine streng monotone steigende
Indexfunktion A : N — N, mit Z,, = xp(,) = 2, < Doppelindex

e (II) s heifft Haufungspunkt (clusterpoint), falls s = lim,, ., (Z,) fiir eine Teilfolge
(Z,,) von urspriinglichem (z,,) ist.

Bemerkung: Sehr hdufig wird Indexfunktion h(n) nicht expliziert wiedergegeben, son-
dern (Z,) wird mittels beliebigem Kriteriums aus den Gliedern von (x,) ausgewéhlt(z.b
alle postiven Glieder einer Folge). Dann ist nicht immer klar, dass die Teilfolge wirklich
unendlich viele Glieder enthélt. Das muss dann gegebenenfalls verifiziert werden.

Satz 8.3: Direkte Charakterisierung von Haufungspunkten
a € R ist H.P. einer Folge (z,)

Ve > 03IM C Nycard(M) =oc0:VYm e M : |z, —a| <e

SVe>0WWneNIm>n:l|z, —a <e

bzw.
a € R ist kein H.P. einer Folge (z,) <

de > OVM C Nycard(M) =00 :3Im € M : |z,, —a| > ¢
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S Je>0IneNm>n: |z, —a >¢

Lemma 8.4:

e (I) Jede Teilfolge (Z,) einer gegen a konvergenten Folge (x,) hat genau denselben
Grenzwert lim,,_.o T, = a

e (II) Jede Folge hat mindestens eine monotone Teilfolgen, die steigend oder fallend
sein kann.

Satz 8.5: Bolzano Weierstrafl
Jede beschriankte Folge hat eine konvergente Teilfolge und damit mindesten einen Héu-
fungspunkt.

Satz 8.6: lim sup und lim inf

Fiir eine nach oben beschrinkte Folge x, bezeichne mit H C R die Menge aller seiner
Haufungspunkte. Dann hat H ein Supremum, welches sogar als Maximum angenommen
wird und mit Limes superior bezeichnet wird.

Man schreibt limsup,, . 2, = lim,, ..oz, = sup(H) = max(H)

Entsprechend gilt dies auch fiir eine nach unten beschrinkte Menge.

liminf, o x, =lim, z, = inf(H) = min(H)

n—oo*’'n

Lemma 8.7: Direkte Charakterisierung von lim sup und/oder lim inf
s=limsup, .z, < Ve>03n():Ym>n(e):x, <s+e¢
und s ist minimal bzgl. dieser Eigenschaft
Mit anderen Worten: Fast alle (=alle bis auf endlich viele) Folgenglieder sind durch s + ¢
nach oben beschrénkt fiir beliebiges ¢.

Bemerkung: Auch lim sup und lim inf erfiillen bestimmte Rechenregeln &hnlich wie
Grenzwerte, die ihre Auswertung oder ihre Abschétzung erméglichen.

i) limsup(z, + y,) < limsup z, £ lim sup y,,; Subadditivitéit

n—oo n—oo n—oo

ii) ¢ > 0= limsupc- x, = ¢ limsup xz,; Positive Homogenitét

n—oo n—oo

n—oo n—oo

iii) ¢ < 0 = limsupc- z, = —c-limsup —z,, = ¢ liminf z,,

n—00 n—00 n—00

(
(
(ii') ¢ > 0 = limsup(c + z,,) = ¢ + limsup z,
(
(

iv) liminfz, > 0V liminfy, > 0 = limsup(z, - y,) < limsup z,, - limsup y,,

n—0oo n—00 n—oo n—o0 n—o0

1
(v) liminfx, > 0Aliminfy, = b > 0 = limsup(z,/y,) < 5 lim sup z,,

n—00 n—00 n—00 n—00

Satz 8.8: Eine Folge konvergiert < Die Folge ist eine Cauchy-Folge und besitzt also
folgende Eigenschaft : Ve > 0 In(e) € NVm,m' > n(e) : |z, — x| < e
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89 Unendliche Reihe

Definition: Fiir eine gegebene Folge (a,)nen C R bezeichnet man s, = Y71 ay fiir festes
no und n € N, als die Folge der Partialsummen. Falls die (s,,),en konvergieren, schreibt

oo
man lim s, = > ag

n—oo k=no
Die rechte Seite nennt man unendliche Reihe.
Satz 9.1: Cauchy Kriterium fiir Reihen: Eine Reihe > a; konvergiert <
k=ng
Ve>03dn(e) e NVm/' >m' >n(e) : | > ax| <e
k=m+1

Satz 9.2: Divergenz und Konvergenz der allgemeinen harmonischen Reihe

=1 00 falls c <1
€ RT\{0}; — = -
¢ O} ;kc {g €]0,00[ fallse>1

Bemerkung: Ein notwendiges aber nicht hinreichendes Konvergenzkriterium der Reihe
> hen, @k st das (a,) eine Nullfolge ist.

Satz 9.3: Leibnizkriterium
Eine alternierende Reihe Y. | aj (mit ay, - agy1 < OVE € N), fiir die die Betrége |a,| eine
monoton fallende Nullfolge bilden, ist konvergent.

Definition: Eine Reihe ), | ax heiBt absolut konvergent, falls >, |ax| konvergiert.

Satz 9.4: Gewohnliche Konvergenz folgt aus absoluter Kovergenz. Letzteres ist dquivalent

zur Existenz einer Schranke ¢, so dass ¢ > > |ay|, fiir beliebiges endliches J C N.
keJ

Lemma 9.5: )~ ay ist absolut konvergent < >/ | asx) absolut konvergent ist, fiir eine
beliebige Bijektion h : N — N. MaW.: Absolut konvergente Reihen kénnen also beliebig
umsortiert werden.

Bemerkung: Die meisten Konvergenzkriterien fiir Reihen stellen die stérkere Eigenschaft
der absoluten Konvergenz sicher.

Satz 9.6: Eine Reihe muss absolut konvergent sein und somit ein Grenzwert haben, falls
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sie folgende Kriterien erfiillt:

(i) Majorantenkriterium : Vk € N : |ag| < b mit Z b < 00

k=1
Z by ist Majorante fiir Z |a|
(ii) Quotientenkriterium : ¢ = lim sup [@nt] <1
nooo |G|
(iii) Wurzelkriterium : 7 = limsup {/|a,| < 1

n—oo

8§10 b-adische Zahlendarstellung und
Uberabziihlbarkeit der Reelen Zahlen

Definition 10.1: Mit z_,,2_,,41...20, 212223 ... werden die Reihen

o0

Z Zkb_k

k=—m
bezeichnet.

Bemerkung: Hierbei gelten folgende Festlegungen
e be N\ {1}
e meN
® (Zh—m)ren, C {0,1,...,0—1}
e 2 ,=0=m=0
° ligglfzk #b—1

Man nennt b auch die Basis der b-adische Zahlendarstellung.

Lemma 10.2: Die Reihen > z;b~* konvergieren.

k=—m
Satz 10.3: Jedes z € R hat eine eindeutige Darstellung 2_,,, 2,11 ... 20, 212223 ... sodass

[e.9]

Definition 10.4: Eine Menge M ist abzdhlbar gdw. M ist endlich oder es gibt eine
Bijektion zwischen N und M.
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Ist M abzahlbar und unendlich dann ist M abzidhlbar unendlich. Ist M nicht abzahlbar
dann ist M iiberabzihlbar.

Satz 10.5: R ist iiberabzahlbar.

8§11 Anwendung Wurzelkriterium und Potenzkriterium

Lemma 11.1:

(i) lim /n=1

(i) lim /a =1, falls a > 0
(iii) lim {/|P(n)| =1, falls P(n) = Z cn? #0
=0

Lemma 11.2: Die Reihe Z?io a; erfiillt genau dann das Quotientenkriterium,
wenn dies fiir Z;io aj - %fﬁr beliebige Polynome P, () gilt.

Satz 11.3: Vergleich von Wurelkriterium und Potenzkriterium
r, q seien die entsprechenden Werte aus Satz 9.6.

|an1]
lan]

e (i) r < ¢ mitr=gq, falls ¢ = lim
e (ii) 7 > 1 impliziert Divergenz der Reihe >~  a,

Bemerkung: Wurzelkriterium ist genauer als Quotientenkriterium.

Definition: Fiir (a,)n,en C R eine Folge von Koeffizienten und = € R eine reelle Variable
heit P(z) = > aya™ oder P(x) = > "7 a,(x—xo)" fiir festes 2y € R eine Potenzreihe

n=0

(am Punkt z).

Satz 11.4: Konvergenzradius von reellen Potenzreihen

Falls r = H{L/]a_d < oo dann konvergiert die Potenzreihe

P(z) = Znio:anx” absolut Vz €] — p, p[, wobei der Konvergenzradius
%, falls r > 0

ben ist durch p =
p gegeben ist durch p S0, falls 7 = 0

Bemerkung : Die Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius bilden einen linearen
Vektorraum.

Lemma 11.5: Falls P(z) = ) > ja,z" und Q(z) = Y >~ b,z" die Konvergenzradien
p1 > 0 und py > 0 haben, dann hat die Linearkombination

R(z) = aP(z) + pQ(z) == > 7 (aa, + Bb,)z", fiir beliebige Konstanten a, 3 € R\ {0}
einen Konvergenzradius p > 3 min(py, p2) > 0
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Bemerkung: Innerhalb ihres absoluten Konvergenzbereiches konnen Potenzreihen beliebig
genau, durch endliche Partialsummen, angendhert werden.

Satz 11.6: Restgliedabschétzung

Hat P(z) = > .2, arz” den postiven Konvergenzradius p > 0, dann existiert fiir jedes
n—1

n>0und p < peinc € R, sodass |P(z) — Y i_y axx®| < c|z|" fiir € [—p, p] C [—p, p]

Lemma 11.7: Falls P(z) positiven Konvergenzradius hat,
dann existiert ein p € 10,p[ C ]0,p[, so dass z €] — p, p[= P(z) #0 V(z =0 Aag =0)

Satz 11.8: Identitédtssatz von Potenzreihen

Falls P(z) = Y 1 axz” und Q(z) = >4, bra”® einen positiven Konvergenzradius haben
und an einer Nullfolge (x,,)neny mit Vo € N : 0 # x,, iibereinstimmen, in dem Sinne dass
P(x,) = Q(z,) fir alle n € N, dann gilt a, = by fir k € N.

Definition: Fiir zwei Reihen ) a; und ) by, bezeichnet die Reihe
k=0 k=0

> ¢, mit ¢, = > ajb,_;, als ihr Cauchy-Produkt.
=0

n=0

Satz 11.9: Falls ) ;- ja; und >, by konvergieren und mindestens eine der beiden Reihen
absolut konvergiert, dann konvergiert auch ihr Cauchy-Produkt.

4. Stetigkeit

8§12 Stetigkeit reeller Funktionen

Definition 12.1: Stetigkeit in einem Punkt x,

Ve>030 >0Vy € D:|xg—y| <6 — |f(xg) — fly)] <e

Bemerkung: f ist stetig auf D, falls f stetig in jedem Punkt auf D.

Definition 12.2: Lipschitzstetigkeit
DCR; f:D—-R;xzeD
lokal lipschitzstetig: Es gibt ein L > 0 und ein 7 > 0, so dass

vy?’ze (m—r,x—i—r) : |f(y)_f<z)| SL‘y_Zl
lipschitzstetig auf D:

AL > 0Vz,y € D= [f(2) = f(y)| < L - [z =y

Lemma 12.3: Ist f: D — R lipschitzstetig in x € D, dann ist f auch stetig in x.

Lemma 12.4: Fiir jedes n € N, mit n > 2, ist die n-te Potenzfunktion f(z) = z™ lokal
Lipschitz-stetig.
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Bemerkung 12.5: Jede Polynomfunktion f(z) = a,z"+- - -+ayx+ag, mit ag, .. .,a, € R,
ist lokal Lipschitz-stetig in jedem z € R

Satz 12.6: Nullstellensatz

Seien a < b und f : [a,b] — R stetig mit f(a) - f(b) < 0, dann gibt es ein z* € [a, b], mit
f(a*)=0

Bemerkung 12.7: Sei f ein Polynom ungerade Grades n,

spezieller : f(r) = 2" + a,_12" ' + -+ + a1 + ag, mit ag, ...,a,_1 € [—1,1], dann hat f
eine Nullstelle € [—1, 1]

Bemerkung 12.8: Wurzelfunktionen
Fiir alle n € N, a > 0, ist die Gleichung 2" — a = 0, mit x > 0, eindeutig losbar.

Definition 12.9: Die einzige Losung z, der Gleichung 2™ —a = 0 , wird mit {/a bezeichnet.

Lemma 12.10: Die Wurzelfunktionen sind stetig.
Fiir jedes n € Nund n > 2 ist f: Rt — R, f(z) : {/x, stetig

Satz 12.11: &dquivalente Charakterisierung der Stetigkeit
f:D—Rundzge D CR
Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

e fist in x( stetig

e Fiir jede Folge (z,,) aus D, mit x, — zo, gilt f(x,) — f(xo)
Bezeichnungen : Seien f,g C R, mit f: D — R, dann definiert man Vx € D:

o fdgdurch (f£g)(x) = f(z) £ g(z)

o f-gdurch (f-g)(x) = f(z) - g(x)

e f/g durch (5)(1‘) = %, falls g(z) # 0

Bemerkung: Fiir A € R gilt dann: (A - f)(x) = X f(2)

Satz 12.12: (Rechenregeln)
Sei D CR, xg€ D, f,g: D — R stetig in zy, dann sind auch:

e [+ g stetigin xq
e f. g stetig in xg

e f/g stetig in xq, falls g(x) # 0

Satz 12.13: Kompositionen von Funktionen
Seien g: D — Rund f: F — R mit Im(g) C F und g stetig in xg € D,
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f stetig in g(zo) € E, mit (E, D C R)
Dann ist f o g stetig in x

Satz 12.14: (Weierstraf)
Sei K C R kompakt (dh. abgeschlossen und beschriankt) und sei f : K — R stetig auf K,
dann existiert ein z*, x,, mit

f(x*) = max f(z), f(z.) = min f(z)

Bemerkung:

e K kompakt bedeutet : K ist Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Intervalle

e Der Satz gilt nicht fiir (halb-)offene oder uneigentliche Randpunkte des Intervalls
(wie etwa +00)

Definition 12.15: gleichméflige Stetigkeit
f D — R heifit gleichméaflig stetig, falls gilt :

Ve>030 >0Wz,ye D |z —y|l<d—|f(z)— fly)] <e
Bemerkung:

e Jede glm. stetige Funktion auf D ist auch stetig auf D
e Jede Lipschitzstetige Funktion ist auch glm. stetig

o Es gibt stetige Fkt., die nicht glm. stetig sind

Satz 12.16: (Heine, Borel)
Sei f: K — R, K kompakt und f stetig auf K, dann ist f auch glm. stetig auf K.

8§13 Verallgemeinerung von Stetigkeitsverhalten auf R”

Definition: Als Verallgemeinerung des Betrages |z| fiir z € R! gilt die Euklidische Norm:

||| = [|=]l> = [Z =@
k=1

Lemma 13.1: Eigenschaften der euklidischen Norm:

1
2

>0 firz e R?

|lz]| =0 2=0 Definiertheit
vzl = |7]]|z] mit v € R Homogenitét
lz £yl < |z]| + [yl Dreiecksungleichung

& [lz = yll = [llz] = [yl
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Bemerkung:

> Wy ® < ||y
k=1
Definition: Eine Folge (zy)ren = <x,(€1), o ,x,(:’)) C R"™ heifit konvergent, wenn es ein
keN

= (W, 2® .. z™) gibt, sodass

lax — ]| —— 0 <= [lzx — 2> ——0
k—o0 k—oo
n .
& E ‘x,(j) — g
=1

Man schreibt dann kurz: z = klim Tk

2 , .
—>O<:>x,(§)—>x(z) firte=1,...,n

k—oo k—o0

MaW: Folge von Tupeln oder Vektoren z; € R"™ konvergiert, gdw jede der n Komponen-
tenfolgen konvergiert.

Definition: Eine Untermenge D C R™ wird bezeichnet als

(i) abgeschlossen , falls gilt:Wenn (z;) € D und lim z,, =z € R dann z € D.
MaW jeder Haufungspunkt einer Folge aus D gehort zu D

(ii) offen falls D¢ = R"\D = {x € R" : v ¢ D} abgeschlossen.
(iii) beschrinkt |, falls sup{||z| : x € D} < 00
(iv) kompakt |, falls (i) und (iii)

(v) konvex |, falls fir alle 2,y € D und « € [0, 1] auch oz + (1 — )y € D

Lemma 13.2: Vereinigung/Durchschnitt
Seien D, E C R™.

(i) wenn D, E abgeschlossen, dann D U E und D N E abgeschlossen. Das tibertréigt sich
per Induktion auf endlich viele.

(ii) D und FE offen = D U E und D N E offen
(iii) D und E beschrinkt = D U E und D N E beschréinkt

(iv) D und FE konvex = D N E konvex (aber NICHT D U E)
Definition: Eine Funktion f: D C R" — R heifit

(i) stetig an einem Punkt z € D, falls V(z,)) € D mit x,, — z : lim f(x) = f(x)

k—o0
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(ii) stetig auf der Menge D , falls stetig auf allen x € D. Man bezeichnet die Menge
aller auf D stetigen Funktionen mit C(D) (C fiir continuous).

(iii) Eine Vektorfunktion F': D C R™ — R™ heifit stetig an « € D gdw. jede der Kompo-
nenten der Funktion F®)(z) die Eigenschaft haben.
F=(FY(2), FOz),...,F™(2)) € C(D) < FY e C(D) fir i =1,...,m

Satz 13.3: (Rechenregeln, Verallgemeinerungen von Satz 12.12)

(i) f,geCD),DCR"= f+geC(D)> f-g,f/g € C(D), falls |g| # 0 fiir x € D

) f:DCR*"-R,g: ECR—-R"
(fog): E—Rfallsg(E)CcD feCD)NgeC(E)= fogeC(E)
(gof):D—Rfalls f(D)CE feC(D)ANgeC(E)=gofeC(D)

Satz 13.4: (Verallgemeinerung von Bolzane Weierstraf, Satz 12.14, Definition 12.15)
Falls D C R™ kompakt, d.h. abgeschlossen und beschrénkt, gilt

(i) Alle Folgen (x) C D haben eine konvergente Teilfolge (xy,) C D sodass
lim 2y, = x € D (Folgenkompaktheit)

(ii) Fir f € C(D) existieren Punkte xz,,x* € D, sodass fiir alle x € D:
flz.) =inf{f(z) : x € D} < f(z) <sup{f(z):z € D} = f(a")
Man schreibt dann x, = argmin(f(x),z € D), sowie x* = argmax(f(x),z € D).
(iii) f e C(D) & f ist gleichmaBig stetig, d.h.
Ve> 030> 0o,y € D: |z —yl| < —|f(z) — fly)| <e
Bemerkung: argmax und argmin sind als Funktionen im Allgemeinen nicht wohldefiniert,

da mehrerer Maxima bzw. Minima vorliegen konnen. In diesem Falle werden argmax und
argmin als Mengen wie folgt definiert:

arg max, (D) :={r € D |Vy e D: f(z) > f(y)}

und
arg min,; (D) :={z € D |Vy € D: f(z) < f(y)}
und man schreibt Analog z* € arg max (D) bzw. z, € arg min (D)

Definition: Eine Menge D C R heifit zusammenhéngend, wenn es fiir alle Paare x,y € D
eine Pfadfunktion p : [0,1] — D gibt, sodass p € C|0, 1] und p(0) = z und p(1) = y.

Satz 13.5: Mittelwertsatz
Falls f € C(D) mit D zusammenhéngend, existiert fiir jedes Paar z,y € D und jedes

¢ € [min(f(z), f(y)), max(f(x), f(y))] ein z € D mit f(z) = c.
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8§14 Gleichméflige Konvergenz von Funktionsfolgen

Definition 14.1: Eine Folge von Funktionen f, : D — R™ mit 0.B.d.A. m = 1 und
D C R? heifit punktweise konvergent gegen f : D — R fallsVo € D : f(x) = lim f,(x).

Man schreibt f = lim f,,. Aquivalent dazu:
fn punktweise Konvergent < Vo € D :Ve > 0:3n. e N:Vn > n.:|fu(x) — f(z)] <e

Definition 14.2: Die Folge f, : D — R heifit gegen f(x) gleichmiflig konvergent,
wenn
Ve>0:dn.eN:Vn>n.:VeeD:|f,(z)— flz)] <e

Satz 14.3: "Vererbung von Stetigkeit bei glm. Konvergenz”
Falls (f,) C C(D,R) glm. gegen f konvergiert, so ist auch f stetig, d.h. f € C(D,R).

Bemerkung: Die glm Konvergenz 148t sich fiir f,, € C(D,R) mit kompakten D C R wie
folgt durch Normnotation darstellen. Die Definition 14.2 ist dquivalent zu

Ve > 03n. : || fn — flloo < e fiir n > n,

wobei fiir beliebiges g € C'(D,R) mit D kompakt
l9lloe = sup lg(x)| = max|g(z)

Diese Norm hat die in Lemma 13.1 aufgefiihrten Figenschaften der Euklidischen Norm.
Damit wird C(D,R) zum normierten Raum, in dem man &hnlich argumentieren kann, wie
im Euklidischen Raum. Insbesondere gilt:

Satz 14.4: Fiir kompaktes D konvergiert eine Folge f,, C C(D,R) genau dann gleichméBig
gegen ein f € C'(D,R), wenn sie eine Cauchyfolge bzgl. || - ||o im folgenden Sinne ist:
Ve > 03ng : VY n,m>ng: || fn— finllo <€

Bemerkung: Glm. Konvergenz ist hinreichend, aber nicht notwendig fiir Stetigkeit der
Grenzfunktion.

Definition 14.5: Fiir eine Folge f,, : D C RY — R heifit die Reihe Y f, punktweise oder

n=0
glm. konvergent, gdw. die Folge der Partialsummen g, = > fr : D — R punktweise bzw.
k=0
glm. konvergent ist.
Satz 14.6: Majoranten-Kriterium von Weierstraf3

Falls D C R™ kompakt, folgt glm. Konvergenz von > f,, = f aus der Bedingung

n=0

= < i
”anoo glég(lfn(m)l < ¢p mit ZOSOn <00
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d.h. die Skalarreihe der Schranken ¢,, muss absolut konvergieren.

Satz 14.7: Falls f(z) = > apx® einen positiven Konvergenzradius p > 0 hat, so ist die
k=0
Reihe auf allen Invervallen [—p, p] C (—p, p) glm. Konvergent und f(z) ist in ganz (—p, p)

stetig.

§15 Exponentialfunktion und Logarithmus
Lemma 15.1: FElementare Figenschaften des exp:

(0) > 0= exp(z) >1=-exp(0) >exp(—z) >0
(1) x <y < exp(x) <exp(y) Monotonie

(2) lim 2= —

x—0

(3) Vn e N: lim GXE# = oo und lim exp(—x)z™ =0

T—00 Tr—00

Bemerkung: exp(z) - exp(y) = exp(x + y) und (2) gilt fiir alle Exponentialfunktionen.
Definition 15.2: Der Spezielle Wert

11
e=-exp(l) = 1—|—§+6+. .. =2,7182818284590 . .. heift Eulersche Zahl und erscheint sehr héufig.

Satz 15.3: Eigenschaften von exp(z)

(0) e ist irrational und transzendent.

E

(1) exp(2) = [exp(1)]» =en fiir n,m € N

(2) nh—>nolo (1+ %)n = exp(z)

Satz 15.4: Umkehrfunktion f~! fiir monotones f € Cla, 0]

Falls f auf [a,b] C R mit a < b, a,b € R stetig und streng monoton wachsend, d.h.
r <y € la,b] = f(r) < f(y), dann ex. inverse Funktion f~!': E = [f(a), f(b)] — [a,b].
Diese Funktion ist auch streng monoton wachsend und stetig. Durch Anwendung auf — f ()
gilt der Satz auch fiir streng monoton fallende Funktionen. Er gilt ebenfalls fiir a = —o0
und b = oo.

Definition 15.5: Die nach Verallgemeinerung von Satz 15.4 existierende Umkehrfunkti-
on von f(x) = exp(z) : (—o00,00) — (0,00) heiit natiirlicher Logarithmus: log(x) = In(z) :
(0,00) — (—00, 00).

Lemma 15.6: Eigenschaften des log
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(0) log(1) = 0,log(e) = 1,log (%) = —log(z)
(1) log(zy) = log(z) + log(y), log (%) = log(z) — log(y)

(2) lim S5 = i REE = 1

(3) lim @@ — 0 firneN

r—00 TN

Definition 15.7: Allgemeine Potenz und Logarithmen zur Basis 0 < a € R

a® = exp(zlog(a)) firz e R
log() )
1 = f R
0g, () Tog(a) ir0<xe

Lemma 15.8: Fiir 0 < a € R gilt:

(0) logs(a®) =2 firz eR = log,(a”) = Idg
a8a(®) — o fir0<zeR = %@ =4y

loga (w) 1
~ log(a)

=1 — Jog(a), linri

(2) log,(xy) = log,(x) +log,(y)

Bemerkung: Ausflug in die komplexen Zahlen:

exp(z+1y) = (=)' o=y (=)
Towl) 2 @l 2 @k

Schlussfolgerung: Eulersche Formel exp(z 4 1y) = exp(x)(cos(y) + isin(y))
Lemma 15.9:

(0) sin(z)

cos(

= 2l (exp(iz) — exp(—iz)) = —sin(—z) € R
) = % (exp(iz) + exp(—iz)) = cos(—z) € R
)

(1) sin*(x) + cos®(z) = 1 und sin(z) € [~1,1] > cos(x)

(2) cos(x +y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(xz + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y)

(3) lim =52 =1, lim == =0

z—0 T
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5. Differentiation

8§16 Definitionen und Grundeigenschaften

Definition 16.1: Eine stetige Funktion f : (a,b) — R heifit differenzierbar an der Stelle
xo € (a,b), wenn der Grenzwert

fz) = flzo)

T—T0 T — X

existiert. Dann heifit f'(z¢) € R die Ableitung von f an der Stelle 5. Wenn f diffe-
renzierbar an allen Stellen xy € (a, b) ist, dann bezeichnet f" auch die Ableitungsfunktion
f:(a,b) — R.

Bemerkung: Alternativ schreibt man auch % f statt f’.

Wichtig:

c-exp(x) = c-e” mit z € R ist die einzige Klasse von Funktionen, die mit ihrer Ableitung

iibereinstimmen.

Definition 16.3: Eine Funktion f € C(a,b) heifit an zg € (a, b) links- bzw. rechtsseitig

differenzierbar, falls folgende Grenzwerte existieren:

fle+h) - f(z)
h

/' (x) = lim

bzw. fi(z) fiir h >0

Ve > 030> 0: Vh € (—5,0) : %[f(:rnth) @) - f(@)| < e

Man nennt f” und f} dann die links- und rechtsseitige Ableitung und f(z) selbst rich-
tungsdifferenzierbar, an der Stelle x, wenn beide existieren.

Lemma 16.4: Eine Funktion f € C(a,b) ist an der Stelle z, differenzierbar g.d.w die
Richtungsableitungen f’; f’ existieren und den gleichen Wert haben.

Satz 16.5: (Ableitung von Summen, Produkten und Quotienten)
Falls f,g € C(a,b) und an z, diffbar sind, so sind auch folgende Kombinationen differen-
zierbar mit den angegebenen Ableitungswerten:

L. h=af(z)+ Bg(x) mit a, 8 € R = h'(zo) = af(z0) + B9 (x0)
(Linearitdt = Additivitdt und Homogenitét)

2. h(z) = f(z)g(x) = h'(x0) = f(x0)g'(x0) + ['(x0)g(w0) (Produktregel)

3. h(z) = L9 mit g(xg) £ 0 = W (xo) = LEs0)—g)/0) (Quotientenregel)

) g(w0)?

Q

Satz 16.6: (Kettenregel)
Sei f € C(a,b) an zg € (a,b) differenzierbar und g auf der Umgebung (yo — 9, yo + ¢) von
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yo = f(xzo) differenzierbar. Dann ist auch h(z) = g(f(x)) = (g o f)(z) in der Umgebung
(xg — €, + €) von xq differenzierbar und es gilt.

W (o) = g'(yo) - f'(w0) = f'(20) - ¢'(f(w0))

Definition 16.7: Fiir f : D — R heifit 2y € D ein lokales Minimum bzw. lokales
Maximum, wenn fiir ein 0 > 0 :

x € Bs(xo) :={x € D: |z — x| <6} = f(x) = f(x0) bzw. f(x) < f(xo)

Falls die Aussage fiir ein beliebiges 9 gilt, heifit zy auch globales Maximum bzw. glo-
bales Minimum von f auf D.

Satz 16.8: Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung (betreffend 1. Ableitung).
Sei f auf [a,b] stetig, in (a,b) differenzierbar und an = = a rechts- sowie an « = b linksdiff-
bar. Dann gilt fiir jedes lokale Minimum x € [a, b] entweder:

1. a<zy<bund f'(xg) =0
oder

2. a=xzyund f}(x9) >0
oder

3. g =bund f’ (z9) <0

Bemerkung: Obige Aussagen sind notwendige Bedingungen fiir Optimalitéit, hinreichend
fir Minimalitdt (lokal) von g = a oder zy = b ist, dass f (a) > 0 bzw. f’(b) < 0. Fiir
Maximalitéit von f an xq gilt die selbe Stationaritatsbedingung f’(z) = 0 bei zy € (a,b)
und am Rand miissen jeweils die Ungleichungen invertiert werden. Allgemein werden Op-
timierungsprobleme (= Extremwertaufgaben) als Minimierungsprobleme formuliert. Keine
Einschrinkung, da max{f(z):z € D} = —min{—f(z) : x € D}.

Satz: (Nachtrag) Hinreichende Bedingung fiir Maxima
Sei I = [a, b]
feC*I), zg € I mit f'(xg) = 0.

o f"(xg) <0 = xg ist ein lokales Maximum von f

o f"(xg) >0 = x ist ein lokales Minimum von f

Satz 16.9: (Zwischenwertsatz der Differentiation)
Falls f € C(a,b) und differenzierbar in (a,b), existiert mindestens ein Zwischenwert z

IO T _ 2 b 1)~ (@) = 1) 0~ a)
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Lemma 16.10: Eine auf (a,b) differenzierbare Funktion f, ist streng monoton steigend
bzw. streng monoton fallend, wenn

Va € (a,b) : f'(x) > 0 bzw. Yz € (a,b)f'(z) <0

Sie kann auch schwach monoton sein, wenn diese Ungleichungen schwach erfiillt sind. D.h
> bzw. <.

Satz 16.11: (Existienz und Differenzierbarkeit von Umkehrfunktionen)
Falls die Ableitung f’(z) von f(x) fir alle z € (a,b) existiert und positiv (grofler 0) ist,
so besitzt f : [a,b] — [f(a), f(b)] eine Inverse f~! : [f(a), f(b)] — [a,b]. Diese ist fiir alle
y € (f(a), (b)) diffbar und es gilt:

1 1

[ (o)) = Filzo)  F(F(w0))

wobei yg = f(xg) bzw. zo = f~(yo)
Die Aussage gilt entsprechend, wenn f’(z) < 0 fiir alle = € (a, b)

Lemma 16.12:

1. Llog(z) =1

2. %xy—y-xyflfﬂr0<$€R

3. Lyr =log(y)-y" fir0 <y eR

Satz 16.13: Sei f auf [a, b] stetig, auf (a,b) diffbar, dann ist f auf [a,b] Lipschitz-stetig
gdw.
Lo =sup(|f'(z)] :a <z <b) < oo

Falls Ly endlich ist, so ist Ly die kleinste mogliche Konstante auf [a, ).

§17 Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

Satz 17.1: Satz von Rolle
Sei a < b, f: [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b) und f differenzierbar auf (a,b). Dann
existiert £ € (a.b) mit f/(¢) = 0.

Satz 17.2: Verallgemeinerter Mittelwertsatz (Satz 16.9 )
Seien f,g € Cla,b| und differenzierbar in (a,b) und ¢'(x) # 0 Vo € (a,b). Dann existiert
ein z € (a, b) sodass

Satz 17.3: Zwischenwertsatz
Sei f : [a,b] — R differenzierbar auf [a, b] mit f'(a
zwischen f’(a) und f'(b) (also in [f'(a), f( )] bzw. |

) # f’( ). Dann nimmt f’ jeden Wert
f'(b), f'(a)]) an.
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Bemerkung: f’ muss hierzu nicht stetig sein!

Satz 17.4: Satz von I’Hopital
Seien —0o < a < b < oo und f, g : (a,b) — R differenzierbar und ¢'(z) # 0 Vx € (a,b).
Auflerdem gelte:

. lin% flz) = lin% g(z) = 0 oder
o lim [g(a)] = o0
f'(z) f(=)

Falls lin% 7 existiert, dann auch lin%) @ und beide sind gleich.

8§18 Ableitung hoherer Ordnung

Definition: f : [a,b] — R heiit k-mal differenzierbar in 4 € (a,b), wenn
V0 < i < k folgende Grenzwerte existieren:

£ (20) = }lllf(l) O (o + h])l — F@ ()

e (C*(a,b) ist der Raum aller auf (a,b) k-mal differenzierbaren Funktionen wobei
Cc'=C.

o C%(a,b) = ﬁ C*(a,b)

Satz 18.1: Leibnizregel
Sei f,g: I — R k-mal auf I differenzierbar. Dann ist f-¢ k-mal auf I differenzierbar und

es gilt:
k

(f-9) W (x0) = (IZ) FO () g™ (x)

1=0

Satz 18.2: Taylor-Formel
Sei I =[a,b] CR,a<b xpelund f: ] — R
(n + 1)-fach differenzierbar. Dann gibt es zu jedem x € I ein ¢ € [0, 1] mit

(l‘ _ Io)n+1

(n+1)!

— [P (g k n+1
fw) = ST s 00 g 40— )
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Korollar: Schlomilch-Restterm
Veel, me{l,2,..,n+1}39 € [0, 1] mit

(1 _ ﬁ)”_m""l(q; _ SC(])”+1
nl-m

(@) = Pry(a) + fO (20 + 9@ — 20))

wobei

n ) (g .
Py =S )

k!
k=0

Definition: Sei I = [a,b], a < b eine Intervall und f € C*°(I) mit x € 1.
Dann heifit f um z( als Taylorreihe entwickelbar, wenn es eine Umgebung U C I von z
existiert, sodass

Ve e U: lim R,(zg,z) =0

n—oo

8§19 Differenzierbarkeit von Funktionen und Potenzreihen

Korollar: Aus der Linearitit der Ableitung(Satz 16.5) folgt:

d n n
3R =3 )
k=1 k=1
vorausgesetzt, dass fi,..., f, in z definiert und differenzierbar sind.

Satz 19.1: Seien f, € C([a,b]) in xy € (a,b) differenzierbar

(1) D02, fo(z) sei fiir alle z € [a, b] differenzierbar

(i1) -2, fl(xo) konvergiere
(iii) >°>°, L, < 0o, fy sei Lipschitz-stetig mit Konstante L, Vn € N
Dann ist f(z) =Y 7, fu(z) in z differenzierbar und f(zo) = > o, fl(x0o)
Lemma 19.2: Sei f(z) = > po,ax - #* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0,
dann ist f fiir jedes x € (—p, p) beliebig oft differenzierbar und es gilt:

o0

f(x Zk ay, - 271 baw. f(l (o) =

= k=i

Die Reihe zu f’ hat ebenfalls Konvergenzradius p.
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6. Integration

§20 Bestimmtes Integral nach Riemann

Definition 20.1:

b
[ f(z)dz heifit Integral falls fiir alle geeigneten Funktionen f, g : [a, ] gilt:

b b
1. [~ f(z)dz =~- [ f(z)dz fir v € R (Homogenitt)

(f(z)+g(z))dz = ff(x)da: + fg(:c)dx (Additivitét)

a

2.

8 —

b

3. [ f(z)dz < [ g(z)da falls Vf(z) < g(z)(Monotonie)

8~

b

[ f(z)dz

a

4. < (b — a)|| fl|(Beschrénktheit)

wobei hierfiir || || = sup{|f(z)| : a <z < b} < 0o vorrausgesetzt wird.

Definition 20.2:

f i a,b] — R heifit stiickweise konstant, wenn es eine Zerlegung 7 = (x;), gibt, so
dass
a=2g< T <...<Tp1 <xp=0>=

und es existieren (¢;); mit ¢; = f(x) fir x € (x;-1, ;).
f(@i) € [min(c;, ¢iq1), max(ci, cir1)]

Die Menge dieser Treppenfunktionen bezeichnen wir mit 7 [a, b].
Lemma 20.3:

Falls f, f mit Zerlegungen Z, Z zu T'a, b] gehoren, so gilt dies auch fiir vf, f + f und f - f.
Fiir letztere ist die Zerlegung Z U Z geeignet. (Hierbei miissen die Elemente von Z U Z neu
geordnet werden.)

Definition 20.4:
Fir f € Ta,b] ist das Integral

b n
/ f(r)de = Z(% —xi 1) E€R



eindeutig definiert und erfiillt die in Definition 20.1 geforderten Eigenschaften.
Bemerkung:

Linearitat und Beschréanktheit implizieren, dass fir f,g € T [a,b] gilt

/a " e / g

M.a.W das Integral als Abbildung des linearen Raumes 7 [a,b] in die reellen Zahlen ist
Lipschitz-stetig.

Definition 20.5:

< (b—a)llf -9l

/U@—WMI

Falls f : [a,b] — R der Grenzwert einer Folge von f, € T[a,b] im Sinne von
| f — fulle — 0 ist, dann definiert

n—oo

b b
/ f(x)dz = lim [ f,(x)dz

eindeutig das Integral.
Satz 20.6:
Fir f : [a,b] — R existiert genau dann eine Folge f, € T[a,b] mit ||f — fu|lec —— 0,

wenn

f+(x) = lim f(z + h) fiir x € [a,b)

AN
und
f-(z) = ’ll%f(x + h) fiir x € (a,b]
existieren.

M.a.W f muss auf ganz [a, b] links- und rechtsstetig sein. (Es kann abzéhlbar viele Spriinge
geben mit /. (z) £ f_(2).
Definition: Fiir beliebiges f € Rela, ] ist das Integral definiert durch:

n—oo
a

b b
/ f(z)dz = lim fo(z)dz

Wobei (f)nen C 7T a,b] eine beliebige gegen f konvergierende Folge von Funktionen ist,
daher es gilt
1f = fullo — 0 filr n — oo

Satz 20.7: Das oben definierte Integral fiir f € Rela,b] erfiillt die in Definition 20.1
verlangten Eigenschaften.

Hierarchie von linearen Funktionenrdumen auf [a,b] € R

Tla,b],Cla,b] C Rela,b] C Bla,]
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Bla, b ist der Raum der Funktionen f : [a,b] — R die beschriankt sind in dem Sinne, dass
£l = sup{[f ()| s a < = < b} < 00

Rela, b] ist der Raum der richtungsstetigen (regulated) Funktionen fiir die
f+(x) = limpnp f(z + h) fiir x € [a,b)
f-(z) =limy, »o f(xz — h) fir z € (a,b]

existieren.
Cla, b] ist der Raum der stetigen Funktionen fiir die f_(x) = f,(z) fir z €]a, b|

Bemerkung: Da sowohl stetige wie auch monoton fallende oder steigende Funktionen
tiberall richtungsstetig, also € Re[a, b] sind, ist die Existenz des bestimmten Integrals fiir
diese wichtigen Funktionenklassen gesichert.

Wie lassen sich Integrale konstruktiv auswerten?

1. Mit Riemann-Summen = (Numerische Losung)

2. Durch symbolische Umkehrung der Differentiationsregeln = Nutze Computer-Algebra-
Systeme

Definition 20.8:

Fiir f € Bla,b] und eine Zerlegung Z = (z;)", mit a = zy < x1 < x2... < x, = b und
z;i € [x;_1, x;] beliebige Stiitzstellen, setze

n

R(f,Z,2) =) (x;i— i) f(2)

i=1

Die Feinheit || 7| = max{(z; — x;—1) : i = 1...n} € R misst die Genauigkeit der Rie-
mannschen Summe.

Satz 20.9:
Fiir f € Rela,b] und eine beliebige Folge von Zerlegungen Z,, mit Stiitzstellen z, gilt:

b
1Zl| = 0= R(J, Zn, 20) — / f(x)da

Bemerkung:

Der Satz beweist, dass Richtungsstetigkeit hinreichend fiir die Konvergenz der Riemann-
Summen gegen einen eindeutigen Grenzwert, ndmlich das Integral, ist. Richtungstetigkeit
ist jedoch nicht notwendig.

Kette von linearen Teilrdumen

7 [a,b] C Rela,b] = T[a,b] C Ri[a,b] C Bla,]

,wobei 7 [a, b] den Abschluss iiber die Treppenfunktionen und Rila, b] die Riemann-integrierbaren
Funktionen darstellt.
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Definition 20.10:

Eine beschrinkte Funktion f heiit Riemann-integrierbar, wenn die Riemann-Summen
R(f, Zy, zn) fur beliebige Z,, mit ||Z,| — 0 gegen einen Grenzwert konvergieren, der dann
als Riemann-integral bezeichnet wird.

b
/ f(z)dx = lim R(f, Z,,2,) € R

n—oo

Satz 20.11:

Das Riemannintegral erfiillt auf dem linearen Raum Ri[a,b] der Riemann-integrierbaren
Funktionen, die in Definition 20.1 geforderten Eigenschaften.

Lemma 20.12:
Fir ¢ € (a,b) gilt f € Rila,b] < f € Rila,c] A f € Ri[c,b]. In diesem Falle gilt:

/abf(x)dx:[f@)dﬁ/cbf(x)dx
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